Optimisation









(3), nous donne, =-2  (4), nous donnex, =1  (5), nous donnex, =10 (6), nous
donnex, =4
La plus grande valeur que peut prendgyest10 , cependant cette valeur ne vérifie pas toutes

les contraintes et donc n'appartient pas a l'eniger@alisable. Elles ne peut étre solution de
notre probleme.

Celle qui vient apres esq = 4, elle vérifie toutes les contraintes. Donc c'astdlution de
notre probleme d'optimisation. Pour cette valgur 4et, calculons les valeurs dds

(3), nous donnéx, —x, +2)=6  doncA, =0;

(4), nous donnd2x, +x,-2)=6  doncA, =0;

(5), nous donndx, +2x, —10)=-8 donc A, =0;

( 48

6), nous donnd7x, +2x, —28)=0 donc A, #0; d'ou d'aprés (1) A, ==

(X A4)= (% % A Ay g, A, )= 4,0,0,0,0,478 est I'optimum de notre probléme et on peut
verifier qu'il remplit toutes les conditions de Kufiucker. f(x*)= 48

Exemple 2 : Conditions de Kuhn-Tucker

On considere une économie a deux biens : un @emmdsommation et le travail.
L’indice 1 désigne le bien de consommation, domrie est p, tandis que l'indice 2
désigne le travail, de prix§salaire).

Les préférences d’'un agent économique, dont laagegkource est la force de travail, sont
représentables par une fonction d'utilité U (x;,x,) =2In(x) +In(3-X,)

On suppose qu'’il existe un minimum vital de consatiaon x, 21 et un plafond de travail
que I'agent économique ne peut pas dépasssi3. On veut déterminer la fonction de
demande du bien de consommation et la fonctiorfré'afu travail.

Formuler le programme de maximisation, donner epedsentation géométrique
du probléme et le résoudre au moyen des conditieiéuhn-Tucker. La solution est elle
unique ? Pourquoi ?

Solution : Il faut maximiser la fonction d'utilit® (x,, x,) = 2In(x,) +In(3—x,)

Les conditions imposées s'écrivent sous la formeodéraintes inégalité x, 21et x, <3.
Il faut d'autre part tenir compte des prixgh p et écrire queP,x, = P, X,

Finalement le programme d'optimisation s'écrit :

Max 2In(x,)+In(3—-x,)
X 21

X, <3

Px —-Px, =20

X, % 20

Le lagrangien s'écrit de la maniéere suivante :



L(%, X5, A, Ay A5) = 2IN(=A%) +INB= %) = Ay (= % +1) = A, (%, =3) = A,(Px, — Pox,)

Les conditions de Kuhn-Tucker sont les suivantgsaltout d'abord les conditions de signe
sur les variables :

X, %5, A1,4,,4320
Il faut ensuite calculer les dérivées partiellesrpgport a ces variables et poser les conditions

de signe correspondantes. Dans le cas des dépaeespport aux coefficientd, on retrouve
les contraintes :

3+/11—/13F>150
X

-1
3-X,
X =21
X, <3
Px,-Px, =0

~ ), +A,P, <0

Il y a enfin les relations d'exclusion :

2
% Z+/]1_/13Pl =0

-1
3-x, -A,+AP, =0
/11()(1 _1) =0
A(x,-3)=0
/‘3(P1X1 —-Bx, ): 0
On remarque que, puisqu'on a la conditiore1, on peut exclure le cas oy =0.
La premiere relation d'exclusion impose donc :

X,

24 ) -AP, =0
X

Par consequemnt, ne peut pas non plus étre nulle d'apres la troisiéontrainte.
La deuxieme relation d'exclusion impose donc :

-1
3-x, -A,+A,P, =0
D'autre part, il n'est pas possible gue=3car sinon la fonction objectif ne serait pas défini
(a4 cause du logarithme). La quatrieme relationaieston impose donc qué, =0.

Montrons maintenant qué, ne peut pas étre nul. S'il I'était, on aurai%:_—1 =1,

ce qui n'est pas possible car le membre de drsiteégatif et quel, doit étre positif.

PuisqueA, # 0, la derniére relation d'exclusion conduit a latieh P,x, = P,x, qui indique

gue l'agent économique travail juste pour satisfatm besoin de bien de consommation. Il
dépense tout ce qu'il gagne.



La discussion se fait maintenant sur la troisiéed@tion d'exclusion qui n'a pas encore été
utilisée. Il faut distinguer deux cas :
ou bienx, =1, ou bien x, =0.

Dans le casq, =1, les équations conduisent facilemenka= P, = P,.
Dans le cas oul, =0, on obtient la solutionx, =2F, =P, et x, = 2.

Il faut ensuite veérifier que les conditions de sigie Kuhn-Tucker sont toutes
vérifiees, ce qui impose des conditions Bust P,.
On trouve trois possibilités :

P <P X =2P =P etx,=2

2P, <P, <3PR, x=1, X =RB/P,

P, >3P, pasdesolution

Exemple 3 : On considére le programme quadratique suivant :
Min (3x12 - 2%X, +3X5 = 22%, —14x2)
-% +3x,<1
-3%x +7X,<0
X —X, <4
X, X, 20

Le probleme est une minimisation. On se raméne @ragramme de maximisation en
changeant le signe de la fonction objectif :

Max (—3)(12 -3 +2X,X, +22% +14x2)
1) Le lagrangien est définie comme suit :
L(X’/l) = (_3)(12 _3)(22 +2X,%, +22% +14X2)_/]1(_ X +3X, _1)_/12(_3)(1 +7X2)_/13(X1 =X, _4)

Les conditions de Kuhn-Tucker s'écrivent :
X, %o, A1, Ay, A3 20

—-6x, +2X, +22+ A, -34,-1,<0
—6X, +2x, +14-3A,-7A,+ A,<0
-% +t3x,=<1
-3x +7X%, <0
X —X, <4
Il y a aussi les relations d'exclusion :
x, (- 6% +2x, +22+ A, -31,- 1, )=0
X, (-6, + 2%, +14-3), - 71, + A,)=0
M(=x +3x,-1)=0
A (=3x +7x,)=0
As(x =%, =4)=0
de ces 3 derniéres, on commence notre discussion :






