1. Cours 3: Relations binaires sur un ensemble.

1.1. Notion de relation:

On appelle relation d’un ensemble A vers un ensemble B toute correpondance R,
qui lie des éléments de A a des éléments de B.

*On dit que A est I’ensemble de départ et B est [’ensemble d’arrivée de la relationR.
*Si x est lié a y par la relation R, on dit que x est en relation R avec y, ou (z,y)
vérifie la relation R et on écrit: xRy ou R (x,y), sinon on écrit: xRy ou R (x,y).

*Une relation de A vers A est dite relation sur A.
Exemples:

1) La correspondance R qui lie les entiers & leurs multiples est une relation sur Z,
qui est appelée relation de divisibilité et notée R 4.

On a par exemple 1Rz et xR0 pour tout x € Z.

2) La correspondance R’ qui lie les chiffres aux voyelles utilisées pour écrire le
chiffre en toutes lettres est une relation de ’ensemble {0, 1,2,3,4,5,6,7,8,9} vers
I'ensemble {a, e, i,0,u,y}

On a par exemple 0R'e , 0R'0,0R'a , IRy, 6R'i et 1R u

3) La correspondance S qui lie les nombres réels ayant les mémes carrés est une
relation sur R.
On a par exemple 151,193 et 25 (—2).

1.1.1. Graphe d’une relation

Soit R une relation d’un ensemble A vers un ensemble B.

1) Le graphe de R - noté Gr - est l’ensemble défini par:
Gr={(z,y) € AX B/ 2Ry}

Exemples
1) Reprenons la relation R de 'exemple 1 précédent, alors: Gr={(x,y) € Z* / x divise y} .
Par exemple (3, —21) € Gr et (3,20) ¢ Gr

2) Si on reprend la relation R’ donnée par I'exemple 2 précédent, on aura:
Gr=1{(0,€),(0,0),(1,u),(2,€),(2,u),(3,0),(3,7), (4,u), (4 a),(4€),
(5,4),(6,4),(7,e),(8,u),(8,i),(9,¢€),(9,u)}



3) Pour I'exemple 3 précédent le graphe Gs est le suivant:

Gs ={(z,—x),(z,x) | x € R}

Remarque: Une relation R est entierement déterminée par son graphe, la
raison pour laquelle, on identifie R & G et on dit qu’une relation de A vers B
est une partie de A x B. Alors R = R < Gr = Gg'.

1.2. Relations sur un ensemble

Définitions: Une relation R sur un ensemble A est dite:
1) Réflezive si ¥V v € A : 2 Rex.

2) Symétrique si ¥ x,y € A : 2Ry = yRx.

3) Antisymétrique si ¥V z,y € A : (zRy N yRx) = = =y.
4) Transitive si ¥ x,y,z € A : (zRy A\yRz) = zRz.

Exemples
1) Soit la relation R définie sur Z par: 2Ry < z divise y

* Soit x € Z , on a z divise x (méme 0 divise 0).
doncV z € Z : xRx , alors R est réflexive.

*Soit x,y € Z ,ona xRy =(x divise y)
= (y divise x)
par exemple 1 divise 4 et 4 ne divise pas 1
Cad: Iz,y€Z : 2Ry A yRx , alors R n’est pas symétrique.

*Soit 2,y € Z ,ona (xRy ) A (yRzx) = (x divise y)A(y divise z)
+ (y=x)
par exemple (1 divise —1) et ( —1 divise 1) et 1 # —1
Cad: dx,yeZ : xRy N yRx ANx # y , alors R n’est pas antisymétrique.

*Soit x,y,z € Z ,ona (zRy)AN(yRz) =(z divise y)A(y divise z)
=(z divise z)
= 2Rz

Alors R est transitive.

2) La relation S donnée sur R par: xSy < 2% = ¢?

* Soit x € R , on a 2% = 22

doncVz e€R : xSz, alors § est réflexive.
*Soit 7,y € R, on a: 28y = 2% =y?

= y? = g

= ySzx



Alors § est symétrique.

*Soit z,y € R ,ona (zSy)A(ySr) =(2%=y>)A(Y* = 2?)
# (y = )
par exemple (—2)% = 22 et 22 = (—2)%et (—2) # 2.
Cad: dx,ye R : 28y AN ySx Ax # y , alors S n’est pas antisymétrique.

*Soit z,y,z € R,ona (zSy ) A (ySz) = (2?2 =y*) A (y* = 2?)
= 7% =22
= 1S5z

Alors S est transitive.

3) Soit la relation R” définie sur Z par: aR"b < ( a — b est impair).

* Soit a € Z , on n’a pas ( a — a est impair).
par exemple 1 — 1 n’est pas impair.
C.a.d: da € Z: aR"a, alors R"” n’est pas réflexive.

* Soit a,b € Z,on a: aR"b = a — b est impair
= b — a est impair
= bR a

Alors R” est symétrique.

* Soit a,b€Z ,ona aR"bAOR"a =-(a— b est impair)A(b — a est impair)
# (a =0)

par exemple (6 — 1 est impair) et ( 1 — 6 est impair) et 1 # 6

C.a.d: da,b € Z: aR"b AbR"a Na # b, alors R” n’est pas antisymétrique.

*Soit a,b,c € Z ,ona aR"bAUR"¢c =(a— b est impair)A(b — ¢ est impair)

# a — c est impair
par exemple (7 — 4 est impair) et ( 4 — 1 est impair) et 7 — 1 n’est pas impair
C.a.d: Ja,b,c € Z: aR"b ABR"c A aR'c, alors R” n’est pas transitive.

Remarque: Une relation peut étre non symétrique et non antisymétrique .
(voir exemple 1)

1.3. Relation d’équivalence, classes d’équivalence et ensemble quotient

Soit R une relation sur un ensemble A
1) R est dite relation d’équivalence si R est réflexive, symétrique et transitive.
2) Si R est une relation d’équivalence, alors

2.1) Pour chaque a € A lensemble a = {z € A | xRa} est appelé classe d’équivalence
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de a modulo R.
2.2) L’ensemble A/p = {C.L /aé€ A} est appelé quotient de A par R.

Exemples:
1) La relation S donnée sur R par: Sy < 2% = 3 est une relation d’équivalence.

Poura#0,ona: a={zeR /aSa} ={zreR /a2=ad?} et(.):{O}.
:{a,—a}

Rz, = {{0},{a,—a} / a> 0} qui peut étre identifié & R*

2) Soit R la relation de congruence modulo n définie sur Z par: xﬁy <= (n divise z — y) ,
est bien une relation d’équivalence.

Pour cette relation on a: a = {z € Z / n divise z — a}
={zx€Z/z—a=nk kel}
={r€Z /r=nqg+a, q€Z} noténZ+a
Dans ce cas Z,z = {nZ +a | a € Z} qui est souvent noté Z,z

Remarques: La classe a est aussi noté a, [a] et Cl ().

1.4. Relation d’ordre

Soit R wune relation sur un ensemble A

1) R est dite relation d’ordre, si elle est réflexive, antisymétrique et transitive.
2) Si R est une relation d’ordre, on écrit souvent <g au lieu de R.

2.1) <g est dite relation d’ordre total, si V x,y € A: (x <gy )V (y <g )
2.2) R est une relation d’ordre partiel, si 3 z,y € A: (x €ry )N (y €r x)

Remarque: Deux éléments x et y sont dits comparables par <z, si v <g ¥y
ouy <g
Exemples:

1) La relation de divisibilité R, sur Z n’est pas une relation d’ordre, (car elle
n’est pas antisymétrique), mais elle devient une relation d’ordre partiel si on se
restrient & N et on la note dans ce cas <; .

En effet: Soit a,b € N on a:



=qa,q€eN
(aRdb)/\(dea) = et
a=qb,qd eN
b(1-q¢)=0,g€N
et
a=qb,qd eN
{b()\/qq’l

= et

a=4qb

b=0Aa=0
= | ou

a=1"
=a=1b

Donc R, est antisymetrique sur N.(Il est clair que R, est refléxive et transitive ).
R, est un ordre partiel sur N car par exemple (3 €r, 7) A (7 £r, 3).

2) La facon avec laquelle sont rangés les mots dans un dictionnaire définie une
relation d’ordre total sur I’ensemble des mots appelée ordre lexicographique et
noté <;... On a par exemple algébre <,., analyse.



