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Exercice 01 :(05pts)

Sur £ =R x R%, on définit les deux lois € et () par
VaeRet Y(z, y), (@, ¥) € E:

(z, y) D', ) = (x2', yy') et aO(z, y) = (1, y*) .

On admet que (E, €) est un groupe commutatif.
v Est ce que (E, @, () est un R-espace vectoriel ?
< Vérifier toutes les étapes >

Solution :

1 )(E, @) etant un groupe commutatif, il reste a vérifier les propriétés
liées a la deuxeme loi .
2 ) Soient a, B € Reet (z, y), (2, ¢) € E.
20) Onax,y € Ry et a € R, donc 1, y* € RY; c,a,d:
(1, y*) € RL x Ry = E. Alors la loi est une loi externe dans F a
coefficients dans R.......... Ipt
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2410, y) =1, y) =1L y) # (@, y) ..o Ipt
Par suite (E, @, ) n’est pas un R-espace vectoriel.

Exercice 02 :(09pts)

On considere I'ensemble E de R* définie par

E={(z,y,z,t) eR* it =2+ y+ 2z}

1.) Vérifier que F est un sous-espace vectoriel de R%.
2.) Donner une base et la dimension de E.
3.) On considere le sous-espace vectoriel F' de R* défini par

F:{(x,y,z,t)€R4::U—i-y—i—Z:Oetx—y—l—Qz:Oetx—y—i—z:O}

3.1) Donner une base de F.
3.2) Quelle est la dimension de F.
4.) Montrer que E et F sont supplémentaires dans R%.

Solution :

1) On aOgs =(0,0,0,0) et 0=0+0+0, alors Ogs € E.....(0.5pt)

Soit o, f€Ret (x, y, 2, t), (2, ¥, 2/, V') € E,

On a a(z, y, 2, t)+ 6, ¥, 2, t') = (ax + B2', ay+ By, az +
g7, at + pt'),

ar+ 02’ +ay+ By +az+ 62 =ale+y+2)+ 8@ +y' +2) = at+ Bt

alors a(z, y, z, t)+ B2/, ¢, 2/, t') € E.

Par suite F est un sous space vectoriel de R*................... ( Olpt)

2) Soit (z, y, z, ) EE, c—a—d:t=x+y+z

done (z, y, 2z, t) = (z, vy, z, x+y+2) = 2(1,0,0,1) + y(0,1,0,1) +
2(0,0,1,1)

Posons a = (1,0,0,1) € £, b= ((0,1,0,1) € E et ¢c= ((0,0,1,1) € E.

Alors B = {a, b, ¢} est une partie génératricede E. .................. (01pt)

Soit )\1, )\27 )\3 € R, on a .

)\1:0
A1a+/\26+/\30:OR4: )\2:0
A3:0

Alors B = {a, b, c} est une partie libre de E. ......... (0.5pt)
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Par suite B = {a,b,c} est une base de E et dimE = card(B) = 3

...... 0.5 + 0.5pt
3.1) Soit (x, y, 2z, t) € F, c—a—d:
r+y+z2=0 z=0
r—y+2z2=0 =< y=0
rT—y+2=0 z2=0

donc (z, y, z, t) = (0, 0, 0, t) =¢(0,0,0,1)
Il est clair que (0,0,0,1) € F, donc {(0,0,0, 1)} est une partie génératrice

de F. Puisque (0, 0,0, 1) # Oga alors {(0,0,0,1)} est libre.......... 01 + 0.5pt

Par suite {(0,0,0,1)} est une base de F' ......... 0.5pt
32)dim F=1......... 0.5pt
4)
x Déterminons ENF :......... 0.5+ 0.5+ 0.5pt
Soitu e ENF;c—a—d:ué€ FetueF, alors:

r+y+z=0 =0

r—y+22=0 _0

v—y+z2=0 ={ 77

z=0
et —0
r+y+z=t N

Donc u = Opa .

On en déduit que E N F = {Ogs} (et par conséquent, dim (E N F) = 0)

x Déterminons K+ F :......... 0.5+ 0.5pt

dim (ENF) =dim E+ dim F — dim (ENF) =143 -0 =4 = dimR*
et £+ F C R* comme sous-espaces vectoriels de R*. Donc £ + F = R*.

Par suite E et F sont supplémentaires dans R*.

Exercice 03 :(06pts)
On considere Iapplication f : R? — R? telle que :

flzy,2) =(—20+2y — 2,20 + 22,2y + 2) .
1) Montrer que f est linéaire.
2) Déterminer dim(kerf) et dim(Imf).
3) Est ce que f est un isomorphisme ?<Justifier>-

Solution :

1) Soit o, BeRet (x, y, 2),(2, 3y, ) €R*On a:
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fla(z, y, 2)+B(', ¥, 2') = flax+ B2, ay+ By, az+B2') = (—2(ax+
Bx')+2(ay + By') — (az + B2'), 2(ax + Ba’) + 2(az + B2'), 2(ay + By') + (a2 +
B2) = a(—2x+2y—2z,20+22,2y+z)+ B(—22"+ 2y — 2/, 22" + 22/, 2y + =)

=af(z, y, 2)+Bf(, ¢, 2/) oo Ipt
Alors f est linéaire.
2 kerf ={(z, y, 2) eR?: f(x, y, z) =0}
—2x4+2y—2=0 -
Ona f(z, y, 2z, t) =0 20 +22=0 @{x:_i
2u+2=0 o2
kerf ={(z, y, 2) € r=—z ety= -3} 0.5+ 0.5pt
Ona (z, y, 2) = (-2 ”:<1_11)

Il est clair que (— 1,—1 1) € ke rf donc {(—1,—1,1)} est une partie
génératrice de kerf. Puisque (—1,—1,1) # Ogs alors {(—1,—3,1)} est libre.
Par suite {(—1, —3, 1)} est une base de ker f et dim ker f =1...01 + 0.5pt

v OnadimIm f =dimR3— dimker f=3—-1=2.------ 0.5+ 0.5pt

4 ) f n’est pas un isomorphisme puisque f n’est pas bijective parceque :
...... 0.5pt

e f n’est pas injective (car : kerf # {Ogs}).------ 0.25 + 0.25pt

Et

e [ n’est pas surjective (car : dim Im f # dimR3). ---- - 0.25 4 0.25pt



