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Exercice 01:(06pts)

1) 11 suffit de prendre (a,b) = (1,2)
1 divise (—1) et 2 < 2, c.a.d: (1,2)

mais (—1,2) # (1,2).
Alors § n’est pas antisymétrique.

2) Montons que S est une relation d’odre sur N2.
2.1) Soient (a,b) € N?
On a a divisea et b < b, c.a.d: (a,b)S (a,b).
Alors S est reflexive.
2.2) Soient (a,b), (c,d) € N?

adivise cet b <d
Ona (a,b)S(c,d) A(c,d)S (a,b) { ¢ divise @ et d < b
=a=cetb=dcara,b,c,d € N
= (a,b) = (¢, d)
Alors S est antisymetrique.
1.3) Soient (a,b), (c,d), (r,s) € N?

a divise cet b < d
Ona [(a,b)S(c,d) A (c,d)S(r,s)] = { ¢ divise ot d < s

= adiviseret b <s
= (a,0) S (r, s)

Alors S est transitive.
Par suite R est une relation d’ordre.
3) Il suffit de prendre (a,b) = (3,2) et (¢,d) = (2,1); on a:
3 ne divise pas 2 et 2 £ 1, c.a.d: (3,2) (2,
et 2 ne divise pas 3 et 1 <2, c.a.d: (2,1)%(3,2).
Alors S n’est pas un ordre total.
4) L’assertion est vraie, car il suffit de prendre (a,b) = (1,0) € N2,
Soit (x,y) € N?, on a:
1 divise x et 0 < .

Exercice 02:(06pts)



1) Supposons g o f surjective et g injective et montrons que f est surjective.

Soit y € F, cherchons = € E tel que y = f (x).

Onag(y) € G et comme gof est surjective, alors Jz € E: g(y) =go f(x) =g (f(x)).
Mais g est injective, donc Jz € E : y = f ().

Alors f est surjective.

2)g: R, - R, avec g(x) = ;c;ﬁ

21)Onag(z)=0« I%H = 0 (Equation qui n’a pas de solution).
etg(w)zl(:)m%ﬂzl(:)m:().

d’ou g1 ({0,1}) = {0} .

2.2) D’aprés 2.1), y = 0 € R, n’a pas d’antécédent = € R,.

Alors g n’est pas surjective.

2) Etudions l'injectivité de g.

2.1) Soit z, 2’ € R;.
On a: g(x) = g(2') =
Alors g est injective.

1
S =g o= = =21 carz,2’ € R,.

2.3) D’apres 1) on a par contraposée:

Si f n’est pas surjective alors go f n’est pas surjective ou g n’est pas injective.

Puisque g n’est pas surjective, donc gog ne peut pas étre surjective car g n’est pas injective.

Exercice 03:(08pts)

1) Montrons que (Q — {1}, A) est un groupe commutatif.
1.1) Soit z,y € Q — {1}, on a:
tAy=1 =(x-1)(y—1)+
= (@-1)y-1)=
= (r=1)V(y=1)
Alors par contraposée on obtient:
DAy #)=>zlhy#1
d’ott A est interne dans Q — {1}.
1.2) Soit z,y € Q — {1}, on a:
Ay =@—-1)(y—1)+1
— - -1 +1
=yAzx
Alors la loi A est commutative.
1.3) Soit z,y,z2 € Q — {1}, on a:
(xhy)Lhz =((z—=1)(y—-1)+1) Az
=((z-1)y-1)+1-1)(—1)+1
=@-DH-DE-1)+1

1=1
0

2



rANylDz) =zA((y—1)(z—1)+1)
=x-1)(y—D(z-1)+1-1)+1
— @) (y-1)(z—1)+1
=(xlhy) Az
Alors la loi A est associative.
1.4) Cherchons e € Q — {1} telqueVz € Q — {1} :z Ae=az=c A .
On a
rAe=z < ((x—-1)(e—1)+1==x
Sx-1)(e—=2)=0
Se=2.
11 suffit de prendre e =2 € Q — {1}, soit v € Q — {1}, on a:
A2 =@x-1)2-1)+1=x
et comme A est commutative, alors la loi A admet e = 2 comme éléménet neutre.
1.4) Soit © € Q — {1}, cherchons 2’ € Q — {1} tel que s A2’ =2 =2' A x.
On a
rAr'=2 S @@-1)E-1)+1=2
sr=-L+1,z2#1
Onaﬁ—}-l;&l,carx—il#o,d’oﬁﬁ—i—le@—{l}.
1l suffit de prendre 2/ = -1 +1 € Q — {1}, on a:
A +1) =@-1)(GH+1-1)+1=2
et comme A est commutative, alors tout élément de x € Q — {1} est inversible
par rapport a la loi A ('inverse de x est ﬁ +1).

Par suite (Q — {1}, A) est un groupe commutatif.
2) Soit z,y € Q — {1}, on a:

flaby)=f(e-Dy-1D)+)=@-E-1)=f(x).f(y).
Alors f est un homomorphisme du groupe (Q — {1}, A) dans le groupe (Q*,.).

3) Soit z € Q — {1} et n € N* on a: x(”):iL‘AxA...AxJ,

n fois

alors f (z) = f gAx%...Ax =f(x).f(x)...f(zx)=(f(x)",

dotu 2™ —1=(z—1)", cad: 2 = (x —1)" + 1.
L’exemple: 311 —30) =211 11 25 1 =25(26 — 1) = 2016.




