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Examen D’ANALYSE 3
Durée : 1h 30 min.

Exercice 1.
I— Soit la suite numérique suivante

3 2

Up=c+—"—.
" 2”+n(n+1)

1. Etudier la nature de Y U,.
n>1

2. Calculer la somme
$(2st)
—\2"  n(n+1)

II— Etablir une comparaison avec une intégrale

ZM (Inn)?
<k 2

n
k=

Exercice 2. On considére les fonctions f,, définies de R & valeurs dans R par :

fo(z) =",

1. Déterminer D I’ensemble de convergente de la suite de fonctions (fy),,cn-
2. Préciser la limite simple f de la suite (f,), oy sur D.

3. La suite (fy),cy converge-t-elle uniformément vers f sur D.

Exercice 3. Soit o un nombre réel. Considérons la suite de fonctions

£ [0,1] — R
"l oz n%xe*

a. Trouver la limite simple de (f,)nen-
b. Pour quelles valeurs de « a-t-on convergence uniforme ?
c. Pour quelles valeurs de a a-t-on

1 1
nll)rj{loo/o fn(z)dx :/0 ngr_‘r_loofn(x) dz.

Y a-t-il contradiction avec le resultat vu en cours.
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Exercice 1. (I :2pts+2pts, II :3pts)
I— 1. Lanature de ) U,.
n>1
3

oo+ 2 t t t de d éri
—_— ———— €St convergente car est une somine de deux series
Z20 T n(nt 1) &

3 . . . 1
convergentes. Y on une série géométrique de raison o
n>1

2 2
Et Y. —— est de méme nature que >, — qui est une série de
nZln(n + 1) n21n2
Riemann.

2. Calculons la somme

—\2" n(n+1)
On a
-‘:—ooi_3+oci_31 L .
n=1 2" n=1 2n 2 1-— 1
2
et
X2 . 2
Z = lim (2-— =2
—n(n+1) notoo n+1
Donc N
/3 2
—+ =5
% (5 5rm)
IT— Soit la fonction f(z) =22 €]0,+oo|.

f est croissante sur |0, e[ et decromsante sur ]e, +oo[. Alors pour n < z <
n+lona f(n+1) < f(z) < f(n) pour n > 3, on intégrant de n a n + 1
on obtient que
n+1
In(n+1) </ lnxd hll
n+1 — J,

x n
par récurrence on trouve

- "lnx s
flk) < [ —doe <) f(k)

alors
n

S -6 < [ Elar< Y -
k=3

k=3 3



on déduit

d’oll

Exercice 2. (2pts+1pt+2pts)
1. D = [0,400], en effet

1, six=0,
lim fp(z)= lim e ™ = 0, sixz>0,
e e +o0, st ax <O0.

2. La limite simple de (f,),, sur D est la fonction f définie par

fz) = { 1, siz=0,

0, stz >0.

3. Puisque f n’est pas conrinue sur D, alors la convergence n’est pas uni-
forme.

Exercice 3.(2pts+2pts+2pts+2pts)

a. Siz =0, o0n a f,(x) =0 pour tout n donc convergence vers 0. Si z €
]0,1], on a le produit d’une suite “puissance”, u, = n®, par une suite

“exponentielle”, v, = e”™*. On sait que l’exponentielle impose sa limite,
donc :

lim f,(z) =0.

n—+00

La suite de fonctions (f,), oy converge simplement sur [0, 1] vers la fonc-
tion nulle.

b. On a donc sur [0,1] :

dn(2) = |fu(z) = f(2)| = |fn(2)| = 2"



La fonction d,, est dérivable, avec :

d, () =n% " (1 — nx).

1 1
On en déduit que d,, est croissante sur [0, —|, décroissante sur [—, 1]. Son
n n
maximum est donc :

1
M, =d,(=) =n*"te .
n
11 est clair que (M,,) tend vers zéro si et seulement si o < 1. Ainsi il y a
convergence uniforme de (f,,) vers f si et seulement si a < 1.

. Par la question précédente, on est assuré que pour a < 1, on aura bien :

1 1 1
li dr = li dr = dr = 0.
nﬁl&ﬂ@/{) fn(z)dx /0 niglwfn(x) x /0 0dx =0
Mais la condition de convergence uniforme pour pouvoir passer la limite
sous le signe somme est une condition suffisante. On n’a jamais dit qu’elle
était nécessaire. C’est ce qui va apparaitre ici. Dans cet exemple, on peut
calculer sans probléme les intégrales :

1 1
lim / fn(z)dx =n® / xe " dx,
0 0

n—-+oo
11 suffit en effet de poser u(z) = z, v'(x) = e ™, donc v/'(z) = 1 et
e*’nz
v(z) = ———, et d’appliquer la formule d’intégration par parties :
n

on en déduit :

1 —nzl 1 —nx
_ ze e
/ ze "dxr = {— —|—/ dz,
0 n 0 o N

ce qui donne :

1 —n —nx 7 —-n —n
_ e e 1 e e
ze dr = |——— — 5 == —-—-—.
0 n n 0o T n n

Finalement :
1
/ fo(z)de =n®"2 —n>le™™ —no 2,
0

Pour le passage a la limite en n, les deux derniers termes ne posent pas
probléme puisque 'exponentielle impose la convergence vers 0. Ainsi :

n——+oo n—-+oo

1
lim / fo(z)dz = lim n®2
0



c’est-a-dire que :
n—-+oo

1
lim / fa(@)de=0&a<2.
0

Ainsi on peut permuter limite et intégrale pour tout o < 2 alors qu’on a
convergence uniforme seulement pour o < 1.



