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RAPPELS D’ ALGEBRE MATRICIELLE:

Cette section contient des rappels sommaires des propriétés classiques nécessaires
a la compréhension des méthodes numériques exposées dans les sections suiv-
antes.

Nous nous intéressons uniquement aux opérateurs linéaires de C" dans C".
C" est naturellement un espace vectoriel sur C.

Une application linéaire f deC" dansC" vérifie

Vo,y €C, flz+y) = fla) + f(y),
VA el et Yz eC”, f(Ax)= A\f(x).

Nous noterons L(C",C") I'ensemble des applications linéaires de C" dans C".
Si on choisit des bases {e;}i1<i<n €t {fiti<i<n de €, alors I'application
f e LE",C") est caractérisée par la matrice A des a;.

f(ei) :Zajifj pour:i=1,...,n,
=1

fler) ... flen)

J1 ai . Q1n
.fg 921 e Qon _ A
fn an1 cee Apn

A est dite matrice de I'application linéaire f de L(C",C") rapportée aux bases

{eit1<icn et {fihi<icn-

Soit z € C". Les composantes y; de y € C" tel que y = f(z) sont les com-
posantes de y exprimé dans la base des { f;}1<i<n. Les x; sont les composantes
de x exprimé dans la base des {e; }1<i<n.

n

T o= ) e,
=1

n

Yy = Z%(Z aji fy) = Zyjfj-
i=1 j=1 j=1
D’ou .
Yj = Z Ajidy,
=1

et par conséquent y = Ax.
Les éléments de la matrice A seront toujours notés a;; pour ¢ et j =
1,...,n, avec ¢ indice de ligne et 7 indice de colonne.



Notation
Nous noterons @ le complexe conjugué de a. Si a = x + iy, alors @ = = — 1y.

Nous donnons maintenant un ensemble de définitions de différents types de
matrices.

Matrice inversible
Une matrice A est dite inversible s’il existe une matrice A™! telle que

AATL = ATA =T,

ou I est la matrice unité ou identité.
Naturellement on a

Matrice conjuguée
B est la matrice conjuguée de A si

bij :aij Vi etjzl,...,n.

On a -
(@) = (A,

Matrice transposée
B est la matrice transposée de A si

bij:aji Vi etjzl,...,n.

On utilisera la notation classique B = AT
Nous avons

)T = A?
(AB)' = BTAT,
(AT)—l — (A_l)T.

Matrice symétrique
Une matrice A est dite symétrique si A = AT, c’est-a-dire si

aij:a’ji >v7J ethL...,n.

Matrice adjointe
B est I'adjointe de A si

bij :aji Vi et ]:1,,7’L
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On notera A* 'adjointe de A.
Nous avons

A = (@) = (A7),

(AB)* = B*A*.

Matrice hermitienne
Une matrice A est dite hermitienne ou auto-adjointe si

A= A"

Par conséquent a;; = @;;. On remarquera que la diagonale principale de A est
réelle.

Matrice unitaire
Une matrice carrée A est dite unitaire si

AT = A

Matrice normale
Une matrice A est dite normale si

A"A=AA"

Matrice orthogonale
Une matrice unitaire a éléments réels est appelée matrice orthogonale.

Définissons le produit hermitien de deux vecteurs deC". Soient x et y deux
vecteurs deC" de composantes x; et y; pour ¢ = 1,...,n. Le produit hermitien,
noté (z,y), est une application de C" x C" dans C, définie par

(.I‘,y) - ijyj'
j=1

Les propriétés du produit hermitien sont les suivantes :

Mz,y) VA eC et Vo et y €eC”,

)
)
(x, Ay) = Max,y) VA e€C et Vo et y eC”,
)
)

—~

y,x) Vo ety eC",

n
= > |z;|* pourz #0.
=1
Cette derniere relation définit la norme euclidienne || z ||3.
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Matrice hermitienne définie positive
Une matrice hermitienne A est définie positive si

Ve e C" — {0}, ona (Az,z)> 0.
Une matrice hermitienne A est semi-définie positive si

Ve e C" — {0}, ona (Az,z) > 0.

Définition 0.0.1 On appelle sous-matrice principale d’ordre k d’une matrice
A la matrice constituée des k premiéres lignes et des k premieres colonnes de
A. On la notera Ay,.

Propriété 0.0.2 Les sous-matrices principales d’ordre k d’une matrice A her-
mitienne définie positive sont hermitiennes définies positives.
Les éléments diagonaux de A sont strictement positifs.

Démonstration.
Si x est le vecteur (z1,...,2k,0,...,0), le vecteur y = (z1,...,2;) € C* est tel
que

(Ary,y) = (Az,x) > 0.

Donc Ay, est définie positive. D’autre part, si e; est le i vecteur de la base
canonique (il n’a qu'une seule composante non nulle, la i*™°, qui vaut 1), nous
avons
(AGZ', 61‘) =a; > 0.
O

Matrice triangulaire supérieure (resp. inférieure)
Une matrice A est triangulaire supérieure (resp. inférieure) si

aij =0 sii>j(resp.a; =0 sii<j).

Propriété 0.0.3 L’ensemble des matrices triangulaires supérieures (resp. in-
férieures) inversibles forme un sous-groupe multiplicatif du groupe des matrices
carrées n X n inversibles.

Rappelons qu'un ensemble vy, ..., v, de vecteurs de C" (avec p < n) sont
linéairement indépendants si la relation
p
> a;v;=0
j=1
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implique nécessairement que o est nul, Vj =1,... p.

On sait qu’on peut déduire d’un ensemble de vecteurs linéairement indépen-
dants un autre ensemble de vecteurs linéairement indépendants en réalisant de
simples combinaisons linéaires. On peut en plus lui imposer des propriétés
d’orthogonalité. La propriété suivante donne une méthode permettant de
transformer une suite de vecteurs linéairement indépendants en une autre suite
orthogonale qui engendre le méme espace vectoriel. C’est le procédé d’ortho-
gonalisation de Gram-Schmidt.

Propriété 0.0.4 A partir d’une suite de vecteurs deC" linéairement indépen-
dants (q1, - .., qx) on peut construire une suite de vecteurs non nuls (p1, ..., px)
deux a deux orthogonauz telle que

Vg, -q) =V(p1,...,pi) Vi tel que 1 <i<k.
V' est ’espace vectoriel engendré par les vecteurs arguments.

Démonstration.
On effectuera une démonstration algorithmique.

P1=q1
et par conséquent p; # 0. Bien évidemment V' (p;) = V(q1).

P2 =42 — (2, p)
| p1 113
Pour i < k,
Z (QHPJ)
A
On voit immédiatement que (pg,pl) = (g2,p1) — (q2,p1) = 0 et que

V(p1,p2) = V(p1,qe) d’apres la définition de p,. Donc ps # 0.
On démontrera la propriété par récurrence en supposant que (p;, p;) = 0 si
i#jetsii,j<m,etqueVig,...,q)=V(p1,..,pi) pour i < m. Alors

Pe2) = (@m0 = 3 I (0 1) = () = (D) = O

pour s < m, en utilisant I’hypothese de récurrence.
Enfin

V(p1,- - s Pm-1,Pm) =V (D1, Pm-1,qm) d’apres la définition de p,,

=V(q1,---,qm-1,qm) en utilisant 'hypothese de récurrence.

Donc p,, #0. 0O



Remarque 0.0.5 Si on pose r; = alors || rj |lo=1 et la suite {r;}

| pjl2°
est orthonormée.

Définissons a présent 'image et le noyau d’une application linéaire.

Définition 0.0.6 L’image de A, notée ImA, est définie comme [’ensemble
des vecteurs y € C" tels qu’il existe pour chaque y un vecteur x € C" tel que
Axr =y.

Le noyau de A, noté KerA, est ’ensemble des vecteurs x € C" tels que Ax = 0.

Définition 0.0.7 On appelle dimension d’un sous-espace vectoriel le nombre
de vecteurs de sa base.

Le rang d’une matrice A, noté rg(A), est encore égal a la dimension de
I'image de A.

Propriété 0.0.8 Propriété fondamentale.

rg(A) + dim(Ker A) =n




0.1 NORME D’UN OPERATEUR LINEAIRE

On ne s’intéressera ici encore qu’aux opérateurs linéaires de € dans C".
On appelle norme sur €C" une application ¢ de C" dans rrm™ qui vérifie les
axiomes suivants :

i) {(x) >0 Vo el".
it) {(z) =0<= 2z =0.
i) l(x+y) <Ll(x)+Lly) VYretyeC
i) L(Az) =| A | L(z) VYo el et VA (.

Définition 0.1.1 On appelle norme de Holder toute application ¢, deC" dans
rrm™ définie par

zn:|x |p1/p

On peut démontrer que ¢, satisfait tous les axiomes d'une norme. Les
axiomes i), ii) et iv) d’une norme se vérifient trivialement. L’axiome iii), dit
inégalité triangulaire, se démontre en utilisant l'inégalité de Holder.

Les trois normes de Holder les plus utilisées sont :

loo(x) =|| 7 ||oo= max; | z; |. C’est la norme de la convergence absolue.
lo(x) =|| = ||2= (x,2)"/2. C’est la norme euclidienne.
b(z) =| @ [[1= Xj=;, | 7 [;. C'est la norme de la convergence en moyenne.

Propriété 0.1.2 Inégalité de Holder.

n 1 1
Y xjy; |< () ly(y) avecp > 1 et . + rie 1.

On définit une norme d’un opérateur linéaire de L({C",C"), dont la matrice
est A lorsque 'espace C" est rapporté a deux bases par

l,(Ax
Se,e,(A) = sup Z< >-
L0y Lal®)

On dit encore que Sy, ¢, (A) est la norme matricielle induite (par les deux normes
vectorielles £, et (,).

On peut montrer que ce nombre est toujours défini, que la borne supérieure
est atteinte et qu’elle est indépendante du choix des bases. On a donc un nom-
bre qui caractérise I'opérateur linéaire. Sy, ,, est une norme pour I'opérateur
linéaire.

En fait on utilise plus fréquemment les normes Sy, ,, dont les plus courantes
correspondent a p = 1,2 ou oo.

On a la propriété suivante :



Propriété 0.1.3 Inégalité de Minkowski.
bz +y) < () + 6(y)-

Propriété 0.1.4

St (A) = 11’2]?13312 | ai; |-
SIEn

Se0(A) = 1@%%2 | aij | -
<ign
Styo(A) = /p(A*A)

ot p(A*A) est le rayon spectral de A*A, c’est-a-dire si Ai,..., A\, sont les
valeurs propres de A*A, p(A*A) = max; | A; |

Remarque 0.1.5 Si A est hermitienne, alors Sy, ,(A) = p(A).

Lorsqu’il n’y aura pas d’ambiguité, on utilisera la notation || A ||; avec ¢ =
1,2,00 ou p a la place deS, ¢, (A).

Nous pouvons maintenant aborder le probleme du conditionnement d’une
matrice.
Si on pose r(x) = %éa;), alors Sy, ¢,(A) est le max, [ r(z). Cherchons

le minxe@n_{o} r(z). En posant y = Az, on obtient :

GAD) L)
r(z) = = = ——.
D= w) Ty wa

Si on introduit S, ¢, (A7) = max, g, Z:lfy))’ on voit que 'on a :

i r(x) !
min "r) = ———-c.
zeC™—{0} Sg ¢ Ail)

p*p

Définition 0.1.6 On appelle conditionnement d’un opérateur linéaire de C"
dansC" le rapport, noté cond,(A),

max 7 ()

condy(4) = ) = Styt,(4) Sty (A7),

min r(x)
Définition 0.1.7 Une norme est dite multiplicative st

((AB) < ((A)((B).



Les normes Sp,¢,(A) sont des normes multiplicatives.

Propriété 0.1.8 i) (,(Au) < Sy, (A) lp(u) Yu €C".
)p(A) < Sy, (A) ¥p > 1.

Démonstration.

i) La relation est vraie pour u = 0. Pour u # 0 on considere le vecteur %

£p(u)

qui est de norme unité.

< =
) < 5 ) = S (4

et par conséquent en multipliant les deux membres par ¢,(u) on obtient le
résultat.

ii) Quelle que soit la valeur propre A de A, on a, si u est son vecteur propre
associé

| A lp(u) = €y(Au) = £p(Au) < Sp e, (A)0(u).
Donc | A [< Sy, (A) VA. O

Abordons, pour finir cette section, la convergence d’une suite de matrices.

Définition 0.1.9 Soit {A®} une suite de matrices. On dira que A% converge
vers A silim, o || A®) — A ||= 0 ou la norme choisie || || est une norme Sy, .

Dans certains cas nous générons des suites de matrices telles que
AW = AF Vi € IN — {0}.
Il est intéressant de connaitre la condition nécessaire et suffisante de conver-

gence de cette suite vers 0 (matrice nulle).

Théoreme 0.1.10 Une condition nécessaire et suffisante pour que la suite
{A™} converge vers la matrice nulle lorsque m tend vers 'infini, est que p(A) <
1.

Démonstration.

Pour toute matrice A il existe une décomposition de Jordan, c’est-a-dire qu'il
existe une matrice S inversible telle que SAS™! = A, olt A est la forme de
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Jordan :

Ji
Jo
B 0
A — t]7, 9
0
JIN-1
JIn
ou J; est une matrice n; X n; telle que :
Ao 1
Ao 1 0
0 1
Ai

Les \; ne sont pas forcément toutes distinctes. Pour démontrer la convergence
on exprime (A)™.

(A =8A" S = A" = S (A" S.

On voit donc que montrer que A™ tend vers 0 équivaut a montrer que (A)m
tend vers 0. Or (A)™ est une matrice bloc diagonale. Les blocs de la diagonale
sont tout simplement les J". Par conséquent (A)m ne tendra vers 0 que si et
seulement si tous les J™ tendent vers 0.

On peut calculer tous les J™par récurrence. Si les éléments de J™ sont
notés jgg’i) pour pet g =1,...,n;, on voit qu’on obtient :

0siq<p,
= CO NP 6 p < g < max(ng, m + p),
Osim+p<gqg<n,.

;(m,i)
]p,q

D’ou J" tend vers 0 si | A\; [< 1 Vi. O

On peut remarquer que || J™ ||~ Ci (p(Jm_(m_l))) quand m — 0.

1
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METHODES ITERATIVES:
Nous cherchons a résoudre le systeme Ax = b. On commence par décom-
poser la matrice A en
A=M— N,

de telle facon que M soit inversible. Nous écrirons le systeme Az = b sous la
forme
Mx=Nxz+b

ou encore
r=M"1Nz+ M1,
qui définit une équation de point fixe. Pour la résoudre nous calculerons par

, . i s . 0 o o
récurrence la suite de vecteurs {z} a partir d'un vecteur x choisi arbitrairement
a l'aide de la relation suivante :

P MTYN B M

Cette relation est une relation de récurrence du premier ordre. Nous pouvons
Ly . . kook o _ k=1 k=1
en déduire une relation reliant e=x —7a e = = —7.

M(E —7) = N(z' —7),

puisque M Z = NT + b et donc E—M1N " pour k=1,2,...
Posons B = M~'N. Nous avons alors

K 0
e=Bre.

Le processus sera convergent si B¥ —s 0 quand k& — oo. Le théoréme 0.1.10
a montré qu'une condition nécessaire et suffisante pour que B* tende vers 0
est que p(B) < 1.

Nous allons maintenant donner deux propriétés qui vont nous guider dans

le choix de la décomposition de la matrice A.

Théoréme 0.1.11 Si A est inversible, une condition nécessaire et suffisante

Lk .,k k
pour que la suite {T} tende vers T est que la suite T=b — A x tende vers le
vecteur nul de IR"™.

Démonstration.

SERES
I
|
b
o
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En utilisant une norme ¢ nous avons

0F) < Sw(A) @),

k

0y < Su(A™) ().

Si x — T, alors N 0, ce qui entraine que E(é) — 0 et donc E(?li) — 0

- N ., ., N -y <z
en utilisant la premiere inégalité, d’ot r— 0. La seconde inégalité permet de
démontrer la réciproque. O

La derniere relation ﬁ(g) < Sp(A7h) E(?’E) donne une majoration absolue de

k
la norme de l'erreur. Il est préférable de considérer 'erreur relative @.
((x)
Théoreme 0.1.12 Le rapport maximum de 'erreur relative au minimum de
k
14
l’erreur relative, pour un affaiblissement relatif <—:) donné, est égal au condi-
()
tionnement de A.
Démonstration. i . L
(r) ((Ae) ((Ae) L)
() oF) ue) A
et donc i . i
fe)  L(r) (E(A e))—1
by oE) e
D’autre part
1 (A
< ( T < Sg@(A)

Se(A™1) = l(x

L’erreur relative minimum est donc

) 1
g(%) Su(A)
L’erreur relative maximum est
k
(r
Lk)Sgg(A_l).
()

D’olt le rapport est égal & Sy (A1) Sp(A) = cond(A4). O

Les deux résultats suivants sont tres intéressants, car ils décrivent I'influen-
ce des perturbations des termes du second membre ou de la matrice sur la
solution du systeme linéaire.
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Théoreme 0.1.13 Six et x+Ax sont respectivement les solutions des systéemes
linéaires suivants :

Arx=b et A(x+ Ax) =b+ Ab,

alors Ab
< cond(A)”HbHH.

Démonstration.
Les deux systémes donnent par différence A Az = Ab ou Az = A=t Ab. Nous
obtenons donc

| Az ||<[| A7 [ Ab]|.
Or || b=l Az ||<|| A || = ||, et par conséquent

| Az | | A
Iz] o]

<[ A A
|

Théoréme 0.1.14 Six et x+Ax sont respectivement les solutions des systemes
linéaires suivants :

Ax=0b et (A+AA)(x+ Azx) =b,

alors

| Az | | AA |
< cond(A) :
| =+ Az || | Al
Démonstration.
Az =b=(A+ AA)(z + Ax)
et donc

0 = AAz+ AA(z + Ax),
Ar = —A'AA(x+ Ax),
IAz ] = AT AA ]|z +Az) |l

En multipliant les deux membres par || A || on obtient le résultat. O

Le choix de la décomposition de la matrice A devra respecter les directives
suivantes :

1. p(M~! N) doit étre strictement inférieur & 1.

. k k—1 N ) Lo .
2. La résolution de M x= N "z +b doit étre simple et nécessiter le moins
possible d’opérations.
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3. Pour obtenir la meilleure convergence, p(M~! N) doit étre le plus petit
possible.

Les décompositions utilisées de A font intervenir :

e la matrice diagonale D obtenue a partir des éléments diagonaux de A.

a1 0

D —

0
921 0 0
—F = ,
Qp1  *++ Qpp—1 0

e la matrice triangulaire supérieure —F" :

0 ap --- Q1n

0 Ap—1n

Nous avons donc A = D — E — F. Nous obtiendrons la décomposition A =
M — N a partir de différents types de regroupement de ces matrices D, —F et
—F.

0.1.1 La méthode de Jacobi

Onprend M =Det N=FE+F.
Le calcul de B est simple, puisque B = M~'N = D' (E + F). Nous

aurons donc . i

Y =D Y E+F) &+D"b
Si on exprime cette relation en fonction des éléments de la matrice A, nous
avons . ;

kfilz—z% :écj +L pourz=1,...,n.
j=1 Qi Q4
i
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Cette expression peut étre transformée en utilisant celle du vecteur résidu.

n n
k k k
= —Z aij .’L’j +bz = — Zai]’ .Tj +bl — Qi Ty,
j=1 j=1
J#i
d’ou
&
k+1 i k
X = —+ z,
Qi
n
k+1 az]
#o- -y
j=1 a]]
JFi
Pour obtenir cette derniere relation on écrit
k1 i k1
T = bz - Z Q35 Ty
k n
k Qi5  k
= b= Sy =Yy ko3
Qj; =1 %jj

0.1.2 La méthode de Gauss-Seidel

Philip Ludwig von Seidel : mathématicien allemand : Zweibricken : 1821 -
Munich : 1896.

Cette méthode utilise M = D—E et N = F. Dou B = M™'N =
(D—-E)'F.
Alors
—(D-E)'F%+(D-E)"b.

Le calcul de 'inverse de D — E peut étre évité. Si on écrit (D — E) =

F % +b on obtient

Zam k+1: Z Q5 95] +b;.

Jj=i+1
D’ou
i—1
k+1 1 k11 ko b
Z:—G—Zal] Tj —— > ay z+ (1)
i j=1 i j=i41 0

. +1 .

On calcule donc itérativement a:l- pourz=1,...,n.

Nous allons introduire des vecteurs intermédiaires x tels que

k+1 .. .
k.i Tj Sl <t,
XTj=

Tj slj) >1i.
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. ]€7Z ’ \ k7i oD
Le vecteur residu 7 reste égal a b — A . La ¢“™ composante de ce vecteur

résidu vaut

ki = ki
ri = bi— Z aij - Z az] — Q4 371
=

Jj=i+1

k+1 k
= Z% Z aij 5’?] — Qi T
Jj=t+1

k+1 k .
= ay; r; —a; x; dapres (1).

k z+1
On remarquera que 7; = 0. Donc la modification de la
ki N ,
2 revient & annuler la méme composante du vecteur résidu. En effet

jeme composante de

ki1 k +1 kyi+1
7141' = Zam 5 Z Qi '%]'
Jj=t+1
k+1
= Zaw Z a;j a:] = 0 d’apres (1).
Jj=i+1
Enfin
k1 " k41
T; = bz — Z aij J}j
i—1 ki n ol
= b= ay T —) ay
j=1 j=i
=t ki & k+1 ki
= bi_zaij Zaw j_ZaU<IJ — ;)
j=1 Jj=i
ki k+1 ki
= 7 _Z aij (75 — ;)
ki — k+1 k
= 7"; —Z Clij(flfj — .Tj).
=i
D’ou
k41 ki o~ Qij kg
r; = T —Z e 7’]’
j=i i
= - > f rj - (2)
j=itr1 @jj

Pour résumer ce que fait la méthode de Gauss-Seidel, on peut dire qu’on
k,i k+1,i
passe d'un vecteur Z a un vecteur 2z en ne changeant qu’une composante,
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N . , . kitl
la "¢, de telle sorte que la i composante du vecteur résidu 7 soit nulle.

) k+1n k41 k1 ko kit+l ) .
Lorsquei=n+1,alors =z = 2. 0Ona x=2x. =z estcalculé par la relation
(1.6).

On remarquera qu’il est nécessaire que D soit inversible (a; # 0 Vi =
L,...,n).

Une variante de la méthode de Gauss-Seidel, due a Southwell, consiste a

modifier la composante ¢ du vecteur ¥ qui est telle que |7]"€z|: max; |71€]| On
obtient donc un nouveau vecteur dont le vecteur résidu a une composante %
nulle. On recommence en cherchant la composante de module maximum du
résidu et ainsi de suite.

Remarque 0.1.15 Le test d’arrét utilisé dans les méthodes itératives est

k
Il
16l

<e.

Ce test est lié a erreur relative de la fagon suivante :

k k _ k
Irfl _ A ell _ AT A el
foll Az AV Az |
Comme || T |=|| A7 AT ||| A7 ||| AT || et || A €)<|| Al |[€]l. alors
k k k
[0l [ |z |l

0.1.3 Convergence des méthodes itératives

Nous commencons par donner des proprietés sur certaines matrices et sur la
localisation des valeurs propres.

Théoreme 0.1.16 Premier théoreme de Gerschgorin-Hadamard. Les valeurs
propres de A appartiennent a l'union des n disques Dy pour k = 1,...,n du
plan compleze (A € Uy_,Dy) ot Dy, appelé disque de Gerschgorin, est défini
par

n
|z — e [S A=) |aw; |-
=1
Gk
Démonstration.

A X valeur propre on fait correspondre le vecteur propre u. On peut ramener
la plus grande de ses composantes a la valeur 1.
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Supposons que ce soit la k™ composante.
Donc 1 = max; | u; |=| uy |
Alors la k™ composante de Au = \u s’écrit

n
()\ - akk) U = Z Q5 Uj.
i—1
ok
Donc | A — ag, |=]| Z’;:l agju; |< Zgzl | ak; || uj |< 23:1 | ar; |, ce qui

R J#k J#k J#k
entraine A € Dy.

En fait k£ n’est pas connu et par conséquent

O

Définition 0.1.17 Une matrice est dite a diagonale dominante si

n
Vz,lgzgn,|am|22|aw|
1
7

Une matrice est dite a diagonale strictement dominante si

n
Vi, 1§z§n, |6Lu|>z |Clij|.
Jj=1
J#i
Une matrice est dite a diagonale fortement dominante si cette matrice est a
diagonale dominante et sil existe au moins un indice © pour lequel

n

lai |> Y ay |-

=1
i

Propriété 0.1.18 (Théoréme d’Hadamard)
Si une matrice A est a diagonale strictement dominante, alors A est in-
versible.

Démonstration.
On montre que 0 n’est pas valeur propre. Or 0 ¢ U}_, Dy, puisque

n
‘ 0 — ay |:| A |> Z | Qij |: A;.
—
7
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Théoreme 0.1.19 Si A est une matrice a diagonale strictement dominante,
alors la méthode de Jacobi est convergente quel que soit le vecteur initial 2.

Démonstration.
A est inversible. De plus | a;; |[> Y% | ai; |= ai; # 0.
J#i
Pour démontrer la convergence on doit prouver que
p(B) < lavec B= D '(E+F).
Bii = 07

10

Par conséquent, puisque A est a diagonale dominante,

e ‘ Qij |
Vi, Z | B ij |= Z
j=1
Hﬁz

| @i |

D’autre part d’apres la propriété 0.1.8 ii,

p(B) <[ B llo= maXZ | Bij [< 1.
7j=1
O
De la propriété 0.1.18 on peut déduire trivialement le corollaire suivant :

Corollaire 0.1.20 Si une matrice () est singuliére, alors il existe au moins
un indice j tel que

a5 1< D agn |-
h=1
I
Théoréme 0.1.21 Théoréme de Geiringer. Si la matrice est a diagonale
strictement dominante, alors la méthode de Gauss-Seidel est convergente quel

. . .0
que soit le choix du vecteur initial x.

Démonstration.
On doit montrer que p(B) < 1 avec B = (D — E)~'F. Or pour toute valeur
propre Ade B, B—A[ = (D—E)™' (F—\(D— E)) est singuli¢re. (D — E) est
bien inversible, car c¢’est une matrice triangulaire inférieure dont la diagonale
ne contient que des termes non nuls, les aj;. Donc Q = F — A(D — E) est
singuliere.

D’apres le corollaire 0.1.20,

n 7j—1 n
Eljtelque|qjj|§Z|th|:Z|€Ijh|+Z|th|-
h=1 h=j+1

h=1
h#j
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Or
—Qjp sij < h,
djh = .
—Aajp sij > h.

Par conséquent on a

\Mlam|<2|aahllkl+ Z | ajn |-

h=j+1

S’il existe une valeur propre telle que | A |> 1, on peut majorer le membre
de droite de I'inégalité ci-dessus par

n
(A Tagm |,
h=1
h#j
ce qui montrerait que A n’est pas a diagonale strictement dominante, d’ou une
contradiction et par conséquent | A [< 1. O

0.1.4 Les méthodes de relaxation.
k .
Lorsque le vecteur x est connu, ces méthodes déterminent kfil par

= (1= w) 4 4w T (3)

*
ol w est un parametre réel, appelé le facteur de relaxation, et kfil est déterminé
par une méthode de Jacobi ou de Gauss-Seidel de la facon suivante :
Avec la méthode de Jacobi on obtient

kH (b - Z aij xj> (1—-w) xkz )
J#Z

Avec la méthode de Gauss-Seidel on obtient

k+1*: _7<Z ai; 't k+1 i Z as; a:] B Z)

Qi J=1 Jj=i+1

k41* N . , k41
x; est donc construit a partir des composantes déja calculées de = et de

celles de 7 qui doivent étre transformées par la suite.

Si w < 1, on a sous-relaxation.

Si w > 1, on a sur-relaxation.

Si w = 1, on retrouve la méthode de Gauss-Seidel ou de Jacobi.

En fait la méthode de Jacobi est peu utilisée dans la méthode de relaxation,
car elle n’apporte aucun gain. Par contre la méthode de Gauss-Seidel améliore
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souvent la rapidité de la convergence.
Avec la méthode de Gauss-Seidel la relation (3) devient

W = (1-w) (Z Qij L k+1 + Z Qij x] _bi)

a’” J=1 Jj=i+1

= ——<Za2] P +Zaw T; — )—l— 2

au]1

D’ou I'écriture matricielle de cette relatlon
k41 k

T =r wD(E +(D — F)x —b),
ce qui conduit a
1 1
“(D-wE)"t'= Z((1 - w)D + wF) & +b.
w

w
On voit que cette méthode revient a la décomposition

1
M = —(D-wE),
w
1
w

N = —((1-w)D+wF)avecw € IR —{0}.

Par conséquent
B=M"'N=(D—-wE) (1 —-w)D +wkF).

On posera L = D7'E et U = D7'F. Alors
= (1 - wL) (1= w)] +wU) & +w(I —wL) Db,
On posera enfin £, = (I —wL)™* ((1 —w) + wU).
La convergence de la méthode est toujours liée au rayon spectral de L.

Théoréme 0.1.22 Pour toute matrice A, le rayon spectral de L, est supérieur
ou égal a |w—11.
Démonstration.

det(AI — L£,) =det(I —w L) det(A(I —wL) — wU — (1 —w)I).

Or det(I —wL) = 1.
Donc le polynome caractéristique p(A) = det(A I —L,) = Y1y a; A", avec
ag = 1, est tel que
- a
o= (=1)"2 = (=1)"a,.
i:Hl (=17, =1
Or a, =p(0) =det(—(1 —w) —wU) = (w—1)". Donc [T/ | \i |[=| w—1 ™
Enfin p(L,) >| A | Vi. Donc (p(L,))" > [Ty | Ai |[=] w =1 " Do
p(L) 2w 1] ©
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Corollaire 0.1.23 Pour toute matrice A, une condition nécessaire de conver-
gence de la méthode de relaxation est que

0<w<?2.

Démonstration.
Pour avoir p(L,,) < 1, il est nécessaire que | w—1 |< 1 et donc que 0 < w < 2.
O

Si A est hermitienne définie positive, alors 0 < w < 2 est une condition
nécessaire et suffisante pour avoir p(L,) < 1.

Théoreme 0.1.24 Si A est hermitienne définie positive, alors une condition
nécessaire et suffisante pour que p(L,) < 1, est que 0 < w < 2.

Démonstration.
Soit A une valeur propre de L, et x le vecteur propre associé.

Lor =M= (D—wE)  (wE*+ (1 —w)D)z,
car F' = E* (A est hermitienne). Par conséquent

wE'z+(1—w)Dxr = AND—-wk)x,
w(E z,z)+ (1 —w)(Dz,z) = M(D—-wE)z, ).

Comme A=D — E — E*,
w(E z,x) =—w(Az,z) + w((D — E)x,x).
Donc :

wAz,x) = w(D—-E)z,z)+ (1 —w)(Dz,z) — AN(D —wE)x, x)
= 1-N({(D—-wE)x, ).

w(Az,z) = w(z, Ax) = w(Az, x) puisque A est hermitienne.

wlAz,z) = (1-N({(D—-wE)z,2)=(1-X\)(z,(D—wE)z)

= (=D —wE)z,z),
puisque la diagonale d’une matrice hermitienne est réelle, et F' = E*.
= (1=N)((Dz,2) + (1 = w)(Dx,x) = A(D - E)z, 7))

en utilisant 'expression de w(FE*x, ) trouvée précédement,

=2-w)(1=N(Dz,z) = AX1-=XN((D —wE)z,x).
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On multiplie les deux membres par 1 — A.

1-Nw(Az,7) = 2—w) |[1-X[*(Dz,2)—
A1 =X (1—=XN((D—wE)z, )
= 2-w) [1=XP(Dz,2) — M1 — Nw(Az, )
en utilisant la valeur trouvée pour w(Az,z) = (1 — \)((D — wE)x, x).
D’ou
2 2-w 2
(A=A )(Az, 2) = —— [1 = A" (Dz, 2).
w
Si le procédé est convergent, alors | A |< 1. Puisque A et D sont définies

positives, on a donc
2—w
—>0=0<w<?2.
w

Réciproquement, si 222 > 0 et si A # 1 alors 1— | A [*> 0 et donc | A [< 1. Le
cas A = 1 ne peut se produire, car alors w(Az,z) = (1-X)((D —wE)z,z) = 0.
Par conséquent on aurait (Az,z) = 0, ce qui est contradictoire avec le fait que
A est définie positive. O
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CALCUL DES VALEURS ET DES VECTEURS PROPRES

0.2 RAPPELS
Soit A un opérateur de C" dans C".

Définition 0.2.1 On appelle valeur propre de A le nombre A € C pour lequel
il existe un vecteur u non nul appartenant a C", appelé vecteur propre, tel que

Au=\u. (4)

Le couple (valeur propre, vecteur propre associé a \) est encore appelé élément
propre (A, u).

Définition 0.2.2 On appelle spectre de A, noté S, A, l’ensemble des valeurs
propres de A. Le rayon spectral, noté p(A), est la plus grande valeur propre
en module.

p(A) = max | \; | .

1<i<n
Remarquons que
(7)) <= (A=A )u=0<=uecKer (A-\I).

Donc 'ensemble des vecteurs propres associés a une meéme valeur propre \
forme un sous-espace vectoriel, puisque le noyau en est un.

A — M est singuliere et donc det(A — A1) = 0.

Définition 0.2.3 On appelle polynome caractéristique de la matrice A, le
polynome de degré n
Ps(X) =det(A—\1).

Nous avons vu que A — A\ [ singuliere équivaut a det(A — A1) = 0. Donc
les racines de P4() sont les valeurs propres de la matrice A. Si A est racine
de P, avec une multiplicité k£, on dit que A est valeur propre de A avec une
multiplicité algébrique k.

Théoreme 0.2.4 La dimension du sous-espace propre relatif a une valeur pro-
pre est au plus égal a l'ordre de multiplicité de cette valeur propre.

Démonstration.
Supposons que dimKer (A — A; I) = k. On prend la base ug,...,u; de ce
noyau que 'on compléte par n — k vecteurs {u;}, pour i = k +1,...,n, afin

de former une base de IR".
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Soit U la matrice de vecteurs colonnes u;. Alors A = U BU™! et donc
det(A — A1) = det(B — AI). Or les k premieres colonnes de B sont égales a

AMe;pouri=1,...,k, oue; estle M€ vocteur de la base canonique de IR".
Par conséquent det(B — A1) = (A — A\1)*p()\), ce qui nous montre que
I’ordre de multiplicité de A\; est supérieur ou égal a k. O

Définition 0.2.5 Deux matrices A et B sont dites semblables s’il existe une
matrice inversible S telle que

B=S"1AS.

Théoréme 0.2.6 Deuz matrices semblables A et B ont les mémes valeurs

propres. Si u et v sont respectivement les vecteurs propres associ€és a A pour
AetB, onav=_5S"tu.

Démonstration.
Pour montrer qu’elles ont les mémes valeurs propres, il suffit de prouver qu’elles
ont le méme polynome caractéristique. Or

B-A=S1'A-\I)S.

D’autre part Bv = A = S71ASv = Av = ASv = \Sv. Donc u = Sv.
O

Il y a donc indépendance des valeurs propres de la matrice A vis-a-vis de
la base dans laquelle est représentée la matrice, c¢’est-a-dire que les valeurs
propres sont intrinséquement liées a I'opérateur linéaire A.

Remarque 0.2.7

=1

Définition 0.2.8 On appelle trace de A, notée tr(A), la somme des éléments
diagonauz.

tI‘(A) = Zaii = Z)\“
=1 i=1

car le développement de det(A — A1) = (—=1)" X" + (=1)"IA\" L0 ay+ ...
Par conséquent tr(A) est indépendante de la base.

Théoréme 0.2.9 Si Au = A\u, alors
a) (A—pul)u = (A — pu.
b) Afu = N\fu, Vk € N.
¢) A u = Ju, si A7 emiste.

d) p(A)u=pA)u, VpeP.
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Démonstration.
Le a) est évident.
b) A2u = A (Au) = X Au = A\ u), et ainsi de suite.

d) Par combinaison linéaire des relations du b), on voit que
p(A)u=p(Au, ¥peP.

c) A tTAu= A" =Tu. O
Le b) montre en plus que tr(A*) = Y7, AF.

Théoréme 0.2.10 (de Cayley-Hamilton)
P4(A) = 0.

Nous avons introduit les vecteurs propres a droite, mais il est possible de
définir des vecteurs propres a gauche.
Les valeurs propres de A* sont les conjuguées des valeurs propres de A. En
effet
0=det(A—\I)=det(A—\I)* =det(A* — \I).

En particulier les valeurs propres de At sont des valeurs propres de A.
Puisque nous avons A*v = A v avec v # 0, alors, en prenant la transposée
conjuguée, on obtient

vt A= \vt.

v est dit vecteur propre a gauche de A relatif a la valeur propre \.

Par conséquent, si A est hermitienne, les valeurs propres sont réelles et les
vecteurs propres a droite et a gauche sont les mémes. En effet Au = Au et
w A" =u* A= Xu*. Doncu* A*u=u" Au= Au*u = \u*u. Par conséquent
A =\ Enfin u* A= Xu* = \u*. Donc u est vecteur propre & gauche.

Remarque 0.2.11 Lorsque nous parlerons par la suite de vecteur propre, il
s’agira de vecteur propre a droite.

Théoreme 0.2.12 Soit u; un vecteur propre de A associé a \;. Soit v; un
vecteur propre a gauche de A associé a \;.
Si N\ # Nj, alors (u;,vj) = viu; =0,

Démonstration.
A partir des relations Au; = Au; et v;j A = A;jv}, on obtient v; Au; =
Aivju; = Ajvju; en multipliant la premiere relation a gauche par v} et la

seconde a droite par u;. D’ou, si A; # Aj, on a vju; =0. 0O

Faisons maintenant quelques rappels sur la diagonalisation des matrices.
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Définition 0.2.13 On dit que A est diagonalisable, s’il existe une matrice
inversible P telle que B = P~ A P soit diagonale.

La diagonale de B contient les valeurs propres de A et les colonnes de P
sont les vecteurs propres de A. Puisque PB = AP, alors si u; = j*™€ colonne
de P, on trouve

AUj = bjj Uj,
ce qui prouve que bj; = \; et u; est vecteur propre associé a A;.
Cette propriété annonce le résultat qui sera démontré ci-apres : A est

diagonalisable si et seulement s’il existe une base de vecteurs propres.

Théoreme 0.2.14 Les vecteurs propres associés a des valeurs propres dis-
tinctes sont linéairement indépendants.

Démonstration.
Soient A1, ..., As, s valeurs propres distinctes et uq, . .., u, les s vecteurs propres
associés.

On effectuera une démonstration par récurrence. u; est non nul. Il est donc
linéairement indépendant. Pour k < s, on supposera que les vecteurs pro-
pres uq, ..., U, aSSOCiés a Ay, ..., Ay, sont linéairement indépendants. Prenons
I'élément propre (Agj1, Ugy1) €t SUPPOSONS que Ugyy = Sor_; o u;. Alors

k k k
AUppr = Npg1 Upg1 = ZOéiAui = Aks1 ZO% U; = ZOéi Ai U
i=1 i=1 i=1

Par conséquent 3% | (A1 — Ag) o uy = 0.
L’indépendance de ug, ..., u; entraine que (Apy1 — A;) a; = 0 et donc que
a;=0pouri=1,....k. 0O

Théoréme 0.2.15 A est diagonalisable si et seulement si A posséde n vecteurs
propres linéairement indépendants (il existe donc une base de vecteurs propres).

Démonstration.

Au; = N\ju;, pour i = 1,...,n. Soit S la matrice dont les colonnes sont les u;.
S = (Ury...,Up).

Alors AS =85 D.

Si S est inversible, ce qui n’est vrai que si et seulement si les vecteurs
propres sont indépendants, alors A =S D S™! et A est diagonalisable. O

Corollaire 0.2.16 Si toutes les valeurs propres sont distinctes, A est diago-
nalisable.
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Démonstration.

Le théoreme 0.2.14 prouve que tous les vecteurs propres sont linéairement
indépendants et le théoreme 0.2.15 permet de conclure que A est diagonalisa-
ble. O

Théoréeme 0.2.17 Soit A une matrice diagonalisable . On note \;, U; et V;
respectivement une valeur propre de A, le sous-espace propre a droite associé
a A; et le sous-espace propre a gauche associé a \;. Alors pour toute valeur
propre \; de A, on peut associer a tout vecteur propre a droite u de U; un
vecteur propre a gauche v de V; tel que v*u = 1.

Démonstration.

Démontrons cette propriété par ’absurde. Supposons qu’il existe u € U;, u # 0
tel que Vv € V;, on ait v*u = 0. Nous avons également v; u = 0 quel que soit
le vecteur propre a gauche v; associé a une valeur propre A; distincte de A;.
Or les vecteurs propres a gauche forment une base. On peut exprimer u dans
cette base et donc les relations précédentes conduisent a u*u = 0, ce qui est
impossible. O

Remarque 0.2.18 En particulier dans le cas ou A est hermitienne, nous
avons

* * 2

vj uy = ui u;p = ug [[37 0.

Remarque 0.2.19 Dans le cas ou A n’est pas diagonalisable, on ne peut rien

dire sur v* u.
1 1
A= (0 1).

Ezxemple :

1 est valeur propre double. Le sous-espace propre a droite associé est de di-
mension 1 et est généré par le vecteur u = ey, premier vecteur de la base
canonique de IR?. ey est le vecteur propre & gauche v de norme euclidienne 1.
Dou v*u=e5e; =0.

Remarque 0.2.20 Si A est une matrice hermitienne, alors il existe une base

de vecteurs propres {u;} tels que u} u; = 6;;.

0.3 METHODE DE DETERMINATION DIRECTE DU
POLYNOME CARACTERISTIQUE

Cette méthode est donnée uniquement a titre de culture générale, car elle est
instable. De plus, pour connaitre les valeurs propres il est nécessaire d’utiliser
des méthodes d’obtention des racines d’un polynome.
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Nous exposerons la méthode de Souriau-Fadeev qui est une modification
d’une méthode due a Leverrier.
On pose

A1:A althAl Blel—alf.
AQ = BlA a9 = %tTAQ B2 = A2 — CLQ].

A,=DB,_1A a,= %trAn B,=A, —a,l.
Théoréme 0.3.1 B, =0 et
PaA) = (=D)"(N" —a A" — o — A — ay).

Démonstration.
Supposons que le polynome caractéristique s’écrive

PiA) = (=1D)"(N" = A" — o — e A — ).

On démontre par récurrence que ¢ = ay.
n
c1 — Z)\Z =irA= tTAl = a.
i=1

Supposons que ¢; = a; pour i = 1,...,k — 1 et montrons que ¢, = a;. Gréace
aux relations (5) il est simple de voir que

Ap = AF — AP — AR — o — a4 A
Puisque ¢; = a; pour t =1,...,k — 1, nous avons
A, = AF — ) AL AR g AL
Par conséquent
trA, = trAF — e trAM L — e tr AR — oo — e tr A = ke,

en utilisant les relations de Newton entre les coefficients d’un polynome et ses
racines

n

kck:ZAf_Clz)\ffl—“'—ck_lei pour k =2,...,n
=1

i=1 =1

et ¢g = >, Ao Mais (5) nous donne aussi trA; = kay. Donc a, = ¢;. Enfin
B, = A, — a,I = Py(A) =0 d’apres le théoreme de Cayley-Hamilton. O
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Remarque 0.3.2 Puisque B, = 0, nous avons
An = an[ = anlA-

Donec B,_1 = a,A™Y, ce qui nous permet d’obtenir également l'inverse de A
par cet algorithme.

Cette méthode de Souriau-Fadeev rend par contre de grands services pour
les programmes de calcul formel de I'inverse d'une matrice.

0.3.1 La méthode de Jacobi

La méthode de Jacobi s’applique a une matrice A réelle symétrique. On peut
mettre en oeuvre une méthode de décomposition en n’utilisant que les matrices
By et leurs inverses. Les matrices B seront les matrices orthogonales de
rotation plane dans le plan (e,,e,), ou e, et e, sont respectivement les peme
et geme vecteurs de la base canonique de IR" :

1
0
1

oSO -+ v ... —sind

1
By = 0 0 5
1
sin@ -+ .- o cosO
1

0

tous les autres éléments étant nuls.

On formera Ay, = Bf Ay By Vk € IN. Puisque By, est orthogonale, alors
toutes les matrices Ay obtenues a partir de A seront symétriques.

Lorsqu’on passe de Ay a Agi1, seuls sont modifiés les éléments des lignes

(k)

et des colonnes p et g. Si on note a;;” les éléments de Ay, nous obtenons les

éléments a( ) guivants pour Agiq :
(k+1) _ (k) ;o
a’Lj - azg pour i, j 7é b, q,
ang) ") cos 6 + a sm@ pour i # p, q,
fq D= ag )sin 6 + alq cos@ pour i # p,q,
altt) = alk) cos? 0 + 2alk) sin 0 cos 0 + all) sin® ),
(’; D= a(’;) sin?6 — 2 agfl sin 6 cos 0 + aé’;) cos? 6,
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y apj) cos 6 + aé,;) sinf pour j # p,q,
((]I;H) = —ag;) sin 0 + aél;) cos @ pour j # p,q,
alft) = (alt) — ah)) sin 6 cos § + alk) (cos? 0 — sin®6) = alit).
Le but est d’annuler als™) et a5+ d’on le choix de 'angle 6.
La divison de la relation précédente par — cos? 6 donne

(k k _ (k) 2
(a®) — aéq))th = al(?q (1 —tg0).

pp
Ensuite .
2tgl 2a
VR LR L -
g Qpp — Qqq
conduit a | 0 |< . Sial) = al¥), on prendra § = Z. Enfin les relations
trigonométriques suivantes :
1 cos26+1
2 2
20 = —— et 0= ———
oS 1+ tg220 et cos 5
permettent d’obtenir les valeurs de cos @ et de sin 6.
1 1
cost) = p

_ 1+7 57
\/§< \/1+72)
sinff = signe 7vV1 — cos? 0.

On peut remarquer que le calcul de al(f;,“) et afl’;“) peut se simplifier. En effet

a}()];—i-l) — aI(J’;)) cos’ 0 + 2 ag;) sinf cos 0 + a,(;;) sin’ #
_ sin 0
_ ag;) + (2 a;}’;) cos® ) + (ag’;) — ag;)) sin 0 cos 0) cos 0

— K k)
= app) + al()q tgl
en utilisant la relation qui permet ’annulation de a](,';“).
De la méme facon on obtient

a(g];H) = aé’é) — ag;) tgh.

p et ¢ varient a chaque itération. Donc a](?’;) et aé’;) qui avaient été annulés
lors de la (k — 1)éme itération ne le seront plus obligatoirement apres la kéme
itération. Cependant en itérant le procédé pour tous les couples (p,q) avec
p # q on arrive peu a peu a annuler tous les éléments extradiagonaux. La
matrice Ay convergera donc vers une matrice diagonale semblable a A dont les
valeurs propres seront sur la diagonale.

Nous allons maintenant démontrer la convergence. Posons

k
(a2,

:M:

N(Ag) =

1

2,7
i#

(SN
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Théoréme 0.3.3
N(Agi1) = N(Ag) — 2 (ag;))Q.

Démonstration.
Le calcul de A, ne modifie que les éléments des lignes et des colonnes p et ¢
de Aj. D’autre part les matrices sont symétriques ; par conséquent la variation
de N(Ajy1) par rapport a N(Ay) est égale a deux fois la variation due aux
colonnes (ou aux lignes) p et g.

Les relations précédentes donnent

Xn:((al(lgﬂ))z—i-(aggﬂ))z) = zn:( 2 cos? 0 + 2 )a sin @ cos 0 +
i#p.q #p.q

(Eq)sme—i—( )Sm@

2 E) g sm@cos@—i—( "2 00829)

= Y (@) + (@)

ce qui entralne que
N(Ag1) =2 (afe™)? = N(Ay) = 2(aly)?.
Or @ est choisi de sorte que agj;*l) =0, d’ou le résultat. O

Le théoreme précédent montre que
0 < N(Agi1) < N(Ag).

La suite { N(Ay)} est donc une suite décroissante bornée inférieurement et par
conséquent elle est convergente.

Il est simple de trouver sa limite quand on adopte le choix (fait par Jacobi)
de p et ¢ qu1 correspond a l’element extradiagonal de plus grand module.
Puisque | al¥) |= max;z; | aj (k) |, on a N(Ax) < (al¥))?N,, ot N, est le
nombre de termes extradlagonaux. Ce nombre vaut n? —n, d’'ou N(4;) <
(n? — n)(ab))2.

Le théoreme 0.3.3 donne donc

N(Ager) < N(Ay) — 2

N(Ag) = (1~

N (Ag).

Si on pose a = 1 — ﬁ, alors 0 < a < 1 deés que n > 2. Donc N(Agy) <

n2—n

a**tN(A), ce qui démontre que limg_o N(A) = 0. La matrice A, est par
conséquent diagonale et semblable a A. Ses vecteurs propres z; sont les vecteurs
de base e; et donc, d’apres le 3) de la remarque 7.6.1, les vecteurs propres de
A sont les colonnes de la matrice

k—o0
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EXERCICES:
Exercice 1:

Pour résoudre le systeme Ax = b, on considere la méthode itérative suiv-
ante:
xg €C" et 1 =z + a(b— Axg), k€ IN ou a > 0 est donné
On suppose de plus que A est a diagonale strictement dominante sur les lignes
et que a; > 0 pourtout i =1,....n
Montrer que si 0 < a < 1/max{a;,i = 1,...,n}, la méthode itérative est con-
vergente

Exercice 2:

Soit A = (ai;)ij=1,..n & coetlicients réels, on suppose que:
1)aij§07 Vi,jzl,...,n, Z#]
2)&M>O, VZ:L,?’L
3) ?Zlaij:(), VJ:L,’/L

I-Soit A € IR}, et pour z € IR", on définit

||575| la =20, au‘|$z‘|

1. Montrer que |[|.||4 est une norme sur IR"
2. Montrer que A + \.I est inversible
II-On considere le systeme linéaire (A + A.J)u =b...(1)

1. Ecrire I'algorithme itérative de Jacobi pour ce systeme.
2. Montrer que la suite (u*)) définie par 1'algorithme vérifie:
[Ju®) = u®]4 < (1/1+ a)*|[ul —u©@]]4
ou a = min;(ay)

3. Montrer que la suite (1)) est de Cauchy et qu’elle converge vers la solution
de (1)

34



Exercice 3:

Soit A une matrice carrée a coefficients complexe telle que p(A) < 1,1 la
matrice identité.

On pose: B, =1+A+ ...+ A™
Montrer que:

(I — A) est inversible et que lim,, , o By = (I — A)7!

Exercice 4:

Soit ||.|| une norme matricielle et B une matrice carrée a coefficients réels
telle que ||B|| < 1. Montrer que:

1. I + B est inversible
2 ||+ B) | < 1/1—||B|
3. En déduire que si I + B est singuliere, alors ||B|| > 1

Exercice 5:

Soit A une matrice carrée d’ordre n, A = (a;;); j=1..n réguliere et b € rrm”
On veut résoudre le systeme linéaire Az = b, on note D la matrice diagonale
d’éléments (ai;)i=1..n
Pour a # 0, soit la méthode itérative définie par:

20D = (I —a.D7'A)z® 4 a.D ... (1)

1. Montrer que si la méthode (1) converge, sa limite est solution du systeme
Ar=1b

2. Exprimer les coefficients de la matrice D™1A en fonction de ceux de A

3. On suppose que 0 < a < 1 et que A est a diagonale strictement domi-
nante

3.1. Montrer que ||[I — a.D Al < 1
3.2. En déduire que la méthode itérative (1) est convergente

4. Que peut-on dire du cas a = 1
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Exercice 6:
Soit A une matrice carrée d’ordre n a coefficients dans € et inversible
pour Ay donnée, on définit la suite (Ay) par:

Ak+1 = 2A; — Ak.A.Ak,pOUT/{? €N

1.Montrer que la suite (Ay) converge vers A™! si et seulement si p(I—A.Ap) < 1
2. Montrer que A~' — Apy = (A7 — Ap) A(A71 — Ap)

3.Montrer que dans ce cas:

dM > 0 tel que ||Ajs1 — A7Y| < M||A, — A7 |2 ke N
Exercice 7:
Soit A = (a;j)ij=1,..n & coeflicients réels définie par:
a; =1+ 1,1 =1,..,n aip1; = 1,i =1,...,n—1. a1 = —i,0 =
1,...n—1

Les autres termes étant nuls, et soit le systeme linéaire Ax = b

1. Montrer que la Méthode de Jacobi peut s’écrire sous la forme

g* ) = (I — D' A)z®) + Db

2. Calculer La Matrice d’itération de Jacobi pour ce systeme
3. Montrer que son rayon spectral est inférieur a 1
4. Calculer la matrice d’itération G de Gauss-Seidel

5. Montrer que le polynome caractéristique de G s’écrit:

Pg(A) = Xdet(I — L—3U) avec L=D'E et U=D"'F
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Exercice 8:

Soit A € M3(IR) définie par: A =1 — FE — F avec:

0 -2 0 0 0 0 1 00
E=]1 -1 0 0] F= 0 0 O0f|I=101P0
0 0 0 -1 -1 0 0 01

1. Montrer que A est inversible

2. Soit 0 < w < 2, montrer que ((1/w).I — E) est inversible ssi w # v/2/2
Pour 0 < w < 2 et w # v/2/2, on considere la méthode itérative (pour résoudre
Az = b) suivante:

(1/w). ] — B)X"*) = (F + (1 —w)/w).[)X™ +b
Posons L, = ((1/w).I] — E)"YF + ((1 — w)/w).I)

3. Calculer en fonction de w les valeurs propres et le rayon spectral de L,
4. Pour quelles valeurs de w la méthode est-elle convergente?
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