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RAPPELS D’ALGEBRE MATRICIELLE:
Cette section contient des rappels sommaires des propriétés classiques nécessaires

à la compréhension des méthodes numériques exposées dans les sections suiv-
antes.

Nous nous intéressons uniquement aux opérateurs linéaires de lCn dans lCn.
lCn est naturellement un espace vectoriel sur lC.

Une application linéaire f de lCn dans lCn vérifie

∀x, y ∈ lCn, f(x+ y) = f(x) + f(y),

∀λ ∈ lC et ∀x ∈ lCn, f(λx) = λf(x).

Nous noterons L(lCn, lCn) l’ensemble des applications linéaires de lCn dans lCn.
Si on choisit des bases {ei}1≤i≤n et {fi}1≤i≤n de lCn, alors l’application

f ∈ L(lCn, lCn) est caractérisée par la matrice A des aij.

f(ei) =
n∑
j=1

aji fj pour i = 1, . . . , n,



f(e1) . . . f(en)

f1 a11 . . . a1n

f2 a21 . . . a2n
... . . . . . . . . . . . . . . . . .
fn an1 . . . ann

 = A

A est dite matrice de l’application linéaire f de L(lCn, lCn) rapportée aux bases
{ei}1≤i≤n et {fi}1≤i≤n.

Soit x ∈ lCn. Les composantes yi de y ∈ lCn tel que y = f(x) sont les com-
posantes de y exprimé dans la base des {fi}1≤i≤n. Les xi sont les composantes
de x exprimé dans la base des {ei}1≤i≤n.

x =
n∑
i=1

ei xi,

y =
n∑
i=1

xi(
n∑
j=1

aji fj) =
n∑
j=1

yjfj.

D’où

yj =
n∑
i=1

ajixj,

et par conséquent y = Ax.
Les éléments de la matrice A seront toujours notés aij pour i et j =

1, . . . , n, avec i indice de ligne et j indice de colonne.
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Notation
Nous noterons a le complexe conjugué de a. Si a = x+ iy, alors a = x− iy.

Nous donnons maintenant un ensemble de définitions de différents types de
matrices.

Matrice inversible
Une matrice A est dite inversible s’il existe une matrice A−1 telle que

AA−1 = A−1A = I,

où I est la matrice unité ou identité.
Naturellement on a

(A−1)−1 = A,

(AB)−1 = B−1A−1.

Matrice conjuguée
B est la matrice conjuguée de A si

bij = aij ∀i et j = 1, . . . , n.

On a
(A)−1 = (A−1).

Matrice transposée
B est la matrice transposée de A si

bij = aji ∀i et j = 1, . . . , n.

On utilisera la notation classique B = AT .
Nous avons

(AT )T = A,

(AB)T = BTAT ,

(AT )−1 = (A−1)T .

Matrice symétrique
Une matrice A est dite symétrique si A = AT , c’est-à-dire si

aij = aji > ∀i et j = 1, . . . , n.

Matrice adjointe
B est l’adjointe de A si

bij = aji ∀i et j = 1, . . . , n.
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On notera A∗ l’adjointe de A.
Nous avons

A∗ = (A)T = (AT ),

(A∗)∗ = A,

(AB)∗ = B∗A∗.

Matrice hermitienne
Une matrice A est dite hermitienne ou auto-adjointe si

A = A∗.

Par conséquent aij = aji. On remarquera que la diagonale principale de A est
réelle.

Matrice unitaire
Une matrice carrée A est dite unitaire si

A∗ = A−1.

Matrice normale
Une matrice A est dite normale si

A∗A = AA∗.

Matrice orthogonale
Une matrice unitaire à éléments réels est appelée matrice orthogonale.

Définissons le produit hermitien de deux vecteurs de lCn. Soient x et y deux
vecteurs de lCn de composantes xi et yi pour i = 1, . . . , n. Le produit hermitien,
noté (x, y), est une application de lCn × lCn dans lC, définie par

(x, y) =
n∑
j=1

xj yj.

Les propriétés du produit hermitien sont les suivantes :

(u+ v, y) = (u, y) + (v, y) ∀u, v et y ∈ lCn,

(λx, y) = λ(x, y) ∀λ ∈ lC et ∀x et y ∈ lCn,

(x, λy) = λ(x, y) ∀λ ∈ lC et ∀x et y ∈ lCn,

(x, y) = (y, x) ∀x et y ∈ lCn,

(x, x) =
n∑
j=1

| xj |2 pour x 6= 0.

Cette dernière relation définit la norme euclidienne ‖ x ‖2
2.
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Matrice hermitienne définie positive
Une matrice hermitienne A est définie positive si

∀x ∈ Cn − {0}, on a (Ax, x) > 0.

Une matrice hermitienne A est semi-définie positive si

∀x ∈ Cn − {0}, on a (Ax, x) ≥ 0.

Définition 0.0.1 On appelle sous-matrice principale d’ordre k d’une matrice
A la matrice constituée des k premières lignes et des k premières colonnes de
A. On la notera Ak.

Propriété 0.0.2 Les sous-matrices principales d’ordre k d’une matrice A her-
mitienne définie positive sont hermitiennes définies positives.
Les éléments diagonaux de A sont strictement positifs.

Démonstration.
Si x est le vecteur (x1, . . . , xk, 0, ..., 0), le vecteur y = (x1, . . . , xk) ∈ lCk est tel
que

(Ak y, y) = (Ax, x) > 0.

Donc Ak est définie positive. D’autre part, si ei est le ième vecteur de la base

canonique (il n’a qu’une seule composante non nulle, la ième, qui vaut 1), nous
avons

(Aei, ei) = aii > 0.

2

Matrice triangulaire supérieure (resp. inférieure)
Une matrice A est triangulaire supérieure (resp. inférieure) si

aij = 0 si i > j (resp. aij = 0 si i < j).

Propriété 0.0.3 L’ensemble des matrices triangulaires supérieures (resp. in-
férieures) inversibles forme un sous-groupe multiplicatif du groupe des matrices
carrées n× n inversibles.

Rappelons qu’un ensemble v1, . . . , vp de vecteurs de lCn (avec p ≤ n) sont
linéairement indépendants si la relation

p∑
j=1

αj vj = 0
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implique nécessairement que αj est nul, ∀j = 1, . . . , p.

On sait qu’on peut déduire d’un ensemble de vecteurs linéairement indépen-
dants un autre ensemble de vecteurs linéairement indépendants en réalisant de
simples combinaisons linéaires. On peut en plus lui imposer des propriétés
d’orthogonalité. La propriété suivante donne une méthode permettant de
transformer une suite de vecteurs linéairement indépendants en une autre suite
orthogonale qui engendre le même espace vectoriel. C’est le procédé d’ortho-
gonalisation de Gram-Schmidt.

Propriété 0.0.4 A partir d’une suite de vecteurs de lCn linéairement indépen-
dants (q1, . . . , qk) on peut construire une suite de vecteurs non nuls (p1, . . . , pk)
deux à deux orthogonaux telle que

V (q1, . . . , qi) = V (p1, . . . , pi) ∀i tel que 1 ≤ i ≤ k.

V est l’espace vectoriel engendré par les vecteurs arguments.

Démonstration.
On effectuera une démonstration algorithmique.

p1 = q1

et par conséquent p1 6= 0. Bien évidemment V (p1) = V (q1).

p2 = q2 −
(q2, p1)

‖ p1 ‖2
2

p1.

Pour i ≤ k,

pi = qi −
i−1∑
j=1

(qi, pj)

‖ pj ‖2
2

pj.

On voit immédiatement que (p2, p1) = (q2, p1) − (q2, p1) = 0 et que
V (p1, p2) = V (p1, q2) d’après la définition de p2. Donc p2 6= 0.

On démontrera la propriété par récurrence en supposant que (pi, pj) = 0 si
i 6= j et si i, j < m, et que V (q1, . . . , qi) = V (p1, ..., pi) pour i < m. Alors

(pm, ps) = (qm, ps)−
m−1∑
j=1

(qm, pj)

‖ pj ‖2
2

(pj, ps) = (qm, ps)− (qm, ps) = 0

pour s < m, en utilisant l’hypothèse de récurrence.
Enfin

V (p1, . . . , pm−1, pm) = V (p1, . . . , pm−1, qm) d’après la définition de pm

= V (q1, . . . , qm−1, qm) en utilisant l’hypothèse de récurrence.

Donc pm 6= 0. 2
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Remarque 0.0.5 Si on pose rj =
pj
‖ pj ‖2

, alors ‖ rj ‖2 = 1 et la suite {rj}

est orthonormée.

Définissons à présent l’image et le noyau d’une application linéaire.

Définition 0.0.6 L’image de A, notée ImA, est définie comme l’ensemble
des vecteurs y ∈ lCn tels qu’il existe pour chaque y un vecteur x ∈ lCn tel que
Ax = y.
Le noyau de A, noté KerA, est l’ensemble des vecteurs x ∈ lCn tels que Ax = 0.

Définition 0.0.7 On appelle dimension d’un sous-espace vectoriel le nombre
de vecteurs de sa base.

Le rang d’une matrice A, noté rg(A), est encore égal à la dimension de
l’image de A.

Propriété 0.0.8 Propriété fondamentale.

rg(A) + dim(Ker A) = n
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0.1 NORME D’UN OPERATEUR LINEAIRE

On ne s’intéressera ici encore qu’aux opérateurs linéaires de lCn dans lCn.
On appelle norme sur lCn une application ` de lCn dans rrm+ qui vérifie les

axiomes suivants :

i) `(x) ≥ 0 ∀x ∈ lCn.
ii) `(x) = 0⇐⇒ x = 0.
iii) `(x+ y) ≤ `(x) + `(y) ∀x et y ∈ lCn.
iv) `(λx) =| λ | `(x) ∀x ∈ lCn et ∀λ ∈ lC.

Définition 0.1.1 On appelle norme de Holder toute application `p de lCn dans
rrm+ définie par

`p(x) = (
n∑
j=1

| xj |p)1/p.

On peut démontrer que `p satisfait tous les axiomes d’une norme. Les
axiomes i), ii) et iv) d’une norme se vérifient trivialement. L’axiome iii), dit
inégalité triangulaire, se démontre en utilisant l’inégalité de Holder.

Les trois normes de Holder les plus utilisées sont :
`∞(x) =‖ x ‖∞= maxj | xj |. C’est la norme de la convergence absolue.

`2(x) =‖ x ‖2= (x, x)1/2. C’est la norme euclidienne.

`1(x) =‖ x ‖1=
∑n
j=1 | x |j. C’est la norme de la convergence en moyenne.

Propriété 0.1.2 Inégalité de Holder.

|
n∑
j=1

xj yj |≤ `p(x) `q(y) avec p > 1 et
1

p
+

1

q
= 1.

On définit une norme d’un opérateur linéaire de L(lCn, lCn), dont la matrice
est A lorsque l’espace lCn est rapporté à deux bases par

S`p `q(A) = sup
x∈lCn

−{0}

`p(Ax)

`q(x)
.

On dit encore que S`p `q(A) est la norme matricielle induite (par les deux normes
vectorielles `p et `q).

On peut montrer que ce nombre est toujours défini, que la borne supérieure
est atteinte et qu’elle est indépendante du choix des bases. On a donc un nom-
bre qui caractérise l’opérateur linéaire. S`p `q est une norme pour l’opérateur
linéaire.

En fait on utilise plus fréquemment les normes S`p `p dont les plus courantes
correspondent à p = 1, 2 ou∞.

On a la propriété suivante :
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Propriété 0.1.3 Inégalité de Minkowski.

`p(x+ y) ≤ `p(x) + `p(y).

Propriété 0.1.4

S`1 `1(A) = max
1≤j≤n

n∑
i=1

| aij | .

S`∞ `∞(A) = max
1≤i≤n

n∑
j=1

| aij | .

S`2 `2(A) =
√
ρ(A∗A)

où ρ(A∗A) est le rayon spectral de A∗A, c’est-à-dire si λ1, . . . , λn sont les
valeurs propres de A∗A, ρ(A∗A) = maxj | λj |.

Remarque 0.1.5 Si A est hermitienne, alors S`2 `2(A) = ρ(A).

Lorsqu’il n’y aura pas d’ambiguité, on utilisera la notation ‖ A ‖i avec i =
1, 2,∞ ou p à la place deS`p `p(A).

Nous pouvons maintenant aborder le problème du conditionnement d’une
matrice.

Si on pose r(x) = `p(Ax)
`p(x)

, alors S`p `p(A) est le max
x∈lCn

−{0} r(x). Cherchons

le min
x∈lCn

−{0} r(x). En posant y = Ax, on obtient :

r(x) =
`p(Ax)

`p(x)
=

`p(y)

`p(A−1y)
=

1
`p(A−1y)
`p(y)

.

Si on introduit S`p `p(A−1) = max
x∈lCn

−{0}
`p(A−1y)
`p(y)

, on voit que l’on a :

min
x∈Cn−{0}

r(x) =
1

S`p `p(A−1)
.

Définition 0.1.6 On appelle conditionnement d’un opérateur linéaire de lCn

dans lCn le rapport, noté condp(A),

condp(A) =
max r(x)

min r(x)
) = S`p`p(A)S`p`p(A−1).

Définition 0.1.7 Une norme est dite multiplicative si

`(AB) ≤ `(A) `(B).
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Les normes S`p`p(A) sont des normes multiplicatives.

Propriété 0.1.8 i) `p(Au) ≤ S`p`p(A) `p(u) ∀u ∈ lCn.

ii)ρ(A) ≤ S`p`p(A) ∀p ≥ 1.

Démonstration.
i) La relation est vraie pour u = 0. Pour u 6= 0 on considère le vecteur u

`p(u)

qui est de norme unité.

`p(A
u

`p(u)
) ≤ max

`p(v)=1
`p(Av) = S`p`p(A)

et par conséquent en multipliant les deux membres par `p(u) on obtient le
résultat.

ii) Quelle que soit la valeur propre λ de A, on a, si u est son vecteur propre
associé

| λ | `p(u) = `p(λu) = `p(Au) ≤ S`p`p(A)`p(u).

Donc | λ |≤ S`p`p(A) ∀λ. 2

Abordons, pour finir cette section, la convergence d’une suite de matrices.

Définition 0.1.9 Soit {A(k)} une suite de matrices. On dira que A(k) converge
vers A si limn→∞ ‖ A(k)−A ‖= 0 où la norme choisie ‖‖ est une norme S`p`p.

Dans certains cas nous générons des suites de matrices telles que

A(k) = Ak ∀k ∈ IN− {0}.

Il est intéressant de connâıtre la condition nécessaire et suffisante de conver-
gence de cette suite vers 0 (matrice nulle).

Théorème 0.1.10 Une condition nécessaire et suffisante pour que la suite
{Am} converge vers la matrice nulle lorsque m tend vers l’infini, est que ρ(A) <
1.

Démonstration.
Pour toute matrice A il existe une décomposition de Jordan, c’est-à-dire qu’il
existe une matrice S inversible telle que S AS−1 = Ã, où Ã est la forme de
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Jordan :

Ã =



J1

J2
. . . 0

Ji

0
. . .

JN−1

JN


,

où Ji est une matrice ni × ni telle que :

Ji =



λi 1
λi 1 0

. . . . . .

0
. . . 1

λi

 .

λi est une valeur propre de A et on a :

k∑
i=1

ni = n.

Les λi ne sont pas forcément toutes distinctes. Pour démontrer la convergence
on exprime (Ã)m.

(Ã)m = S Am S−1 ⇐⇒ Am = S−1 (Ã)m S.

On voit donc que montrer que Am tend vers 0 équivaut à montrer que (Ã)m

tend vers 0. Or (Ã)m est une matrice bloc diagonale. Les blocs de la diagonale
sont tout simplement les Jmi . Par conséquent (Ã)m ne tendra vers 0 que si et
seulement si tous les Jmi tendent vers 0.

On peut calculer tous les Jmi par récurrence. Si les éléments de Jmi sont
notés j(m,i)

p,q pour p et q = 1, . . . , ni, on voit qu’on obtient :

j(m,i)
p,q =


0 si q < p,

Cq−1
m λm−q+pi si p ≤ q < max(ni,m+ p),

0 si m+ p ≤ q < ni.

D’où Jmi tend vers 0 si | λi |< 1 ∀i. 2

On peut remarquer que ‖ Jmi ‖∼ Cni
m

(
ρ(J

m−(ni−1)
i )

)
quand m→∞.
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METHODES ITERATIVES:
Nous cherchons à résoudre le système Ax = b. On commence par décom-

poser la matrice A en
A = M −N,

de telle façon que M soit inversible. Nous écrirons le système Ax = b sous la
forme

M x = N x+ b

ou encore
x = M−1N x+M−1b,

qui définit une équation de point fixe. Pour la résoudre nous calculerons par

récurrence la suite de vecteurs { ix} à partir d’un vecteur
0
x choisi arbitrairement

à l’aide de la relation suivante :

k+1
x = M−1N

k
x +M−1b.

Cette relation est une relation de récurrence du premier ordre. Nous pouvons

en déduire une relation reliant
k
e=

k
x −x à

k−1
e =

k−1
x −x.

M(
k
x −x) = N(

k−1
x −x),

puisque M x = N x+ b et donc
k
e= M−1N

k−1
e pour k = 1, 2, . . .

Posons B = M−1N . Nous avons alors

k
e= Bk 0

e .

Le processus sera convergent si Bk −→ 0 quand k −→∞. Le théorème 0.1.10
a montré qu’une condition nécessaire et suffisante pour que Bk tende vers 0
est que ρ(B) < 1.

Nous allons maintenant donner deux propriétés qui vont nous guider dans
le choix de la décomposition de la matrice A.

Théorème 0.1.11 Si A est inversible, une condition nécessaire et suffisante

pour que la suite {kx} tende vers x est que la suite
k
r= b − A k

x tende vers le
vecteur nul de IRn.

Démonstration.

k
r = −A k

e,
k
e = −A−1 k

r .
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En utilisant une norme ` nous avons

`(
k
r) ≤ S``(A) `(

k
e),

`(
k
e) ≤ S``(A

−1) `(
k
r).

Si x −→ x, alors
k
e−→ 0, ce qui entrâıne que `(

k
e) −→ 0 et donc `(

k
r) −→ 0

en utilisant la première inégalité, d’où
k
r−→ 0. La seconde inégalité permet de

démontrer la réciproque. 2

La dernière relation `(
k
e) ≤ S``(A

−1) `(
k
r) donne une majoration absolue de

la norme de l’erreur. Il est préférable de considérer l’erreur relative
`(
k
e)

`(
k
x)

.

Théorème 0.1.12 Le rapport maximum de l’erreur relative au minimum de

l’erreur relative, pour un affaiblissement relatif
`(
k
r)

`(
k
x)

donné, est égal au condi-

tionnement de A.

Démonstration.

`(
k
r)

`(
k
x)

=
`(A

k
e)

`(
k
x)

=
`(A

k
e)

`(
k
e)

`(
k
e)

`(
k
x)

et donc

`(
k
e)

`(
k
x)

=
`(
k
r)

`(
k
x)

(`(A k
e)

`(
k
e)

)−1
.

D’autre part
1

S``(A−1)
≤ `(Ax)

`(x)
≤ S``(A).

L’erreur relative minimum est donc

`(
k
r)

`(
k
x)

1

S``(A)
.

L’erreur relative maximum est

`(
k
r)

`(
k
x)
S``(A

−1).

D’où le rapport est égal à S``(A
−1)S``(A) = cond(A). 2

Les deux résultats suivants sont très intéressants, car ils décrivent l’influen-
ce des perturbations des termes du second membre ou de la matrice sur la
solution du système linéaire.
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Théorème 0.1.13 Si x et x+∆x sont respectivement les solutions des systèmes
linéaires suivants :

Ax = b et A (x+ ∆x) = b+ ∆b,

alors
‖ ∆x ‖
‖ x ‖

≤ cond(A)
‖ ∆b ‖
‖ b ‖

.

Démonstration.
Les deux systèmes donnent par différence A∆x = ∆b ou ∆x = A−1 ∆b. Nous
obtenons donc

‖ ∆x ‖≤‖ A−1 ‖ ‖ ∆b ‖ .
Or ‖ b ‖=‖ Ax ‖≤‖ A ‖ ‖ x ‖, et par conséquent

‖ ∆x ‖
‖ x ‖

≤‖ A ‖ ‖ A−1 ‖ ‖ ∆b ‖
‖ b ‖

.

2

Théorème 0.1.14 Si x et x+∆x sont respectivement les solutions des systèmes
linéaires suivants :

Ax = b et (A+ ∆A) (x+ ∆x) = b,

alors
‖ ∆x ‖
‖ x+ ∆x ‖

≤ cond(A)
‖ ∆A ‖
‖ A ‖

.

Démonstration.
Ax = b = (A+ ∆A)(x+ ∆x)

et donc

0 = A∆x+ ∆A (x+ ∆x),

∆x = −A−1 ∆A (x+ ∆x),

‖ ∆x ‖ = ‖ A−1 ‖ ‖ ∆A ‖ ‖ x+ ∆x) ‖ .

En multipliant les deux membres par ‖ A ‖ on obtient le résultat. 2

Le choix de la décomposition de la matrice A devra respecter les directives
suivantes :

1. ρ(M−1N) doit être strictement inférieur à 1.

2. La résolution de M
k
x= N

k−1
x +b doit être simple et nécessiter le moins

possible d’opérations.
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3. Pour obtenir la meilleure convergence, ρ(M−1N) doit être le plus petit
possible.

Les décompositions utilisées de A font intervenir :

• la matrice diagonale D obtenue à partir des éléments diagonaux de A.

D =


a11 0 · · ·

. . .

· · · 0 ann

 ,

• la matrice triangulaire inférieure −E :

−E =


0

a21 0 0
...

. . .

an1 · · · an,n−1 0

 ,

• la matrice triangulaire supérieure −F :

−F =


0 a12 · · · a1n

. . .
...

0 an−1,n

0

 .

Nous avons donc A = D − E − F . Nous obtiendrons la décomposition A =
M −N à partir de différents types de regroupement de ces matrices D, −E et
−F .

0.1.1 La méthode de Jacobi

On prend M = D et N = E + F .
Le calcul de B est simple, puisque B = M−1N = D−1 (E + F ). Nous

aurons donc
k+1
x = D−1 (E + F )

k
x +D−1 b.

Si on exprime cette relation en fonction des éléments de la matrice A, nous
avons

k+1
xi = −

n∑
j=1
j 6=i

aij
aii

k
xj +

bi
aii

pour i = 1, . . . , n.
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Cette expression peut être transformée en utilisant celle du vecteur résidu.

k
ri = −

n∑
j=1

aij
k
xj + bi = −

n∑
j=1
j 6=i

aij
k
xj + bi − aii

k
xi,

d’où

k+1
xi =

k
ri
aii

+
k
xi,

k+1
ri = −

n∑
j=1
j 6=i

aij
ajj

k
rj .

Pour obtenir cette dernière relation on écrit

k+1
ri = bi −

n∑
j=1

aij
k+1
xj

= bi −
n∑
j=1

aij
k
xj −

n∑
j=1

aij

k
rj
ajj

=
k
ri −

n∑
j=1

aij
ajj

k
rj .

0.1.2 La méthode de Gauss-Seidel

Philip Ludwig von Seidel : mathématicien allemand : Zweibrücken : 1821 -
Munich : 1896.

Cette méthode utilise M = D − E et N = F . D’où B = M−1N =
(D − E)−1 F .
Alors

k+1
x = (D − E)−1 F

k
x +(D − E)−1 b.

Le calcul de l’inverse de D − E peut être évité. Si on écrit (D − E)
k+1
x =

F
k
x +b on obtient

i∑
j=1

aij
k+1
xj = −

n∑
j=i+1

aij
k
xj +bi.

D’où
k+1
xi = − 1

aii

i−1∑
j=1

aij
k+1
xj −

1

aii

n∑
j=i+1

aij
k
xj +

bi
aii
. (1)

On calcule donc itérativement
k+1
xi pour i = 1, . . . , n.

Nous allons introduire des vecteurs intermédiaires
k,i
x tels que

k,i
xj =


k+1
xj si j < i,
k
xj si j ≥ i.
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Le vecteur residu
k,i
r reste égal à b − A

k,i
x . La ième composante de ce vecteur

résidu vaut

k,i
ri = bi −

i−1∑
j=1

aij
k,i
xj −

n∑
j=i+1

aij
k,i
xj −aii

k,i
xi

= bi −
i−1∑
j=1

aij
k+1
xj −

n∑
j=i+1

aij
k
xj −aii

k
xi

= aii
k+1
xi − aii

k
xi d’après (1).

On remarquera que
k,i+1
ri = 0. Donc la modification de la ième composante de

k,i
x revient à annuler la même composante du vecteur résidu. En effet

k,i+1
ri = bi −

i∑
j=1

aij
k,i+1
xj −

n∑
j=i+1

aij
k,i+1
xj

= bi −
i∑

j=1

aij
k+1
xj −

n∑
j=i+1

aij
k
xj = 0 d’après (1).

Enfin

k+1
ri = bi −

n∑
j=1

aij
k+1
xj

= bi −
i−1∑
j=1

aij
k,i
xj −

n∑
j=i

aij
k+1
xj

= bi −
i−1∑
j=1

aij
k,i
xj −

n∑
j=i

aij
k,i
xj −

n∑
j=i

aij (
k+1
xj −

k,i
xj)

=
k,i
ri −

n∑
j=i

aij (
k+1
xj −

k,i
xj)

=
k,i
ri −

n∑
j=i

aij (
k+1
xj −

k
xj).

D’où

k+1
ri =

k,i
ri −

n∑
j=i

aij
ajj

k,j
rj

= −
n∑

j=i+1

aij
ajj

k,j
rj . (2)

Pour résumer ce que fait la méthode de Gauss-Seidel, on peut dire qu’on

passe d’un vecteur
k,i
x à un vecteur

k+1,i
x en ne changeant qu’une composante,
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la ième, de telle sorte que la ième composante du vecteur résidu
k,i+1
r soit nulle.

Lorsque i = n+1, alors
k+1,n
x =

k+1
x . On a

k,1
x=

k
x.

k,i+1
x est calculé par la relation

(1.6).

On remarquera qu’il est nécessaire que D soit inversible (aii 6= 0 ∀i =
1, . . . , n).

Une variante de la méthode de Gauss-Seidel, due à Southwell, consiste à

modifier la composante i du vecteur
k
x qui est telle que | kri|= maxj |

k
rj|. On

obtient donc un nouveau vecteur dont le vecteur résidu a une composante i
nulle. On recommence en cherchant la composante de module maximum du
résidu et ainsi de suite.

Remarque 0.1.15 Le test d’arrêt utilisé dans les méthodes itératives est

‖kr‖
‖ b ‖

≤ ε.

Ce test est lié à l’erreur relative de la façon suivante :

‖kr‖
‖ b ‖

=
‖ A k

e‖
‖ Ax ‖

=
‖ A−1 ‖
‖ A−1 ‖

‖ A k
e‖

‖ Ax ‖
.

Comme ‖ x ‖=‖ A−1Ax ‖≤‖ A−1 ‖ ‖ Ax ‖ et ‖ A k
e‖≤‖ A ‖ ‖ke‖, alors

‖kr‖
‖ b ‖

≤‖ A ‖ ‖ A−1 ‖ ‖
k
e‖
‖ x ‖

= cond A
‖ke‖
‖ x ‖

.

0.1.3 Convergence des méthodes itératives

Nous commencons par donner des proprietés sur certaines matrices et sur la
localisation des valeurs propres.

Théorème 0.1.16 Premier théorème de Gerschgorin-Hadamard. Les valeurs
propres de A appartiennent à l’union des n disques Dk pour k = 1, . . . , n du
plan complexe (λ ∈ ∪nk=1Dk) où Dk, appelé disque de Gerschgorin, est défini
par

| z − akk |≤ Λk =
n∑
j=1
j 6=k

| akj | .

Démonstration.
A λ valeur propre on fait correspondre le vecteur propre u. On peut ramener
la plus grande de ses composantes à la valeur 1.
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Supposons que ce soit la kème composante.
Donc 1 = maxi | ui |=| uk |.
Alors la kème composante de Au = λu s’écrit

(λ− akk)uk =
n∑
j=1
j 6=k

akj uj.

Donc | λ − akk |=|
∑n

j=1
j 6=k

akj uj |≤
∑n

j=1
j 6=k
| akj | | uj |≤

∑n
j=1
j 6=k
| akj |, ce qui

entrâıne λ ∈ Dk.
En fait k n’est pas connu et par conséquent

λ ∈ ∪nk=1Dk.

2

Définition 0.1.17 Une matrice est dite à diagonale dominante si

∀i, 1 ≤ i ≤ n, | aii |≥
n∑
j=1
j 6=i

| aij | .

Une matrice est dite à diagonale strictement dominante si

∀i, 1 ≤ i ≤ n, | aii |>
n∑
j=1
j 6=i

| aij | .

Une matrice est dite à diagonale fortement dominante si cette matrice est à
diagonale dominante et s’il existe au moins un indice i pour lequel

| aii |>
n∑
j=1
j 6=i

| aij | .

Propriété 0.1.18 (Théorème d’Hadamard)
Si une matrice A est à diagonale strictement dominante, alors A est in-

versible.

Démonstration.
On montre que 0 n’est pas valeur propre. Or 0 /∈ ∪nk=1Dk, puisque

| 0− aii |=| aii |>
n∑
j=1
j 6=i

| aij |= Λi.

2
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Théorème 0.1.19 Si A est une matrice à diagonale strictement dominante,

alors la méthode de Jacobi est convergente quel que soit le vecteur initial
0
x.

Démonstration.
A est inversible. De plus | aii |>

∑n
j=1
j 6=i
| aij |=⇒ aii 6= 0.

Pour démontrer la convergence on doit prouver que

ρ(B) < 1 avec B = D−1(E + F ).

Bii = 0,

Bij = −aij
aii

pour i 6= j.

Par conséquent, puisque A est à diagonale dominante,

∀i,
n∑
j=1

| Bij |=
n∑
j=1
j 6=i

| aij |
| aii |

< 1.

D’autre part d’après la propriété 0.1.8 ii,

ρ(B) ≤‖ B ‖∞= max
i

n∑
j=1

| Bij |< 1.

2

De la propriété 0.1.18 on peut déduire trivialement le corollaire suivant :

Corollaire 0.1.20 Si une matrice Q est singulière, alors il existe au moins
un indice j tel que

| qjj |≤
n∑
h=1
h6=j

| qjh | .

Théorème 0.1.21 Théorème de Geiringer. Si la matrice est à diagonale
strictement dominante, alors la méthode de Gauss-Seidel est convergente quel

que soit le choix du vecteur initial
0
x.

Démonstration.
On doit montrer que ρ(B) < 1 avec B = (D − E)−1F . Or pour toute valeur
propre λ de B, B−λI = (D−E)−1 (F −λ(D−E)) est singulière. (D−E) est
bien inversible, car c’est une matrice triangulaire inférieure dont la diagonale
ne contient que des termes non nuls, les ajj. Donc Q = F − λ(D − E) est
singulière.

D’après le corollaire 0.1.20,

∃j tel que | qjj |≤
n∑
h=1
h6=j

| qjh |=
j−1∑
h=1

| qjh | +
n∑

h=j+1

| qjh | .
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Or

qjh =

{
−ajh si j < h,

−λ ajh si j ≥ h.

Par conséquent on a

| λ | | ajj |≤
j−1∑
h=1

| ajh | | λ | +
n∑

h=j+1

| ajh | .

S’il existe une valeur propre telle que | λ |≥ 1, on peut majorer le membre
de droite de l’inégalité ci-dessus par

| λ |
n∑
h=1
h6=j

| ajh |,

ce qui montrerait que A n’est pas à diagonale strictement dominante, d’où une
contradiction et par conséquent | λ |< 1. 2

0.1.4 Les méthodes de relaxation.

Lorsque le vecteur
k
x est connu, ces méthodes déterminent

k+1
xi par

k+1
xi = (1− ω)

k
xi +ω

k+1
xi
∗
, (3)

où ω est un paramètre réel, appelé le facteur de relaxation, et
k+1
xi
∗

est déterminé
par une méthode de Jacobi ou de Gauss-Seidel de la façon suivante :
Avec la méthode de Jacobi on obtient

k+1
xi =

ω

aii

(
bi −

n∑
j=1
j 6=i

aij
k
xj
)

+ (1− ω)
k
xi .

Avec la méthode de Gauss-Seidel on obtient

k+1
xi
∗
= − 1

aii

(i−1∑
j=1

aij
k+1
xj +

n∑
j=i+1

aij
k
xj −bi

)
.

k+1
xi
∗

est donc construit à partir des composantes déjà calculées de
k+1
x et de

celles de
k
x qui doivent être transformées par la suite.

Si ω < 1, on a sous-relaxation.
Si ω > 1, on a sur-relaxation.
Si ω = 1, on retrouve la méthode de Gauss-Seidel ou de Jacobi.
En fait la méthode de Jacobi est peu utilisée dans la méthode de relaxation,
car elle n’apporte aucun gain. Par contre la méthode de Gauss-Seidel améliore
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souvent la rapidité de la convergence.
Avec la méthode de Gauss-Seidel la relation (3) devient

k+1
xi = (1− ω)

k
xi −

ω

aii

(i−1∑
j=1

aij
k+1
xj +

n∑
j=i+1

aij
k
xj −bi

)

= − ω

aii

(i−1∑
j=1

aij
k+1
xj +

n∑
j=i

aij
k
xj −bi

)
+

k
xi .

D’où l’écriture matricielle de cette relation
k+1
x =

k
x −ωD−1(−E k+1

x +(D − F )
k
x −b),

ce qui conduit à

1

ω
(D − ωE)

k+1
x =

1

ω
((1− ω)D + ωF )

k
x +b.

On voit que cette méthode revient à la décomposition

M =
1

ω
(D − ωE),

N =
1

ω
((1− ω)D + ωF ) avec ω ∈ IR− {0}.

Par conséquent

B = M−1N = (D − ωE)−1((1− ω)D + ωF ).

On posera L = D−1E et U = D−1F . Alors

k+1
x = (I − ωL)−1

(
(1− ω)I + ωU

)
k
x +ω(I − ωL)−1D−1b.

On posera enfin Lω = (I − ωL)−1
(
(1− ω)I + ωU

)
.

La convergence de la méthode est toujours liée au rayon spectral de Lω.

Théorème 0.1.22 Pour toute matrice A, le rayon spectral de Lω est supérieur
ou égal à | ω − 1 |.

Démonstration.

det(λ I − Lω) = det(I − ω L)−1 det(λ(I − ωL)− ωU − (1− ω)I).

Or det(I − ωL) = 1.
Donc le polynôme caractéristique p(λ) = det(λ I−Lω) =

∑n
i=0 ai λ

n−i, avec
a0 = 1, est tel que

n∏
i=1

λi = (−1)n
an
a0

= (−1)nan.

Or an = p(0) = det(−(1− ω)I − ωU) = (ω − 1)n. Donc
∏n
i=1 | λi |=| ω − 1 |n.

Enfin ρ(Lω) ≥| λi | ∀i. Donc (ρ(Lω))n ≥ ∏n
i=1 | λi |=| ω − 1 |n. D’où

ρ(Lω) ≥| ω − 1 |. 2
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Corollaire 0.1.23 Pour toute matrice A, une condition nécessaire de conver-
gence de la méthode de relaxation est que

0 < ω < 2.

Démonstration.
Pour avoir ρ(Lω) < 1, il est nécessaire que | ω− 1 |< 1 et donc que 0 < ω < 2.
2

Si A est hermitienne définie positive, alors 0 < ω < 2 est une condition
nécessaire et suffisante pour avoir ρ(Lω) < 1.

Théorème 0.1.24 Si A est hermitienne définie positive, alors une condition
nécessaire et suffisante pour que ρ(Lω) < 1, est que 0 < ω < 2.

Démonstration.
Soit λ une valeur propre de Lω et x le vecteur propre associé.

Lω x = λx = (D − ωE)−1(ωE∗ + (1− ω)D)x,

car F = E∗ (A est hermitienne). Par conséquent

ω E∗ x+ (1− ω)Dx = λ(D − ω E)x,

ω (E∗ x, x) + (1− ω)(Dx, x) = λ((D − ω E)x, x).

Comme A = D − E − E∗,

ω (E∗ x, x) = −ω(Ax, x) + ω((D − E)x, x).

Donc :

ω(Ax, x) = ω((D − E)x, x) + (1− ω)(Dx, x)− λ((D − ωE)x, x)

= (1− λ)((D − ωE)x, x).

ω(Ax, x) = ω(x,Ax) = ω(Ax, x) puisque A est hermitienne.

ω(Ax, x) = (1− λ)((D − ωE)x, x) = (1− λ) (x, (D − ωE)x)

= (1− λ)((D − ωE∗)x, x),

puisque la diagonale d’une matrice hermitienne est réelle, et F = E∗.

= (1− λ)
(
(Dx, x) + (1− ω)(Dx, x)− λ((D − E)x, x)

)
en utilisant l’expression de ω(E∗x, x) trouvée précédement,

= (2− ω)(1− λ)(Dx, x)− λ(1− λ)((D − ωE)x, x).
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On multiplie les deux membres par 1− λ.

(1− λ)ω(Ax, x) = (2− ω) | 1− λ |2 (Dx, x)−
λ(1− λ)(1− λ)((D − ωE)x, x)

= (2− ω) | 1− λ |2 (Dx, x)− λ(1− λ)ω(Ax, x)

en utilisant la valeur trouvée pour ω(Ax, x) = (1− λ)((D − ωE)x, x).
D’où

(1− | λ |2)(Ax, x) =
2− ω
ω
| 1− λ |2 (Dx, x).

Si le procédé est convergent, alors | λ |< 1. Puisque A et D sont définies
positives, on a donc

2− ω
ω

> 0 =⇒ 0 < ω < 2.

Réciproquement, si 2−ω
ω

> 0 et si λ 6= 1 alors 1− | λ |2> 0 et donc | λ |< 1. Le
cas λ = 1 ne peut se produire, car alors ω(Ax, x) = (1−λ)((D−ωE)x, x) = 0.
Par conséquent on aurait (Ax, x) = 0, ce qui est contradictoire avec le fait que
A est définie positive. 2
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CALCUL DES VALEURS ET DES VECTEURS PROPRES

0.2 RAPPELS

Soit A un opérateur de lCn dans lCn.

Définition 0.2.1 On appelle valeur propre de A le nombre λ ∈ lC pour lequel
il existe un vecteur u non nul appartenant à lCn, appelé vecteur propre, tel que

Au = λu. (4)

Le couple (valeur propre, vecteur propre associé à λ) est encore appelé élément
propre (λ, u).

Définition 0.2.2 On appelle spectre de A, noté SpA, l’ensemble des valeurs
propres de A. Le rayon spectral, noté ρ(A), est la plus grande valeur propre
en module.

ρ(A) = max
1≤i≤n

| λi | .

Remarquons que

(7.1)⇐⇒ (A− λ I)u = 0⇐⇒ u ∈ Ker (A− λ I).

Donc l’ensemble des vecteurs propres associés à une même valeur propre λ
forme un sous-espace vectoriel, puisque le noyau en est un.

A− λ I est singulière et donc det(A− λ I) = 0.

Définition 0.2.3 On appelle polynôme caractéristique de la matrice A, le
polynôme de degré n

PA(λ) = det(A− λ I).

Nous avons vu que A − λ I singulière équivaut à det(A − λ I) = 0. Donc
les racines de PA(λ) sont les valeurs propres de la matrice A. Si λ est racine
de PA avec une multiplicité k, on dit que λ est valeur propre de A avec une
multiplicité algébrique k.

Théorème 0.2.4 La dimension du sous-espace propre relatif à une valeur pro-
pre est au plus égal à l’ordre de multiplicité de cette valeur propre.

Démonstration.
Supposons que dim Ker (A − λ1 I) = k. On prend la base u1, . . . , uk de ce
noyau que l’on compléte par n − k vecteurs {ui}, pour i = k + 1, . . . , n, afin
de former une base de IRn.
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Soit U la matrice de vecteurs colonnes ui. Alors A = U B U−1 et donc
det(A − λ I) = det(B − λ I). Or les k premières colonnes de B sont égales à

λ1 ei pour i = 1, . . . , k, où ei est le ième vecteur de la base canonique de IRn.
Par conséquent det(B − λ I) = (λ − λ1)k p(λ), ce qui nous montre que

l’ordre de multiplicité de λ1 est supérieur ou égal à k. 2

Définition 0.2.5 Deux matrices A et B sont dites semblables s’il existe une
matrice inversible S telle que

B = S−1AS.

Théorème 0.2.6 Deux matrices semblables A et B ont les mêmes valeurs
propres. Si u et v sont respectivement les vecteurs propres associés à λ pour
A et B, on a v = S−1u.

Démonstration.
Pour montrer qu’elles ont les mêmes valeurs propres, il suffit de prouver qu’elles
ont le même polynôme caractéristique. Or

B − λ I = S−1 (A− λ I)S.

D’autre part B v = λv =⇒ S−1ASv = λ v =⇒ AS v = λS v. Donc u = Sv.
2

Il y a donc indépendance des valeurs propres de la matrice A vis-à-vis de
la base dans laquelle est représentée la matrice, c’est-à-dire que les valeurs
propres sont intrinséquement liées à l’opérateur linéaire A.

Remarque 0.2.7

detA =
n∏
i=1

λi.

Définition 0.2.8 On appelle trace de A, notée tr(A), la somme des éléments
diagonaux.

tr(A) =
n∑
i=1

aii =
n∑
i=1

λi,

car le développement de det(A− λ I) = (−1)n λn + (−1)n−1λn−1∑n
i=1 aii + . . .

Par conséquent tr(A) est indépendante de la base.

Théorème 0.2.9 Si Au = λu, alors
a) (A− µI)u = (λ− µ)u.
b) Aku = λku, ∀k ∈ N .
c) A−1u = 1

λ
u, si A−1 existe.

d) p(A)u = p(λ)u, ∀p ∈ P.
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Démonstration.
Le a) est évident.

b) A2 u = A (Au) = λAu = λ(λu), et ainsi de suite.
d) Par combinaison linéaire des relations du b), on voit que

p(A)u = p(λ)u, ∀p ∈ P .

c) A−1Au = λA−1u = I u. 2

Le b) montre en plus que tr(Ak) =
∑n
i=1 λ

k
i .

Théorème 0.2.10 (de Cayley-Hamilton)

PA(A) = 0.

Nous avons introduit les vecteurs propres à droite, mais il est possible de
définir des vecteurs propres à gauche.

Les valeurs propres de A∗ sont les conjuguées des valeurs propres de A. En
effet

0 = det(A− λ I) = det(A− λ I)∗ = det(A∗ − λ I).

En particulier les valeurs propres de At sont des valeurs propres de A.
Puisque nous avons A∗ v = λ v avec v 6= 0, alors, en prenant la transposée

conjuguée, on obtient
v∗A = λ v∗.

v est dit vecteur propre à gauche de A relatif à la valeur propre λ.
Par conséquent, si A est hermitienne, les valeurs propres sont réelles et les

vecteurs propres à droite et à gauche sont les mêmes. En effet Au = λu et
u∗A∗ = u∗ A = λu∗. Donc u∗A∗ u = u∗ Au = λu∗ u = λu∗ u. Par conséquent
λ = λ. Enfin u∗ A = λu∗ = λu∗. Donc u est vecteur propre à gauche.

Remarque 0.2.11 Lorsque nous parlerons par la suite de vecteur propre, il
s’agira de vecteur propre à droite.

Théorème 0.2.12 Soit ui un vecteur propre de A associé à λi. Soit vj un
vecteur propre à gauche de A associé à λj.

Si λi 6= λj, alors (ui, vj) = v∗j ui = 0.

Démonstration.
A partir des relations Aui = λiui et v∗j A = λj v

∗
j , on obtient v∗j Aui =

λi v
∗
j ui = λj v

∗
j ui en multipliant la première relation à gauche par v∗j et la

seconde à droite par ui. D’où, si λi 6= λj, on a v∗j ui = 0. 2

Faisons maintenant quelques rappels sur la diagonalisation des matrices.
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Définition 0.2.13 On dit que A est diagonalisable, s’il existe une matrice
inversible P telle que B = P−1AP soit diagonale.

La diagonale de B contient les valeurs propres de A et les colonnes de P

sont les vecteurs propres de A. Puisque PB = AP , alors si uj = jème colonne
de P , on trouve

Auj = bjj uj,

ce qui prouve que bjj = λj et uj est vecteur propre associé à λj.

Cette propriété annonce le résultat qui sera démontré ci-après : A est
diagonalisable si et seulement s’il existe une base de vecteurs propres.

Théorème 0.2.14 Les vecteurs propres associés à des valeurs propres dis-
tinctes sont linéairement indépendants.

Démonstration.
Soient λ1, . . . , λs, s valeurs propres distinctes et u1, . . . , us les s vecteurs propres
associés.

On effectuera une démonstration par récurrence. u1 est non nul. Il est donc
linéairement indépendant. Pour k < s, on supposera que les vecteurs pro-
pres u1, . . . , uk, associés à λ1, . . . , λk, sont linéairement indépendants. Prenons
l’élément propre (λk+1, uk+1) et supposons que uk+1 =

∑k
i=1 αi ui. Alors

Auk+1 = λk+1 uk+1 =
k∑
i=1

αiAui = λk+1

k∑
i=1

αi ui =
k∑
i=1

αi λi ui.

Par conséquent
∑k
i=1(λk+1 − λi)αi ui = 0.

L’indépendance de u1, . . . , uk entrâıne que (λk+1 − λi)αi = 0 et donc que
αi = 0 pour i = 1, . . . , k. 2

Théorème 0.2.15 A est diagonalisable si et seulement si A possède n vecteurs
propres linéairement indépendants (il existe donc une base de vecteurs propres).

Démonstration.
Aui = λi ui, pour i = 1, . . . , n. Soit S la matrice dont les colonnes sont les ui.

S = (u1, . . . , un).

Alors AS = S D.
Si S est inversible, ce qui n’est vrai que si et seulement si les vecteurs

propres sont indépendants, alors A = S DS−1 et A est diagonalisable. 2

Corollaire 0.2.16 Si toutes les valeurs propres sont distinctes, A est diago-
nalisable.
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Démonstration.
Le théorème 0.2.14 prouve que tous les vecteurs propres sont linéairement
indépendants et le théorème 0.2.15 permet de conclure que A est diagonalisa-
ble. 2

Théorème 0.2.17 Soit A une matrice diagonalisable . On note λj, Uj et Vj
respectivement une valeur propre de A, le sous-espace propre à droite associé
à λj et le sous-espace propre à gauche associé à λj. Alors pour toute valeur
propre λi de A, on peut associer à tout vecteur propre à droite u de Ui un
vecteur propre à gauche v de Vi tel que v∗ u = 1.

Démonstration.
Démontrons cette propriété par l’absurde. Supposons qu’il existe u ∈ Ui, u 6= 0
tel que ∀v ∈ Vi, on ait v∗ u = 0. Nous avons également v∗j u = 0 quel que soit
le vecteur propre à gauche vj associé à une valeur propre λj distincte de λi.
Or les vecteurs propres à gauche forment une base. On peut exprimer u dans
cette base et donc les relations précédentes conduisent à u∗ u = 0, ce qui est
impossible. 2

Remarque 0.2.18 En particulier dans le cas où A est hermitienne, nous
avons

v∗i ui = u∗i ui =‖ ui ‖2
2 6= 0.

Remarque 0.2.19 Dans le cas où A n’est pas diagonalisable, on ne peut rien
dire sur v∗ u.
Exemple :

A =
(

1 1
0 1

)
.

1 est valeur propre double. Le sous-espace propre à droite associé est de di-
mension 1 et est généré par le vecteur u = e1, premier vecteur de la base
canonique de IR2. e2 est le vecteur propre à gauche v de norme euclidienne 1.
D’où v∗ u = e∗2 e1 = 0.

Remarque 0.2.20 Si A est une matrice hermitienne, alors il existe une base
de vecteurs propres {ui} tels que u∗i uj = δij.

0.3 METHODE DE DETERMINATION DIRECTE DU
POLYNOME CARACTERISTIQUE

Cette méthode est donnée uniquement à titre de culture générale, car elle est
instable. De plus, pour connâıtre les valeurs propres il est nécessaire d’utiliser
des méthodes d’obtention des racines d’un polynôme.
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Nous exposerons la méthode de Souriau-Fadeev qui est une modification
d’une méthode due à Leverrier.

On pose 

A1 = A a1 = trA1 B1 = A1 − a1I.

A2 = B1A a2 = 1
2
trA2 B2 = A2 − a2I.

. . .

An = Bn−1A an = 1
n
trAn Bn = An − anI.

(5)

Théorème 0.3.1 Bn = 0 et

PA(λ) = (−1)n(λn − a1λ
n−1 − · · · − an−1λ− an).

Démonstration.
Supposons que le polynôme caractéristique s’écrive

PA(λ) = (−1)n(λn − c1λ
n−1 − · · · − cn−1λ− cn).

On démontre par récurrence que ck = ak.

c1 =
n∑
i=1

λi = trA = trA1 = a1.

Supposons que ci = ai pour i = 1, . . . , k − 1 et montrons que ck = ak. Grâce
aux relations (5) il est simple de voir que

Ak = Ak − a1A
k−1 − a2A

k−2 − · · · − ak−1A.

Puisque ci = ai pour i = 1, . . . , k − 1, nous avons

Ak = Ak − c1A
k−1 − c2A

k−2 − · · · − ck−1A.

Par conséquent

trAk = trAk − c1 trA
k−1 − c2 trA

k−2 − · · · − ck−1 trA = kck.

en utilisant les relations de Newton entre les coefficients d’un polynôme et ses
racines

kck =
n∑
i=1

λki − c1

n∑
i=1

λk−1
i − · · · − ck−1

n∑
i=1

λi pour k = 2, . . . , n

et c1 =
∑n
i=1 λi. Mais (5) nous donne aussi trAk = kak. Donc ak = ck. Enfin

Bn = An − anI = PA(A) = 0 d’après le théorème de Cayley-Hamilton. 2
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Remarque 0.3.2 Puisque Bn = 0, nous avons

An = anI = Bn−1A.

Donc Bn−1 = anA
−1, ce qui nous permet d’obtenir également l’inverse de A

par cet algorithme.

Cette méthode de Souriau-Fadeev rend par contre de grands services pour
les programmes de calcul formel de l’inverse d’une matrice.

0.3.1 La méthode de Jacobi

La méthode de Jacobi s’applique à une matrice A réelle symétrique. On peut
mettre en oeuvre une méthode de décomposition en n’utilisant que les matrices
Bk et leurs inverses. Les matrices Bk seront les matrices orthogonales de
rotation plane dans le plan (ep, eq), où ep et eq sont respectivement les pème
et qème vecteurs de la base canonique de IRn :

Bk =



1
. . . 0

1
cos θ · · · · · · · · · − sin θ

1

0
. . . 0

1
sin θ · · · · · · · · · cos θ

1

0
. . .

1



,

tous les autres éléments étant nuls.
On formera Ak+1 = BT

k Ak Bk ∀k ∈ IN. Puisque Bk est orthogonale, alors
toutes les matrices Ak obtenues à partir de A seront symétriques.

Lorsqu’on passe de Ak à Ak+1, seuls sont modifiés les éléments des lignes

et des colonnes p et q. Si on note a
(k)
ij les éléments de Ak, nous obtenons les

éléments a
(k+1)
ij suivants pour Ak+1 :

a
(k+1)
ij = a

(k)
ij pour i, j 6= p, q,

a
(k+1)
ip = a

(k)
ip cos θ + a

(k)
iq sin θ pour i 6= p, q,

a
(k+1)
iq = −a(k)

ip sin θ + a
(k)
iq cos θ pour i 6= p, q,

a(k+1)
pp = a(k)

pp cos2 θ + 2 a(k)
pq sin θ cos θ + a(k)

qq sin2 θ,

a(k+1)
qq = a(k)

pp sin2 θ − 2 a(k)
pq sin θ cos θ + a(k)

qq cos2 θ,
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a
(k+1)
pj = a

(k)
pj cos θ + a

(k)
qj sin θ pour j 6= p, q,

a
(k+1)
qj = −a(k)

pj sin θ + a
(k)
qj cos θ pour j 6= p, q,

a(k+1)
pq = (a(k)

qq − a(k)
pp ) sin θ cos θ + a(k)

pq (cos2 θ − sin2θ) = a(k+1)
qp .

Le but est d’annuler a(k+1)
pq et a(k+1)

qp , d’où le choix de l’angle θ.
La divison de la relation précédente par − cos2 θ donne

(a(k)
pp − a(k)

qq )tgθ = a(k)
pq (1− tg2θ).

Ensuite

tg2θ =
2 tgθ

1− tg2θ
=

2 a(k)
pq

a
(k)
pp − a(k)

qq

= τ

conduit à | θ |≤ π
4
. Si a(k)

pp = a(k)
qq , on prendra θ = π

4
. Enfin les relations

trigonométriques suivantes :

cos2 2 θ =
1

1 + tg22θ
et cos2 θ =

cos 2 θ + 1

2

permettent d’obtenir les valeurs de cos θ et de sin θ.

cos θ =
1√
2

(1 +
1√

1 + τ 2
)
1
2 ,

sin θ = signe τ
√

1− cos2 θ.

On peut remarquer que le calcul de a(k+1)
pp et a(k+1)

qq peut se simplifier. En effet

a(k+1)
pp = a(k)

pp cos2 θ + 2 a(k)
pq sin θ cos θ + a(k)

qq sin2 θ

= a(k)
pp + (2 a(k)

pq cos2 θ + (a(k)
qq − a(k)

pp ) sin θ cos θ)
sin θ

cos θ
= a(k)

pp + a(k)
pq tgθ

en utilisant la relation qui permet l’annulation de a(k+1)
pq .

De la même façon on obtient

a(k+1)
qq = a(k)

qq − a(k)
pq tgθ.

p et q varient à chaque itération. Donc a(k)
pq et a(k)

qp qui avaient été annulés
lors de la (k− 1)ème itération ne le seront plus obligatoirement après la kème
itération. Cependant en itérant le procédé pour tous les couples (p, q) avec
p 6= q on arrive peu à peu à annuler tous les éléments extradiagonaux. La
matrice Ak convergera donc vers une matrice diagonale semblable à A dont les
valeurs propres seront sur la diagonale.

Nous allons maintenant démontrer la convergence. Posons

N(Ak) =
n∑

i,j=1
i6=j

(a
(k)
ij )2.
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Théorème 0.3.3
N(Ak+1) = N(Ak)− 2 (a(k)

pq )2.

Démonstration.
Le calcul de Ak+1 ne modifie que les éléments des lignes et des colonnes p et q
de Ak. D’autre part les matrices sont symétriques ; par conséquent la variation
de N(Ak+1) par rapport à N(Ak) est égale à deux fois la variation due aux
colonnes (ou aux lignes) p et q.

Les relations précédentes donnent
n∑

i=1
i 6=p,q

((a
(k+1)
ip )2 + (a

(k+1)
iq )2) =

n∑
i=1

i6=p,q

(
(a

(k)
ip )2 cos2 θ + 2 a

(k)
ip a

(k)
iq sin θ cos θ +

(a
(k)
iq )2 sin2 θ + (a

(k)
ip )2 sin2 θ −

2 a
(k)
ip a

(k)
iq sin θ cos θ + (a

(k)
iq )2 cos2 θ

)
=

n∑
i=1

i6=p,q

((a
(k)
ip )2 + (a

(k)
iq )2)

ce qui entrâıne que

N(Ak+1)− 2 (a(k+1)
pq )2 = N(Ak)− 2 (a(k)

pq )2.

Or θ est choisi de sorte que a(k+1)
pq = 0, d’où le résultat. 2

Le théorème précédent montre que

0 ≤ N(Ak+1) ≤ N(Ak).

La suite {N(Ak)} est donc une suite décroissante bornée inférieurement et par
conséquent elle est convergente.

Il est simple de trouver sa limite quand on adopte le choix (fait par Jacobi)
de p et q qui correspond à l’élément extradiagonal de plus grand module.
Puisque | a(k)

pq |= maxi 6=j | a(k)
ij |, on a N(Ak) ≤ (a(k)

pq )2Ne, où Ne est le
nombre de termes extradiagonaux. Ce nombre vaut n2 − n, d’où N(Ak) ≤
(n2 − n)(a(k)

pq )2.
Le théorème 0.3.3 donne donc

N(Ak+1) ≤ N(Ak)−
2

n2 − n
N(Ak) = (1− 2

n2 − n
)N(Ak).

Si on pose a = 1 − 2
n2−n , alors 0 ≤ a < 1 dès que n ≥ 2. Donc N(Ak+1) ≤

ak+1N(A), ce qui démontre que limk→∞N(A) = 0. La matrice A∞ est par
conséquent diagonale et semblable à A. Ses vecteurs propres zi sont les vecteurs
de base ei et donc, d’après le 3) de la remarque 7.6.1, les vecteurs propres de
A sont les colonnes de la matrice

P∞ = lim
k→∞

B0B1 . . . Bk.
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EXERCICES:

Exercice 1:

Pour résoudre le système Ax = b, on considère la méthode itérative suiv-
ante:
x0 ∈ lCn et xk+1 = xk + α(b− Axk), k ∈ IN où α > 0 est donné
On suppose de plus que A est à diagonale strictement dominante sur les lignes
et que aii > 0 pour tout i = 1, ..., n
Montrer que si 0 < α ≤ 1/max{aii, i = 1, . . . , n}, la méthode itérative est con-
vergente

Exercice 2:

Soit A = (aij)i,j=1,...,n à coefficients réels, on suppose que:
1) aij ≤ 0, ∀i, j = 1, . . . , n, i 6= j
2) aii > 0, ∀i = 1, . . . , n
3)
∑n
i=1 aij = 0, ∀j = 1, . . . , n

I-Soit λ ∈ IR∗+ et pour x ∈ IRn, on définit

||x||A =
∑n
i=1 aii|xi|

1. Montrer que ||.||A est une norme sur IRn

2. Montrer que A+ λ.I est inversible

II-On considère le système linéaire (A+ λ.I)u = b . . . (1)

1. Ecrire l’algorithme itérative de Jacobi pour ce système.
2. Montrer que la suite (u(k)) définie par l’algorithme vérifie:

||u(k+1) − u(k)||A ≤ (1/1 + α)k||u(1) − u(0)||A

où α = mini(aii)
3. Montrer que la suite (u(k)) est de Cauchy et qu’elle converge vers la solution
de (1)
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Exercice 3:

Soit A une matrice carrée à coefficients complexe telle que ρ(A) < 1 ,I la
matrice identité.
On pose: Bm = I + A+ . . .+ Am

Montrer que:

(I − A) est inversible et que limm→+∞Bm = (I − A)−1

Exercice 4:

Soit ||.|| une norme matricielle et B une matrice carrée à coefficients réels
telle que ||B|| < 1. Montrer que:
1. I +B est inversible
2. ||(I +B)−1|| ≤ 1/1− ||B||
3. En déduire que si I +B est singulière, alors ||B|| ≥ 1

Exercice 5:

Soit A une matrice carrée d’ordre n, A = (aij)i,j=1...,n régulière et b ∈ rrmn

On veut résoudre le système linéaire Ax = b, on note D la matrice diagonale
d’éléments (aii)i=1...,n

Pour α 6= 0, soit la méthode itérative définie par:

x(k+1) = (I − α.D−1A)x(k) + α.D−1b..........(1)

1. Montrer que si la méthode (1) converge, sa limite est solution du système
Ax = b

2. Exprimer les coefficients de la matrice D−1A en fonction de ceux de A

3. On suppose que 0 < α ≤ 1 et que A est à diagonale strictement domi-
nante

3.1. Montrer que ||I − α.D−1A||∞ < 1

3.2. En déduire que la méthode itérative (1) est convergente

4. Que peut-on dire du cas α = 1
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Exercice 6:
Soit A une matrice carrée d’ordre n à coefficients dans lC et inversible
pour A0 donnée, on définit la suite (Ak) par:

Ak+1 = 2Ak − Ak.A.Ak, pourk ∈ IN

1.Montrer que la suite (Ak) converge vers A−1 si et seulement si ρ(I−A.A0) < 1

2.Montrer que A−1 − Ak+1 = (A−1 − Ak).A.(A−1 − Ak)

3.Montrer que dans ce cas:

∃M > 0 tel que ||Ak+1 − A−1|| ≤M ||Ak − A−1||2, k ∈ IN

Exercice 7:

Soit A = (aij)i,j=1,...,n à coefficients réels définie par:

aii = i + 1, i = 1, ..., n. ai+1,i = 1, i = 1, ..., n − 1. ai,i+1 = −i, i =
1, ..., n− 1
Les autres termes étant nuls, et soit le système linéaire Ax = b

1. Montrer que la Méthode de Jacobi peut s’écrire sous la forme

x(k+1) = (I −D−1A)x(k) +D−1b

2. Calculer La Matrice d’itération de Jacobi pour ce système

3. Montrer que son rayon spectral est inférieur à 1

4. Calculer la matrice d’itération G de Gauss-Seidel

5. Montrer que le polynôme caractéristique de G s’écrit:

PG(λ) = λn.det(I − L− 1
λ
U) avec L = D−1E et U = D−1F
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Exercice 8:

Soit A ∈M3(IR) définie par: A = I − E − F avec:

E =

 0 −2 0
−1 0 0
0 0 0

 F =

 0 0 0
0 0 0
−1 −1 0

 I =

 1 0 0
0 1 0
0 0 1


1. Montrer que A est inversible
2. Soit 0 < ω < 2, montrer que ((1/ω).I − E) est inversible ssi ω 6=

√
2/2

Pour 0 < ω < 2 et ω 6=
√

2/2, on considère la méthode itérative (pour résoudre
Ax = b) suivante:

((1/ω).I − E)X(n+1) = (F + ((1− ω)/ω).I)X(n) + b

Posons Lω = ((1/ω).I − E)−1(F + ((1− ω)/ω).I)
3. Calculer en fonction de ω les valeurs propres et le rayon spectral de Lω
4. Pour quelles valeurs de ω la méthode est-elle convergente?
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