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Introduction

La notion des opérateurs complétement continus joue un role fondamental
dans la théorie des équations différentielles ordinaires, si 'opérateur en ques-
tion n’est pas complétement continu, I’équation différentielle n’admet pas
nécessairement une solution. Alors, il s’est avéré avantageux de mesurer la
déviation d’'un opérateur continu a un opérateur complétement continu, un

moyen pour le faire est d’introduire la notion d’opérateurs condensés.

Un opérateur condensé est un opérateur dans lequel I'image d’un en-
semble est plus compacte que ’ensemble lui méme, dans un certain sens.
Pour mesurer le degré de noncompacité, on introduit des fonctions appelées
"Mesures de noncompacité", elles sont définies de sorte qu’elles soient sta-
bles par passage a la couverture convexe fermée d’un ensemble borné. Les
MNCs de Hausdorff et de Kuratowski donnent des exemples concrets des
MNCs. En se basant sur cette notion, un opérateur condensé est un opéra-
teur qui démunie la mesure de noncompacité d’un ensemble qui n’est pas
relativement compact. Les premiers exemples sont fournis par les opérateurs
complétement continus, les contractions et la somme de ces opérateurs avec
des mesures de noncompacité convenables.

Au cours d’étude des propriétés des opérateurs condensés, une grande
ressemblance aux opérateurs complétement continus a été remarquée; la no-

tion d’indice du point fixe a trouvé son essor dans cette théorie. L’indice
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d’un opérateur condensé est défini et posséde les mémes propriétés connues
dans la théorie classique de 'indice. Les résultats obtenus sont hérités de
ceux des opérateurs complétement continus. La facon dans laquelle I'indice
est défini ne joue aucun role dans les applications, ce qui est fondamental est
le fait que cet indice est bien défini et posséde des propriétés particuliéres.
Le traitement de la notion de mesure de noncompacité est fait en premier
chapitre, en donnant les définitions des différentes mesures de noncompac-
ité et les principaux résultats connus. En deuxiéme chapitre, nous avons
défini les opérateurs condensés et leurs propriétés élémentaires. Le troisiéme
chapitre est consacré a I’étude d’indice du point fixe, en exposant sa con-
struction, son existence et nous verrons l’extension des propriétés d’indice
du point fixe des opérateurs complétement continus. Finalement, en qua-
trieme chapitre, nous traitons le probléme d’existence d’une solution d’une
équation différentielle ordinaire dans un espace de Banach quelconque, en

exploitant les résultats obtenus dans les premiers chapitres.



Apercu historique

En 1930, dans son article "Sur les espaces complets", C.Kuratowski intro-
duisait la premiére mesure de noncompacité, notée «, dans ses travaux en
topologie, pour donner une généralisation du théoréme de Cantor. En 1955,
G.Darbo définissait la notion d’opérateur a-condensé et il démontrait son
célébre théoréme du point fixe qui étend le théoréme classique de Schauder
et le principe de contraction de Banach.

L.S.Goldenstein, I.Goh’berg et A.S.Markus introduisaient la mesure de
noncompacité de Hausdorff, notée y, en 1957. Ils donnaient des formules
pour calculer y dans les espaces de Banach et ils prouvaient que la mesure de
noncompacité y de la boule unité égale a 'unité dans un espace de dimension
infinie. Indépendamment, la définition générale de mesure de noncompacité

avait été introduite par B.N.Sadovskii.

En 1967, B.N.Sadovskii, de sa part, définissait la notion des opérateurs
condensés par rapport a la mesure de noncompacité de Hausdorff, et plus
tard il les généralisait aux familles des opérateurs condensés. Les propriétés
des MNCs et des opérateurs condensés étaient étudiées par plusieurs au-
teurs, citons par exemples: B.N.Sadovskii, R.D.Nussbaum, L.S.Goldenstein,

[.Goh’berg et A.S.Markus...

Il est surprenant que les travaux de Kuratowski et Darbo restaient in-

connus un longtemps. L.S.Goldenstein, I.Goh’berg et A.S.Markus qui con-
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struisaient la théorie des mesures de noncompacité des ensembles bornés en
1957-1965, ne savaient pas de ces travaux. Néanmoins, ces travaux com-
mencaient & se dévoiler dés 1967 par Ambrosetti, Szufla, Furi, Vignoli, Nuss-
baum, Petryshyn et autres.

Le concept d’ensemble fondamental était introduit par M.Krasnosel’skii,
P. Zabreiko et V. Strygin dans le but d’englober les point fixes des opéra-
teurs. Par la suite, M. A. Krasnosel’skii, P. P. Zabreiko, A. S. Potapov, V.
V Obukhovskii, R. R. Akhmerov, M. I. Kamenskii, B. N. Sadovskii et autres
définissaient 'indice du point fixes des opérateurs condensés et autres classes

d’opérateurs et étudiaient leur propriétés élémentaires.



Chapter 1

Mesures de noncompacité

1.1 Préliminaires

Dans cette section, nous introduisons les principaux outils qui seront utiles

dans toute la suite de ce travail.

Définition 1.1.1. Soient E un espace de Banach et A un sous ensemble de

E. On appelle diamétre de A
diam(A) = sup{||x — y|| : z,y € A}.

Si A est borné, alors diam(A) < co. On pose par convention diam(A) =0

(resp. oo) si A =) (resp. A est non borné).

Proposition 1.1.1 ([10]; page 56). Soient E un espace de Banach et A, B C
E. Alors

1. St A C B alors diam(A) < diam(B);
2. diam(AA) = |N|diam(A), pour tout réel \;
3. diam(xo + A) = diam(A), pour tout élément xo € E;

7



8 Mesures de noncompacité
4. diam(A + B) < diam(A) + diam(B);
5. diam(co(A)) = diam(A).

Preuve. On se limite de démontrer la 5°™¢ assertion.
On a diam(A) < diam(co(A)). Il reste & montrer I'inégalité inverse. Soient

x,y € co(A), alors

x:Z)\iwi avec r; € Aji=1,---,m, \; € [0,1] et Z)\izl

i=1 =1
et
y:Z,ujyjaveCijA;j:L"‘7n7ﬂj€[071]et Z/“szl
i=1 =1
On a

e =yl = []D_ Nwi =D wyysl]
i=1 Jj=1
2N (Z uj> =) (Z Ai) HiYi
i=1 j=1 j=1 \i=1
oD Aullz =yl

<
i=1 j=1
i=1 j=1
= diam(A)

et par suite diam(co(A)) < diam(A).
c.q.f.d.

Définition 1.1.2. Soient E un espace métrique et A un sous ensemble de

E.

1. Un ensemble A. C E est dit e-réseau de A si A C |J, 4. B(z,€), ot B

est la boule unité ouverte dans E.
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2. L'ensemble A est dit précompact' si pour tout ¢ > 0, il existe un e-

réseau fini de A.
3. L’ensemble A est dit relativement compact si A est compact.

Théoréme 1.1.1. Soit E un espace métrique complet. Une partie A C E

est relativement compacte si et seulement si elle est précompacte.

1.2 Mesures de noncompacité de Kuratowski et

de Hausdorff

Dans cette section, nous définissons les MNCs de Hausdorff et de Kuratowski
et leurs propriétés élémentaires. Dans toute la suite, on considére E un espace

de Banach et 2 un sous ensemble de F.

Définition 1.2.1 ([2]; page 1). La mesure de noncompacité (MNC) de Kura-
towski o (2) d’un ensemble borné S est la borne inférieure des nombres d > 0
tel que ) soit recouvert par un nombre fini d’ensembles de diamétre inférieur

ou éqgal a d.
Il est facile de voir que 0 < «(Q) < diam(52).

Définition 1.2.2 (|2|; page 2). La mesure de noncompacité de Hausdorff
X(2) d’un ensemble borné S est la borne inférieure des nombres € > 0 tel

que ’ensemble ) ait un e-réseau fini dans E.
Remarque 1.2.1.

1. Le fait que ) est borné assure l’existence des MNCs de Kuratowsk: et

de Hausdorff (car, il existe toujours une boule contenant §), et le centre

LOn dit aussi que A est totalement borné.
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de cette boule constitue un r-réseau de §2, ot r est le rayon de cette

boule). Alors ces définitions ont bien un sens.

2. Dans la définition de MNC' de Hausdorff, au lieuw d’un e-réseau fini, on

peut parler d’un e-réseau relativement compact.

Les MNCs a et x possédent de nombreuses propriétés, les plus impor-
tantes sont énumérées dans la proposition suivante et certaines autres seront

mentionnées au fur et a mesure de leurs utilités.

Proposition 1.2.1 (|2]; page 2). Soient E un espace de Banach et 2,1, Qs C
E des ensembles bornés. On note ¢ la MNC de Kuratowski ou de Hausdorff.

Alors 1 vérifie les propriétés suivantes:

~

. Régularité: ¢ (Q) =0 si et seulement si Q est relativement compact;
2. Non-singularité: () = 0 si Q est un singleton;

3. Monotonie: si €y C Qo alors (1) < ¥(Qs);

4. Semi-additivité: {Q U Qe} = max{(), () };

5. Semi-homogénéité: (1) = |t|(Q) pour tout réel t;

6. Semi-additivité algébrique: (2 + Qa) < () + P (Qa);

7. Invariance par translation: ¥(Q + x¢) = ¥(Q), pour tout zy € E.

Preuve. On démontre cette proposition seulement pour la MNC «. La

preuve est similaire pour Y.

1. Supposons que {2 est relativement compact , alors d’aprés le théoréme
(1.1.1), Ve > 0, il existe une famille finie{xy, -+, zx.} d’éléments de

E telle que Q C Uj\[:fl B(z;,¢). Alors a(2) = 0. Réciproquement, si
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a(Q) = 0, d’aprés le méme théoréme, on conclut que € est relativement

compact.
2. Tout singleton est relativement compact.

3. Soit {Q% -+ Q2} un recouvrement de Qy tel que diam(Q?) < d,i =
1,---,n alors il est clair que c’est un recouvrement de {2; et par suite

Oé(Ql) S O[(QQ).

4. Posons 2 = O U Qy et a = max{a(Q),a(Qs)}. Comme Q; C Qi =
1,2, d’aprés la monotonie de « on aura a(£2;) < a(Q2), donc a < a(1Q).
Réciproquement, montrons que «(2) < a. Pour tout € > 0, et pour
tout €, il existe un recouvrement {Qf,---,Q7 } de Q; tel que
diam(Q) < () +e <a+e pouri=12etj = 1,---,n;. Re-
marquons que ces ensembles Q; forment un recouvrement de 2, alors

a(Q) < a+ ¢, et par suite a(Q2) < a puisque ¢ est arbitraire.

5. est trivial pour t = 0. Si t # 0, alors
a(tQ) = inf{d>0:QC | diam(Q;) < d}
i=1
= inf{d>0:QC CJ 1QZ |t|diam(1§2i) < d}
= inf{d>0:QC O 1Q, diam(lﬁi) < ial}
=t t

It

"1 1 1
= inf{jt|d >0:Qc | 7 diam (<) < d'}d = —d
=1

i3
= [tla(92).

6. Soit {Qf,---,QL} un recouvrement de Q; et {Q% --- ,Q2} un recou-

vrement de 5. Alors les ensembles ) + QF forment, un recouvrement
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de Q4 + Qy, de plus diam (4 + Q) < diam(Qy) + diam(§s) et par
suite Oz(Ql + Qg) S O{(Ql) + &(QQ).

7. La propriété se déduit du fait que diam(Q2 + x¢) = diam(f2).
c.q.f.d.

Théoréme 1.2.2 ([12]; page 74). La MNC de Hausdorff est invariante par

passage & la fermeture et a la couverture convexe, i.e.

X(Q) = x[eo(Q)] = x ().

Preuve. Si S est un e-réseau fini de Q) alors S est aussi un e-réseau
fini de €2, d’ou l'invariance de x par passage a la fermeture. D’autre part,

co S est un e-réseau compact de cof). En effet, Soit € > 0 tel que ’ensemble

S ={xy, 29, -+ ,x,} constitue un e-réseau fini de 2. Si y € co(Q?), alors
y=> Ay, ME0,1,D N=1y ). (1.1)
i=1 i=1

Comme y; € Q, il existe z; € S tel que ||y; — 2;]| < e. Posons z =Y | Ny,
ot les coefficients \;, (i = 1,2, --- ,n) sont les mémes définis dans (1.1). Alors

T € coS et on a

|y — || < Z/\szz —yil| <e.
i=1

On déduit que I'’ensemble compact coS est un e-réseau de cof).
c.q.f.d.

Théoréme 1.2.3 ([2]; page 3). Soient E un espace de Banach et B sa boule
unité. Si E est de dimension finie, alors a(B) = x(B) = 0, dans le cas

contraire a(B) = 2, et x(B) = 1.
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Preuve. En dimension finie, B est relativement compacte. Comme les
MNCs « et y sont invariantes par passage a la fermeture et sont réguliéres,
alors a(B) = x(B) = 0.

Si dim(FE) = oo. Commencons par la MNC y. Le centre de la boule B
forme un 1-réseau de B, alors x(B) < 1. Supposons que x(B) = ¢ < 1. Soit
e >0 tel que g +¢ < 1, et soit {z1, -+ ,x,} un (¢ + £)-réseau de B:

B C O[xz + (¢ +¢)B].

i=1
De la monotonie, la semi-additivité, I'invariance par translation et la semi-

homogénéité de Y, il s’ensuit

q=x(B) <(q¢+e)x(B) =qlqg+e).

D’ott x(B) = ¢ =0, i.e. B est relativement compact, mais ceci est impossible

puisque E est de dimension infinie.



14

Mesures de noncompacité



Chapter 2

Les opérateurs condensés

2.1 Définition et propriétés générales

Définition 2.1.1 (|2]; page 21). Soit E un espace de Banach.

1. Un opérateur continu f : D(f) C E — E est dit x-condensé si pour tout
Q C D(f), xIf(Q)] > x(Q) implique Q2 est relativement compact. Ou
d’une maniére équivalente, Un opérateur continu f : D(f) C E — FE
est dit x-condensé si pour tout Q@ C  D(f), qui n'est relativement

compact, on a

XL ()] < x(9).
2. Un opérateur continu f est dit (q, x)-condensé si pour tout Q C D(f):

X[F ()] < qx ().

Proposition 2.1.1. On a:

(i) Tout opérateur (q,x)-condensé avec q < 1 est x-condensé.

(i1) Soient fi un opérateur (qu, x)-condensé et fo un opérateur (g, x)-condensé

alors Uopérateur fo o f1 est (q1qq, X)-condenseé.

15
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(111) Soient fi un opérateur (qu, x)-condensé et fo un opérateur (qq, x)-condensé,

alors la somme fi + fo est un opérateur (q1 + qo, X)-condensé.

(iv) Soient fi et fy deux opérateurs x-condensés et soit X € [0,1]. Montrer

que Uopérateur fr = \fi1 + (1 — \) fo. est x-condensé.
Preuve.
(i) Evidente.
(17) 11 est claire que x[(f2 0 f1)(2)] < @x[f1(Q)] < G1g2x(Q).

(24i) Comme (f1 + f2)(Q2) C f1(2) + f2(£2), de la monotonie et de la semi-

additivité algébrique de x nous obtenons
X[+ 2) Q)] < x[fA Q)+ L2(92)] < x[AEQ)]+x[F()] < (gi+g2)x(Q).
Evidente.

c.q.f.d.

Nous terminons ce chapitre par un théoréme qui est utilisé dans I'étude

des équations différentielles dans les espaces de Banach de dimension infinie.

Théoréme 2.1.1 ([1]; page 555). Soient Ey et Ey deuz espaces de Banach,
M C E; un sous ensemble borné et f : M — FEy un opérateur continu.
Supposons que:
(i) f admet une représentation diagonale f(x) = ®(x,z) ot & : M X Ey — Ey;
(1) Pour tout y € Es, l'ensemble (M x {y}) est relativement compact;

(11i) Pour tout x € M opérateur ®(z,-) est q-Lipschitzien.

Alors Uopérateur f est (q, x)-condensé.
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Preuve. Nous devons montrer que pour tout ensemble 2 C M,

X[ ()] < gx(©). (2.1)

Soit S un [x(2) + €]-réseau fini de Q dans E;. Considérons I’ensemble S =
O(2x S). Puisque (M x {y}),y € S est relativement compact , ’ensemble
S1 est relativement compact, comme étant une réunion finie d’ensembles
relativement compacts. Montrons maintenant que Sy est un ¢[x(Q2) + ¢]-
réseau de f(Q) dans Es. Soit z € f(Q), 1.e. z = f(x,z),z € Qetsoitye S
tel que ||z — y|| < x() +¢&. Alors I'élément 2; = ®(z,y) € S; et

21 = 2[| = [[®(z, y) = Pz, 2)|] < qllr =yl < g[x(Q) +<].
Puisque € est arbitraire nous obtenons l'inégalité voulue.
c.q.f.d.

Corollaire 2.1.2 ([1]; page 555). Sous les hypothéses du théoréme précédent,

si q < 1 Uopérateur [ est x-condensé.
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