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Correction de l'examen degré Topologique

Exercice1 :

Soit Ω l'intérieur du domaine du plan limité par le carré dé�ni par les droites y = x + 1, y =
x− 1, y = −x+ 1, y = −x− 1 et la fonction f : R2 → R2 dé�nie par f(x, y) = (|x|+ |y|, 0)

(1) (i) (1 points)
(ii) Calculons f−1(0R2) (1 points)

(x, y) ∈ f−1(0R2) ⇔ f(x, y) = 0R2

⇔ (|x|+ |y|, 0) = 0R2

⇔ |x|+ |y| = 0

⇔ (x, y) = 0R2 .

Donc
f−1(0R2) = 0R2

(iii) Montrons que f(∂Ω) est une constante (3 points)

(x′, y′) ∈ f(∂Ω) ⇔ ∃(x, y) ∈ ∂Ω f(x, y) = (x′, y′)

⇔ ∃(x, y) ∈ ∂Ω (|x|+ |y|, 0) = (x′, y′)

⇔ ∃(x, y) ∈ ∂Ω


(|x|+ |y|, 0) = (x′, y′), x ≥ 0, y ≥ 0
(|x|+ |y|, 0) = (x′, y′), x ≥ 0, y ≤ 0
(|x|+ |y|, 0) = (x′, y′), x ≤ 0, y ≥ 0
(|x|+ |y|, 0) = (x′, y′), x ≤ 0, y ≤ 0.

⇔ ∃(x, y) ∈ ∂Ω


(x+ y = x′, y′ = 0), x ≥ 0, y ≥ 0
(x− y = x′, y′ = 0), x ≥ 0, y ≤ 0
(−x+ y = x′, y′ = 0), x ≤ 0, y ≥ 0
(−x− y = x′, y′ = 0), x ≤ 0, y ≤ 0.

⇔ (x′, y′) = (1, 0)

Donc
f(∂Ω) = (1, 0).

(2) (1 points)
Proposition 0.0.1. Soit Ω un ouvert borné de Rn et f : Ω→ Rn une application dans

C1(Ω) ∩ C0(Ω) si y0 /∈ f−1(y0) et f |∂Ω = g|∂Ω alors

deg(f,Ω, y0) = deg(f,Ω, y0)



(3) On considère alors la fonction constante dé�nie par g(x, y) = (1, 0), alors g(x, y) 6=
(0, 0) ∀(x, y) ∈ Ω et donc deg(f,Ω, 0) = deg(g,Ω, 0) = 0 car g(x, y) = (0, 0) n'a pas de
solution dans Ω (ni ailleurs, d'ailleurs). (2 points)

(4) Il su�t simplement d'ennoncer que la fonction (x, y)→ (|x|+ |y|, 0) n'est pas di�eren-
tiable au point (0, 0). (2 points)

Exercice2 :

Soit Ω =]− 1, 1[2 et la fonction f : R2 → R2 dé�nie par f(x, y) = (x− y3, x)
(1) Calculons f−1(0R2) (2 points)

(x, y) ∈ f−1(0R2) ⇔ f(x, y) = 0R2

⇔ (x− y3, x) = 0R2

⇔ (x, y) = 0R2 .

Donc
f−1(0R2) = 0R2

et Jf (x, y) = |Df(x, y)| =
(

1 −3y2

1 0

)
Jf (0, 0) = |Df(0, 0)| = (0, 0) donc le point 0R2 est un point singulier.

(2) Montrons que f(∂Ω) est un quadrilaterre limité par les droites y = −1, y = 1, y =
x+ 1, y = x− 1 (2points)

(x′, y′) ∈ f(∂Ω) ⇔ ∃(x, y) ∈ ∂Ω f(x, y) = (x′, y′)

⇔ ∃(x, y) ∈ ∂Ω (x− y3, x) = (x′, y′)

⇔ ∃(x, y) ∈ ∂Ω


(x− y3, x) = (x′, y′), y = −1
(x− y3, x) = (x′, y′), y = 1
(x− y3, x) = (x′, y′), x = 1
(x− y3, x) = (x′, y′), x = −1.

⇔
{
y′ − x′ = −1 ∨ y′ − x′ = 1 ∨ y′ = 1 ∨ y′ = −1.

(3) Montrons que le point (0,−1
2
) est un point régulier (1 points)

Jf (0, −1
2

) = |Df(x, y)| = det

(
1 −3

4

1 0

)
Donc Jf (0, −1

2
) = 3

4

le point (0, −1
2

) n'appartenant pas à f(∂Ω).
(4) Deduisons la valeur du degré topologique au point 0R2 ,

(deg(f,Ω, 0R2)) = 1. (1 points)
(5) On se propose une deuxième methode pour calculer le degré topologique au point 0R2 ,

on considère la fonction g dé�nie par

g(x, y) = (x− y3 + y ε2, x)

(i) Détèrminons l'image réciproque de 0R2 par g (g−1(0R2))



(x, y) ∈ g−1(0R2) ⇔ g(x, y) = 0R2

⇔ (x− y3 + y ε2, x) = 0R2

⇔ (x, y) = (0, 0) ∨ (x, y) = (0, ε) ∨ (x, y) = (0,−ε). (1points)

(ii) Calculons le Jacobien en chaque point de cette image

Jg(x, y) = |Dg(x, y)| = det

(
1 −3y2 + ε2

1 0

)
Donc

Jg(0, 0) = −ε2, Jf (0, ε) = 2ε2 Jf (0,−ε) = 2ε2

le deg(g,Ω, 0R2) = 1. (3 points)


