Chapitre 1

Théoreme d’existence et d’unicité

1.1 Existence et unicité de la solution

Onnote E =R", n>1et D =1xwoul est un ouvert de R, 2 un
ouvert de F et f : D — E une fonction continue. Pour tout (¢,z) € D, on
notera f(t,x) = (fi(t,x), ..., fn(t,x)) ou chaque fonction f; est continue de D
dans R. Dans ce cours, on s’intéresse aux équations différentielles ordinaires
du premier ordre

z(t) = f(t,x(t)) (1.1)
#(t) = é—f(t).

Commencons par préciser la notion de solution pour ce type d’équation.

Définition 1.1. Une solution de (1.1) est un couple (¢, J) ot J est un
intervalle de R et o = (1, ..., p2) est une fonction dérivable sur J d valeurs
dans E telle que (t,¢(t)) € D pour tout t de J et

oi(t) = filt, o), Vi=1,...,n et Vt € J..

Par composition, On remarque rapidement que puisque f et ¢ sont deux
fonctions continues, alors ¢’ est également continue sur J et ¢ est de classe

Cl sur J.

Définition 1.2. Soit (ty,z0) € D. Résoudre le probléme de Cauchy

.T(t()) = 2o
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consiste a déterminer un couple (v, J) ou J est un intervalle de R contenant
to et @ une fonction dérivable de J dans E telle que (t, p(t)) € D pour tout

ted, o(t) = ft.o)) et p(to) = zo.

En intégrant 1’équation différentielle ordinaire du probleme de Cauchy
(1.2) entre ty et t et en tenant compte de la condition x(ty) = g, on obtient

o(t) = 7o + / £(s,0(3))ds (13)

/t:f(s,‘ﬂ(S))ds — (/t: fi(s, @(s))ds, ...,/t: fn(S,SO(S))dS) .

Réciproquement, toute fonction vérifiant (1.3) est bien une solution de classe

C! de (1.2).

ou

Théoréme 1.3. [3] (Cauchy-Peano-Arzela) Soit (to, o) € D et soient a > 0
et b > 0 tels que le cylindre C' = {(t,z) € D; |t —ty| < a, |z — x|l < b}
soit inclus dans D. On note

b
M= sup [[f(t,z)]p et a < min (a, —)
(t,x)eC M

alors il existe une solution ¢ au probléme de Cauchy (1.2) sur lintervalle
[to — a, to + a], vérifiant (ty) = xp.

On peut énoncer le théoreme précédent sous la forme simplifiée suivante :

Corollaire 1.4. Soit f € C(D) (la fonction f est continue sur D). Alors pour
tout (to,zo) € D, il existe un voisinage de ty dans R sur lequel le probléme
de Cauchy (1.2) admet une solution.

On a besoin des deux définitions suivantes :

Définition 1.5. On dira que f est lipschitzienne en x et on notera f €
Lip(D), s’il existe k > 0 tel que

[f(t,21) = f(t22)|lp < kllvn — 22|, V(E 21), (8, 22) € D

Définition 1.6. On dit que f est localement lipschitzienne sur D si pour tout
(t,x) € D il existe un cylindre B = {(t',2') € D, |z —2'||p < e, [t —t] <
g9} C D et une constante k > 0 telles que f soit lipschitzienne sur B . On
note f € Lipoe(D).



Le théoreme suivant assure, en plus de ’existence locale de la solution du
probleme de Cauchy, 'unicité de celle-ci des que la condition de Lipschitz est
satisfaite.

Théoréme 1.7. [3] (Cauchy-Lipschitz) Soit f € C(D) N Lip,e(D), il existe
une unique solution au probléme de Cauchy (1.2) sur Uintervalle [to — o, to +
al.

Remarque 1.8. Soit f : I x J — E wune fonction continue, ou I et J
sont des ensembles bornés de R x E. Une condition plus parlante que la
condition de Lipschitz et qui implique ["inégalité de Lipschitz, est que les

3 * pouri allant de 1 an, existent et soient continues (les
Z;

x;, 1 =1,...,n, sont les composantes de ). En effet, les fonctions continues
sur des ensembles bornés sont bornées. En appliquant ensuite le théoréme
des accroissements finis, on a pour tout (t,xy1), (t,xs) € I x J,

1f (s 2) = (& 2] = M [y — 2],

dérivées partielles

ou M est tel que

‘ Of;

(t,x)‘ <M, VxeJ,Vi=1,...,n,Vj=1,...n
j

La condition de Lipschitz résulte alors du fait que les dérivées partielles
afi
aSL’j

(i=1,..,n, 7=1,...,n) sont bornées.

Le théoreme suivant assure que lorsque la fonction f € Lip;,.(D), 'unicité
de la solution du probleme de Cauchy (1.2) est en fait globale; ce qui peut
se traduire par le fait que les graphes des deux solutions distinctes de (1.1)
ne peuvent pas se croiser.

Théoréeme 1.9. [3] (Unicité globale) Soit f € C(D) N Lipy.(D) et soient
(p1,J1) et (@2, J2) deux solutions de (1.1) telles que Jy N Jy # ¢. Sil existe
un point ty de J1 N Jo tel que @1(tg) = pa(to) alors o1 = @y sur Jy N Js.

1.2 Solutions maximales et prolongement des
solutions locales

On a les trois définitions suivantes :

Définition 1.10. Soit (@1, J1) et (g2, J2) deuz solutions de (1.1). On dit que
(2, J2) prolonge (v1,J1) si Jy C Jy et o1 = o sur Ji.
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Définition 1.11. Une solution (¢, J) de (1.1) est dite mazimale si elle n’ad-
met aucun prolongement.

Définition 1.12. Une solution (p,J) de (1.1) est dite globale si elle est
définie sur I tout entier (i.e : si J =1).

Le théoreme suivant assure l’existence d’une solution maximale du probleme
de Cauchy :

Théoréme 1.13. [3] (Ezistence d’une solution mazimale) Soit f € C(D) N
Lipioe(D). Alors par tout point (to,xo) de D, il passe une unique solution
mazximale au probléme de Cauchy (1.2).

L’existence d'une solution globale est donnée par le théoreme suivant :

Théoréme 1.14. [8] (Existence d’une solution globale) S’il existe une fonc-
tion continue k : I — RT telle que pour tout t fixé dans J, l'application
y — f(t,y) soit lipschitzienne de rapport k(t), alors toute solution mazimale
de l’équation x = f(t,x(t)) est globale.

Les deux théoremes qui suivent donnent des conditions suffisantes pour
qu’une solution d'une équation différentielle ordinaire soit continue par rap-
port aux conditions initiales, et pour qu’une solution d’une équation différentielle
ordinaire dépendant d'un parametre soit continue par rapport a celui-ci.

Théoréme 1.15. [8] (Continuité des solutions par rapport aux conditions
initiales) Si la fonction f est continue en (t,x) et localement lipschitzienne
en x, la solution de (1.1) exprimée en fonction des conditions initiales

x:Q—R"
(t7 Lo, "L‘O) = l’(t, lo, "L‘O)
est continue, ou 2 = J(tg, o) X D avec J(to,zo) lintervalle sur lequel est

définie la solution mazimale de conditions initiales (to, xo).

Théoréme 1.16. /8] (Continuité des solutions par rapport a un parametre)
Considérons ’équation différentielle

&= f(t,z,\)

ot \ est un paramétre de RE. Si f est localement lipschitzienne en (z,\) et
continue, alors la solution

x:Q - R"
(tu tOv Ty, )\) = .’,U(t, th Lo, )\)
est continue, ot ) = J'(to, w0, \) x D x R¥ avec J'(ty, 0, \) lintervalle sur

lequel est définie la solution maximale de conditions initiales (to, xo) pour la
valeur A du paramétre.



1.3 Exercices corrigés

Exercice 1.1. Donner un exemple d’équation différentielle ordinaire dont
lunicité de la solution n’est pas satisfaite.

Solution 1.1. Considérons le probleme de Cauchy suivant :

S ,1/3
{ 5(0)10 (1.4)

La fonction y — y'/3 est continue. Sa dérivée n'est pas définie en zéro. Les
conditions suffisantes du théoreme de Cauchy-Lipschitz ne sont donc pas
remplies. On vérifie que y = 0 el y = £+/8/27t3? sont des solutions du
probléme (1.4).

Exercice 1.2. Considérons l'application f : R> — R donnée par

43 '
flt,x)=4{ A2 (t,z) # (0,0)
0, si (t,z) = (0,0)

et l’équation différentielle

w(t) = f(t,x(t)). (1.5)

1. L’application f est-elle continue ¢ est-elle localement lipschitzienne par rap-
port a sa seconde variable ?

Que peut-on en déduire pour l’équation (1.5) %

2. Soit ¢ une solution de 'équation (1.5) qui est définie sur un intervalle I ne
contenant pas 0. On définit une nouvelle application | par ¢(t) = t*(t), t €
I. // Déterminer une équation différentielle satisfaite par 1, puis résoudre
cette nouvelle équation.

3. Que peut-on en déduire pour lexistence et ['unicité de la solution de
léquation différentielle (1.5) vérifiant la condition initiale (to, xo) = (0,0).

4t°
Solution 1.2. 1. Pour (t,z) # (0,0), la fonction M% est de classe C*°.
x
D’autre part,
22|z
£t 0)] = 20—l < o
(t?)" 4+«

Par passage a la limite, on obtient

lim )f(t,:p) =0= £(0,0).

(t,2)—(0,0
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D’ou, f est continue en (0,0).
Supposons que la fonction f est localement lipschitzienne au voisinage de

(0,0). Alors
da, B, ke R, Vt €| —a,al, Vx €] — 3,0], | f(t,z) — f(t,0)]| < k|z — 0|

Ceci signifie que

437
! = Hle
C’est-a-dire,
4¢3
<
4 a2

En particulier, pour un certain ki > k

4

Ceci est absurde.

Le théoreme de 'unicité des solutions des équations différentielles n’est donc
pas appliquable pour I’équation différentielle (1.5).

2. Ona
1

Y(t) = ) (t)
En dériwant les deur membres, on obtient

W(t) = 50'(t) — w6(1).

En remplagant ¢'(t) par sa valeur (puisque ¢ est une solution de l’équation
différentielle (1.5)), on aura

g A ot 2
Y(t) = EITEn ;@/)(t)-

En exprimant le tout en fonction de 1, on obtient la nouvelle équation

différentielle
V() (L+v()?) 2

() (1 —y(t)?) ¢

La décomposition des fractions rationnelles en éléments simples donne

A 1 1) 2
w@(ww+1—ww‘1+¢@)‘t



En intégrant par rapport a t on obtient

Y(t) >
In|——2—| =1Int
n _ @Z)(t)Z nt-+c
ot ¢ est une constante de R. D’ou
ORI
1= (1)

La résolution de l’équation du deuxieme degré

ct*P(t)? +ah(t) —ct* =0

aboutit a
ot = —1 4+ /14 4c2
N 2ct? '
D’ou
o(t) = —1£+V1+4c2t4
- 2c '

Ainsi, par la condition initiale (to, zo) = (0,0), il passe une infinité de solu-
tions de ’équation différentielle (1.5).

Exercice 1.3. On considére [’équation différentielle
j=aty (1.6)

Soit y une solution maximale définie sur un intervalle ouvert I.
1. Montrer que I est majorée.
2. On pose b=sup .

- Montrer que y est croissante.

- Trouver la limite de y en b.

Solution 1.3. 1. Supposons que I n’est pas majoré. Pour x > 1, onay >
1 +y2. En integrant entre 1 et x, on obtient que

arctan(y(z)) — arctan(y(1)) > = — 1.

Ceci est absurde puisque la fonction arctan est bornée.
2. Soient x1, xo € I tels que x9 > x1. En integrant (1.6) entre x1 et xo on
obtient

y(x2) = y(z1) + /12 y(s)ds.

1
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C’est-a-dire,

$2 _ .1'2 T2
y(22) — y(ar) = =2 5 - Jr/ y(s)’ds.

Il est clair que y(x2) — y(x1) > 0, ce qui implique que y est croissante.
3. La fonction y est croissante au voisinage de b. Ceci signifie que y(x) est
positif au voisinage de b. Comme

ou a € I, et la solution y est maximale, on en déduit que

lim y(z) = +o00.

r—b~

car sinon, on peut prolonger y en b, ce qui implique que la solution y n’est
pas mazximale.
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