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Préface

Ce manuscrit est la rédaction d’un cours de EDO2, qui a été enseigné
pendant plusieurs années en Master de Mathématiques & Université de Tiaret.
Il contient ce qu’il nous a paru possible et souhaitable de faire dans le temps
imparti (sur un seul semestre).

Ce cours se compose de quatre chapitres. Chaque chapitre est subdivisé
en sections et se termine par plusieurs exercices dont la plupart sont corrigés.

Les références citées en bibliographie ne sont pas toutes utilisées, elles
sont données a titre d’information au lecteur qui désire en savoir plus. On
n’a pas inclu un index spécifique aux notations, elles sont toutes définies au
fur et & mesure de leur introduction.

Je remercie mes collégues (et mes étudiants) qui m’ont encouragé a rédiger
ce cours et qui en ont relu certaines parties. J’accueillerai volontiers tous les
commentaires et les corrections dont le lecteur voudra bien me faire part.
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Chapitre 1

Introduction

On étudiera les “solutions” du probléme aux limites associés aux équations
différentielles ordinaire (EDO) du second ordre de type (formel) :

Ly = f, (1.1)

ou L est un opérateur différentiel (linéaire) du second ordre défini sur un
intervalle compact [a, b] ! de R, f est une fonction continue sur [a, b], a laquelle
on ajoute des conditions supplémentaires dites conditions aux limites (aux
bords-frontiéres) de la forme

{ ary(a) + aoy(b) + asy'(a) + gy (b) = 7, (1.2)
Bry(a) + Bay(b) + B3y (a) + Bay/ (b) = 72, ’

avec oy, 3; (i1 =1,2,3,4) et v; (j = 1,2) sont des constantes.

On est conduit donc a trouver toutes les fonctions y € C?*([a,b]) ( :=
I’espace des fonctions deux fois continiiment dérivables & valeurs complexes)
qui satisfait (1.1)-(1.2) simultanément.

Les conditions aux limites (1.2) sont dites homogénes si y; = 7, = 0. Dans ce
cas le probléme aux limites peut étre interprété comme étant la recherche des
valeurs propres et les fonctions propres de 'opérateur différentiel L : S —
C(la, b]) défini par

Ly = \y, (1.3)

1. Pour des raisons de simplicité, nous allons restreindre ’étude & l'intervalle fermé
borné [a,b] (@ < b) bien que la théorie ne se limite nullement dans ce cadre.



ot § est le sous espace vectoriel de fonctions C?([a, b]) qui vérifient les données
aux bords homogénes, \ est un paramétre, I’équation (1.3) est ainsi écrite
sous la forme (L — M)y = 0 (I : désigne I'application identité).

Exemple 1.1 Considérons le probleme linéaire homogéne suivant

")+ My(t) =0,  telo,q],
{ gzj((]) =0 yelf y(m) =0, (1.4)

A € R. léquation caractéristique est : v2+ X = 0, d’ou la discussion suivante :

o Pour A\ =0 et A <0, leprobléme (5.5) admet (uniquement) la solution

triviale (y =0), donc A < 0 n’est pas une valeur propre.
Pour X\ > 0, la solution générale de I’équation différentielle est donnée
par

y(t) = 1 sin(VAL) + ¢5 cos(VAL),

c1,Co sont des constantes arbitraires. Utilisons les conditions aux [i-
mites, on obtient

0=y(0) = co,
0 = y(m) = 1 sin(VAT) + ¢ cos(VAT).

Done, ¢ sin(v/Ar) = 0. 8i : ¢; = 0 alors y(t) = 0 est la solution tri-
viale de (5.5). Si : ¢y # 0, on a : sin(v/Ar) = 0 ce qui entraine que
VIr=km, k=1,2,3,....
Les valeurs propres sont donc A\, = k? telles que A1 < g < A3 < ...,
N |
klggo)\k cwecz)\—k :Zﬁ < 0.
k=1 k=1
Finalement, le probléme (5.5) admet une infinité de solutions et [’on
a les fonctions propres correspondanteg yr(t) = sin(kt).

On note maintenant par L Uopérateur ———, 'équation y'+ Ay =0 s’éerit

Ly = \y. On munit l’espace C([a, b],R) par le produit scalaire usuel

et

(f. ) = / " F()g(t) de

S={y € C([a, b],R)/y(0) = y(7) = 0} .



Siyr, Y2 €S, on a:y1(0) = y1(m) = 12(0) = yao(mw) = 0, nous obtenons en
intégrant par parties :

<Lybyﬁ=:X7Lymwyxwdt:—iéﬂyﬂwyﬂu
W+AEW%@&

= —11(t)ya(t)

et

— ~(n(mh(m) OO + [ i Ote)
= [ vttty ae

Par conséquent, (Lyi, yo) = (y1, Lys) d’ot L est symétrique® dans S.

Considérons I’équation différentielle ordinaire linéaire d’ordre deux sui-
vante :
—az(t)y" (1) + ar(t)y' () + (ao(t) — Au(t))y(t) = g(t), (1.5)
oll A est une constante arbitraire, as(t) > 0 et pu(t) > 0 pour tut t € [a, b].
Posons :

p(t) =exp (- /t a1(f) t), q(t) = aOp(®) oy - 1OPD)

ay (t)

p(t)g(t)
ag(t) '

et f(t) =

2. i.e. auto-adjoint, hermitien. !



Multiplions I’équation (1.5) par p(t), on obtient une équation de la

1
CLQ(t)
. (p@%) + (qlt) = Aw(B)y(t) = (1 (16)

qui sera appelée équation de Sturm-Liouuville.
On ajoute des conditions aux limites (séparés) du type?

forme

agy(a) + ary'(a) = 0,
Boy(b) + Bry'(b) = 0,
o1, 50,1 étant finis.

Le probléme de Sturm-Liouville ont une interprétation, voir une origine
physique, en effet le mouvement d’une corde vibrante non-homogéne est mo-
délisé par I’équation aux dérivées partielles.

3. la premiére faisant intervenir le point a et le second point b.



Chapitre 2
Généralités

Ce chapitre constitue une partie préliminaire dans laquelle on rappelle des
notions et des résultats classiques sur les équations différentielles ordinaires.

2.1 Espaces fonctionnels

Soient [a, b] un intervalle compact de R et N =1,2,.... On désigne par

(i) C([a,b],R) : I'espace des fonctions continues f : [a,b] — R.
(ii) C([a,0b]) : Vespace des fonctions continues f : [a,b] — C.
(iii) m € N, C"([a,b]) (resp. C™([a,b],R)) I'espace des fonctions définies
de [a, b] & valeurs dans C (resp. dans R) m-fois contintiment dérivables.
On munit I'espace C™([a, b]) par la norme

I fllem = sup [[f9, pour feC™([a,b]) ot || fV]| = sup |[fY)(t)].
0<j<m tefa,b]

Si: f,g € C™([a,b]) alors

()= [ (5@ + FOFT + -+ £ d

est un produit scalaire dans C™([a, b)) et || f|| = /{f, f)-
(iv) Soit w : [a,b] — R une fonction positive (w(t) > 0, V& € |a,b]).
On note par Cr2.([a, b]) I'espace vectoriel C([a, b]) muni du produit
scalaire

(f. 9o = / g (t)dt,
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on a donc || flle = V([ fe-

2.2 Le probléme de Cauchy

On considére ’équation différentielle suivante

y'(t) + ar ()Y (1) + az(t)y(t) = as(t), ¢t € [a,b], (2.1)

avec la condition initiale

y(to) = Yo,
{yﬁwzw, (22)

ol ¥1, Y2 sont des constantes.

Théoréme 2.1 Supposons que les fonctions ai(t), as(t) et as(t) sont conti-
nues sur [a,b]. Alors le probléme de Cauchy (2.1)-(2.2) admet une solution
UNLque.

Démonstration: Soit v =y = ¢’ =", nous avons

y'(t) = —ar(t)y'(t) — az2(t)y(t) + as(t), (2.3)

I'équation différentielle (2.3) peut s’écrire sous forme matricielle

(5):(—£w ﬂhw)(z)+<Q@)'

40~y - ) 4= (e )

Posons x = Y

, il vient que
Y (1) = B = Alt)a(t) + gl0) (2.4)

o= (1)

Le second membre de I'équation différentielle (2.4) est lipschitzien (puisque
Iapplication ¢ — A(t) est continue sur [a,b]). Le résultat découle donc im-

médiatement du théoréme de Cauchy-Lipschitz.
|



Chapitre 3

Le probléme de Sturm-Liouville

On considére l'opérateur de dérivation (linéaire) du second ordre

Lalyl = —(p)y'(t)) + (q(t) — M (t))y(t)

sur lintervalle [a, b], ott p € C*([a, b],R), p(t) > 0 dans [a,b], w € C([a, b],R),
w(t) > 0 pour tout t € [a,b] et g € C([a, b],R), avec les conditions aux limites

By =apy(a) + ary/(a),
Fy[y] =Boy (D) + B1y'(b),

ol Qp, (v, Bo, ﬁl S R7 avec |O./0| + |Oél| 7é 0 et |ﬁ()| + |61| 7& 01. Etant donné
une fonction f € C([a,b]), le probléme de Sturm-Liouville (régulier) consiste
a déterminer les fonctions y = y(¢) solution du systéme suivant :

(P) {<S/\> Lalyl(t) = f (1), pour ¢ € [a, b],

Remarque 3.1 Les exemples les plus courants de conditions auzx limites
sont :

y(a) =y(b) =0 et y'(a) = y'(b) = 0.

1. de sorte que F} »[y] ne se réduit pas a la condition 0 = 0!
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Remarques 3.1 1. Si le probléeme de Sturm-Liouville (P) posséde une
solution pour chaque fonction f € C([a,b]) alors le probléeme
L)\[y} = f7
(P1) § Faly] = 1,
F2 [y] = Co,

admet aussi une solution.

En effet, Soit yo € C?*([a,b]) une fonction telle que Fi[yo] = c1 et
Folya] = ca. Alors, y(t) = z(t) + yo(t) est une solution du probleme
(P1), ot z = z(t) est solution du probléme

Ly[z] =f — L[yo).
Fi[z] =0,
Fy[z] =0.

2. Considérons Uéquation différentielle linéaire d’ordre deux

—ax(t)y" (1) + ar () (t) + (ao(t) — Au(t))y(t) = g(t),

ot ay € C([a,b],R), as(t) > 0 pour t € [a,b], p € C([a,b],R) et
wu(t) > 0 pour t € [a,b], ag, a; € C([a,b],R), multiplions les deux
membres de I’équation différentielle précédente par

1 1 o [ tal(s) .
20" = &0 p( / a2<s>d>’

nous obtenons une équation de la forme (S)) :

—(p@)y' (1)) + (q(t) = Aw(t))y(t) = f(2),

p(t)ao(t) p(t)u(t) p(t)g(t)
avec q(t) = ——=, w(t) = ——=F et f(T) = .
q(t) 22(®) (t) (@) f(t) w2 (®)
Définition 3.1 e \ € C est appelé valeur propre du probléme (Sy)—(F)
(i.e : du probléeme de Sturm-Liouville réqulier), si l’équation homogéne
Li[y] =0,

admet une solution y #Z 0 (autrement dit : admet une solution non
triviale qui satisfait la condition (F)).
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e La solution y = y(t) est ainsi appelé fonction propre correspondante a
la valeur propre A.

On remarque que si Ly[y] = —(p(t)y'(t)) + q(t)y(t) — dw(t)y(t) = 0. Alors

Loly] = —(p()y' (1)) + q(t)y(t) = Aw(t)y(t).
Exemple 3.1 Soit le probléme de Sturm-Liouville

y'(8) + Ay(t) =0,
y'(0) =y'(7) =0.
pour X > 0 le probleme admet seulement la solution trivial (y(t) = 0).
Pour A < 0 la solution générale de ’équation y"(t) + \y(t) = 0 est de la
forme

y(t) = Cysin(VAt) + Cy cos(VAL).

Tenu compte les conditions aux limites y'(0) =0 et y'(w) = 0, on obtient
CivVA =0,
CyV A cos(VAT) — Cov/Asin(vAr) = 0.

Par conséquant Cy = 0 et Cysin(v/Ar) = 0. 8i Cy = 0 alors y(t) = 0. Pour
Cy # 0 done sin(v/Ar) = 0. Il vient /Ar = kr, k= 1,2,--- D’ot, A\ = k2
sont les valeurs propres et yy(t) = cos(kt) sont les fonctions propres.

On munit Uespace C ([0, 7]) par le produit scalaire (f, g) = / f(t)g(t)dt, les
0
fonctions propres forment un sous espace orthogonal

™

(Yr, yi) = / cosQ(kt) dt = —,
0 2

et pour k #m, on a :

T

(Yrs Ym) = /COS(kt) cos(mt) dt

o

™

— 1/[cos(k +m)t + cos(k —m)t] dt

0

[\

sin(k +m)t  sin(k —m)t
+
k+m kE—m

1
)
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2
Les fonctions @i (t) = % = \/;cos(k;t) (k=1,2,---) forment un es-

pace orthonormal dans C([0,7]).

Exemple 3.2 Soit le probleme de Sturm-Liouville suivant :

y"(t) + My(t) = 0, pourt € [0,7],
Yl
y(
Exemple 3.3 On considére U'équation d’Euler t*y"(t) + ty'(t) + Ny(t) = 0
sur Uintervalle t € [0, €], et les conditions y(1) = 0 et y(e) = 0.

0) =0
m) +y'(m) = 0.

d A2

7 [ty (t)] + Ty@ =0.

3.1 Propriétés

Théoréme 3.1 Soient Loly] = —(p(t)y'(t)) + q(t)y(t) sur [a,b] et u,v €
C?*([a, b)) alors l'identité de Lagrange® est :

/ (BLo[u] — uTo[0]) dt = Mu, v](b) — M[u, v](a),

oit Mlu, v](t) = —p(t) ( (t)o(D) — u(t)o (D)):

Démonstration: On a ¢(t) = ¢(t) (puisque ¢ € C(]a,b],R)), donc

= o(@)(=(p@)d' 1) + qt)u(t)) — u(t)(=(p() V') + q(t) v(t))
= —u®) (PO @)" +v(t)g(t)ut) +u(t)(p(t)v'(t) — gt)u(t)v(t)
= —o@) () 1) + u@)(p(t)v' ()"

2. Joseph-Louis Lagrange (1736-1813)
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En utilisant une intégration par parties, nous avons :

/ (vLofu] — uLoe]) dt
R
. / (oY — u(prY) dt

b
+ [ @) - w) ai
= B BB — u(b)TB) + pla) e (a)ola) — u(a)o(a)]
= Mlu, v](b) — M[u, v](a).

= —(@(pu') — u(pv'))

Théoréme 3.2 Soient y1,y2 € C?([a, b]) satisfont les conditions auzx limites
(F). Alors

(1) My, y2(a) = My, 32| (b) = O,

(17) / (y1(t)Lolya] — y2(t) Lo[y1]) dt = 0.

Démonstration:

1. Comme y; et y, vérifient la condition [F}], alors le systéme

{ agyi(a) + aryi(a)

=0
aoy2(a) + arys(a) =0

posséde une solution non triviale (ap, o) # (0, 0). Par conséquent

Wy, 72l(a) = ‘ nle) i) ' o

1L vient que Mg, 9)(a) = —p(a)(¥ (@)92(@) — 11 (a)5(a)) = 0. Dune
maniére analogue, en utilisant la condition (F3), nous obtenons M|y, ys](b) =
0.

2. D’aprés le Théoréme 3.1 et la relation (i), on trouve que :

/ (01 Lolys] — (& Lolya]) dt = My, 92)(b) — My, 1a)(a) = 0.
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D’autre part, on remarque par (ii) que si y; et yo sont des fonctions
propres (correspondantes a A; et \y) alors

(Lo[y1], y2)—(y1, Lolye]) = /y2(t)L0[?h](t) dt—/ y1(t) Loly2] (t) dt = 0,

il resulte que (Lolw1], y2) = (y1, Lo[yo]). L’opérateur Lg est donc sy-
métrique sur le sous-espace S de fonctions dans C?([a, b]) qui satisfait
aux conditions aux limites (F').

Théoréme 3.3 Toutes les valeurs propres du probleme de Sturm-Liouville
sont réelles.

Démonstration: Soit A une valeur propre, donc :

0= Lyl = —(p(t)y'(t)) + (q(t) — Aw(t))y(t)
= —(pt)y' 1)) + q(t)y(t) — Mw(t)y(t)
oly] — Aw(t)y(?).

h

Par conséquent, Lo[g] = Aw(t)y(t) En vertu du Théoréme 3.2 et la relation
(i), on trouve

Comme y(t) # 0, nous avons donc A = ), d’oit A € R. [ |
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Théoréme 3.4 Soient \; et \y deux valeurs propres du probleme de Sturm-
Liouwville. Alors les fonctions propres correspondantes a A1 et Ay sont ortho-
gonales (dans C([a, b]) pondéré par w(t)). Autrement dit, si Lo|yi] = Mhw
et Lolya] = Aayow (avec Ny # Ng). Alors

b
(Y1, Y2)w = / y1(O)y2(H)w(t) dt = 0.

Démonstration: D’aprés le Théoréme 3.3 nous avons que A; et Ay sont
réels. En utilisant le Théoréme 3.2 relation (7i)

0= / (T2Loly1] — y1Lolwa]) dt

_ / () My (Dw(t) — 11 (£) Aoy (Dew(t)) it

b
= (M — )\2)/ Y1 () ya(t)w(t) dt.

b
Comme A\; # Ay, alors / y1(t)y2(t)w(t) dt = 0. |

Théoréme 3.5 Toutes les fonctions propres du probléme de Sturm-Liouville
sont des combinaisons linéaires de fonctions propres réelles.

Démonstration: Soit Lo[y] = \wy, alors Lgly] = My = Iwy (D’aprés
théoréme 3.2). on peut écrire

(iy(t) —iy(t)) = yu(t) + iya(t),

| .

avee () = LTI _ gy et () = H =

Nous avons donc

Lolun] = Lol(y +7)/2] = 5 (\wy + Awp)

1
= 5/\00(3/ +7)

= \wyi,
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de méme

Lolya] = l}o[(@ —1y) /2]
"2
= \wys.

(Awy — Awy)

Par conséquent les fonctions y; et 15 sont des fonctions propres réelles. M

En vertu du Théoréme 3.5, nous considérons par la suite que les fonc-
tions propres réelles. le résultat suivant utilise le fait que Cr2(([a, b]) est
séparable.

3.2 Alternative de Fredholm

Soient sur l'intervalle [a, b] trois fonctions continues p, g et f. On considére
le probléme du second ordre non homogéne suivant

(P)n (NH) y"(t) +pt)y'(t) + q(t)y(t) = f(t), pourt € [a,b],
TN\ E)en Byl =7, Baly] =06

On notera par (H) l’équation homogéne associée, (F') les conditions aux
bords homogénes et (P); le probléme homogéne associé (correspondant a

f=7=06=0).

Théoréme 3.6 (Alternative de Fredholm)|1, 10, 11| Le probléme (P),,
admet pour tout v,0 et f une solution unique si et seulement si le probléme
(P)y, a pour seule solution la solution triviale.

Corollaire 3.1 (Application au probléme de Sturm-Liouville)[1, 11]
Soit le probleme



Chapitre 4

La fonction de Green

La fonction de Green est un moyen de trouver la solution pour les équa-
tions différentielles non-homogénes de la forme

Lu = f.

(L étant un opérateur dlfferentlel) La solution est formellement donnée par
u= L7(f) de sorte que L™! est un opérateur integral (& noyau) :

L ())(x) = / G, t)£(1) dt.

La fonction G est dite “fonction de Green’' de I'opérateur L. On expose

dans ce chapitre la théorie fondamentale de la fonction de Green pour pou-
voir I’appliquer au probléme de Sturm-Liouville.

Nous allons maintenant examiner un exemple simple? dont nous expli-
querons l'existence et la détermination de la fonction de Green de facon
intuitive.

Exemple 4.1 Pour f € C([a,b],R). Soit le probleme & deuz points suivants

y'(t) = f(1), pourt € [0,1],
y(0) =y(1) =

1. George Green (1793-1841)
2. 1l s’agit d’un systéme de Sturm-Liouville régulier.
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En intégrant ’équation différentielle y"(t) = f(t) deux fois, on obtient

y(m):/oz Uosf(t)dt] ds + Az + B,

:/OI {/jds} f(t)dt + Az + B,

:/x(x—t)f(t)dt—kAerB.

Comme y(0) =0, on a : B=0. La condition y(1) =0 donne
1
0=y(1) = [ (1=
0

1
done, A = —/ (1 —=1t)f(t)dt. Par suite
0

o) = [ @=0s@d—a [a-orw
:/Ow(x—t)f(t)dt—/oxx(l—t)f(t)dt—/ (1 —t)dt
:/Oxt(x—1)f(t)dt+/lx(t—1)f(t)dt.

La solution est caractérisée par la formule

y(z) = / Gl ) (1) dt,

o
_Jtxz—-1), si0<t<u,
G(x,t)—{ z(t—1), siz<t<l.

4.1 Fonction de Green

Le théoréme suivant est essentiel

Théoréme 4.1 [l existe une fonction G : [a,b] X [a,b] — R (dite fonction
de Green) telle que, pour chaque f € C([a,b]), la fonction y € C?*([a,b]) est
solution du probléme
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(S0)  Lolyl = =(py') +ay = (1), sur |a, 0],
(PO) _ / —
(F) { Fily] = agy(a) + ary/(a) =0,
Foly] = aogy(b) + ary'(b) = 0,
si et seulement si, y(t) = 1 G(t,s)f(s)ds. La fonction G est définie par :
yit)ye(z) G ,
= Gy(z,t), si a<t<uz,

tHw 1, Y2 t
Gy =3 PO

pOWys, v (6) Gi(z,t), si x<t<b,

ol Yy et yo sont deux solutions linéarrement indépendantes du probléme ho-
mogene Loly] = —(py') + qu = 0 avec les conditions auz bords Fi[y] = 0 et

Démonstration: La solution générale de I’équation différentielle suivante

Loly] = =lp(®)y' @] + q¢()y(t) = f(?) (4.1)

est de la forme y(t) = Ciy1(t) + Caya(t) + y,(1),
C1, C5 sont des constantes, et y;, yo sont deux solutions linéairement indé-
pendantes de I’équation homogéne

Loly] = =Ip()y' )] + q(t)y(t) = 0 (4.2)
Y, est la solution particuliére de (4.1). variation de la constante
Yp(t) = ()2 (t) + v2()ya(1), (4.3)

vy et vg sont fonctions qu’elles seront déterminées. Dérivons (4.3), on obtient

Yp(t) = 01 (D)ya () + vi (g1 (8) + 05 (t) + y2(8) + va(t) + 45(0).

Il existe des paires infinies de fonctions vy et vy pour lesquelles y satisfait
(4.1). on sait que
v )y (t) +v5(t) + y2(t) =0 (4.4)
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alors,

Yp(t) = vi(t)y (t) + va(t) + y5(t),
Yp () = vi(0)y (8) + va(t) + 95 () + vy () (1) + v(1)ya(2).

substituant dans équation —[p(¢)y'(¢)]" + q(t)y(t) = f(t), donc

v ()[=
+v2(t)[ p(t)yg’(t) +p'(
+ ([ ()i (t) + va()ys ()] = F(1). (4.5)

Comme y; et yo sont solutions de 1’équation homogéne (4.2), tenu compte de
I'égalité précédente (p(t) étant positif) on obtient

/ / / / o f(t)
Uy (t)yl (t) + U2(t)y2(t) = m
le systéme
o (B (£) + wh(t)ya(t) = 0,
o1 () (1) + oy (0 (1) = ﬁ%
On a
o Hm)
4 = = W, 1) (4:6)
oy(t) = -4 Dol (7

)Wy, yal (t)
Mq : Wy, yo](t) # 0 pour tout t € [a, b].

Supposons que,
Wiyr, 92](t) = y1(8)y(t) — y2(t)y1(t) = 0
pour tg € [a,b]. Alors le systéme

ary1(fo) + azy2(to)

=0
alyl(t ) + a2y2( ) =0
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a une solution non trivial, car ay,ay # 0.
Donc la fonction g(t) = a1y1(t) + a2y2(t) est solution de probléme

— [Py (O] + a(t)y(t) =0,
9(to) = ¢'(to) = 0.

Mais ce probléme n’a qu’une solution triviale ?? donc g = 0. Cela signifie que
Y1 et y, sont linéairement dépendants, c-a-d(y; = Cya(t), avec C constante).
Par conséquent, y; satisfait a la fois les conditions aux limites Fi[y] = 0, et
Fyly] = 0, alors A = 0 augmentation de systéme de Sturm-Liouville contra-
diction avec I'hypothése .Donc Wy, y2|(t) #0  pour ¢ € [a,b].

Par le lemme ?? p(t)W[y1, y2|(t) =constante.
Comme Wy, y2] #0 et p(t) > 0, la constante est différente a zéro.
Avec, C = ! # 0.

pO)Wy, 1] (1)
En intégrant (4.6) et (4.7), on obtient

v (z) = / " Oy () di

/ Cyi(t)
cela donne finalement
(@) = 01 (@)1 (2) + vale)ya (@)
= —u@) [ Cnf e+ [ Cnwrod

a

T (@) () (1) " yi(@)ya(t) f (1)
—/a pOW 1, ya](t) dH/x pOWy1, ya](t) -

Par conséquent, si on définit la fonction de Green comme

sia <t <z,

Gt = ()<t>y[f’<laé>y2§§>) |
POWy1, y2](¢) = Ga(z,1), siz <t <b.

On peut écrire

x):/xGl(x,t)f(t)dtJr/ Gz(x,t)f(t)dt:/ Gl ) F(1) dt
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La fonction G est continue sur [a,b] X [a,b], G(z,t) = G(t,x) et

. a 2 . 8 1 1
9G24 ety — 1 251 -
elil’[%_ oz (t-et) S0+ Oz (t+et) p(t)



Chapitre 5

Travaux Dirigés

Exercice 5.1 Résoudre les problemes aux limites linéaires homogénes sui-

vants
"(t)+y(t) =0, tel0,1]
{ () = (1) = 0 (5-1)

{ y'(t) +my(t) =0, t€l0,1] (5.2)

y'(t)+ Ay(t) =0, t€la,b
{ y(a) = y(b) = 0, (54)

Solution 5.1 :

e L’équation associé au probléme (5.1) a pour solution générale y(t) =
kycost + kosint puis y = 0 par conditions aux limites et le probléme
(5.1) n’a pas de solution non triviale.

e [’équation associé au probléme (5.2) a pour solution générale y(t) =
y(t) = ky cos(mt) + ko sin(rt) puis la solution générale y(t) = ko sin(rt),
il y a donc une infinité de solutions.

e L’équation associé au probléme (5.3) a pour solution y(t) = k; cos(mz)+
ko sin(mz). Par conséquant, les conditions aux limites donnent ky = k;
et k’g = k‘g.

La solution générale est y(t) = k; cos(mz) + kg sin(mz) (il y a donc une
double infinité de solutions).
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e On rappelle qu'une valeur propre du probléme (5.4) est toute valeur du
parameétre réel A pour laquelle ce probléme admet une solution non tri-
viale appelée fonction propre. L’équation caractéristique de probléme
(5.4) est r* + A = 0; d’ou la discussion suivante :

* SiA<0:r==4v=N\ alors y =0 et donc A < 0 n’est pas une
valeur propre.

x Si A =0 : n’est pas une valeur propre.

% SiA>0:7 =iV alors y(t) = ki cos(tv/A) + kysin(tv/A) et la
discussion porte alors sur le déterminant d = sin((b — a)v/A) du
systéme suivant :

k1 cos(av/A) + kg sin(av/\) = 0,
k1 cos(bv/X) + kg sin(byv/A) = 0.

— Sid# 0, ce qui est possible si Vk € Z : (b — a)v/A # kn, alors
y=0.
— Sl existe k € Z : (b—a)V\ = kr alors, d =0 et A = \, =
2.2
a2 1 € 2.
Dans ce cas, le probléme (5.4) admet un infinité de solutions
et 'on a les fonctions propres.

— Si sin(av/A) = 0 alors, k; = 0 et sin(bv/A) = 0; donc y(t) =

E sin( (bﬁ—”@)

— Si cos(av/A) = 0 alors, ky = 0 et cos(bv/A) = 0; donc y(t) =
k cos(t =) ).

— Si sin(av/\) # 0 et cos(av/\) # 0 alors y(t) = k[sin(tv/A) —

tan(av/A) cos(tv/A)], k € R* et donc, a chaque fois, le probléme
(5.4) admet une infinité (et non une double infinité comme pour
le probléme (5.3)) de solutions.

Exercice 5.2 Résoudre le probléme linéaire homogéne suivant

y(0) =0, et y(m) =0, '
A € R. I'équation caractéristique est : r2+ )\ = 0, d’ott la discussion suivante :
e Pour A =0et A <0, le probléme (5.5) admet (uniquement) la solution
triviale (y = 0), donc A < 0 n’est pas une valeur propre.
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e Pour A > 0, la solution générale de ’équation différentielle est donnée
par

y(t) = 1 sin(VAL) + ¢3 cos(VAL),

c1, o sont des constantes arbitraires. Utilisons les conditions aux li-
mites, on obtient

0=y(0) = cy,
0 =y(r) = e sin(VAT) + ¢ cos(VAT).

Donc, ¢;sin(v/Ar) = 0. Si : ¢; = 0 alors y(t) = 0 est la solution tri-
viale de (5.5). Si: ¢; # 0, on a : sin(v/Ar) = 0 ce qui entraine que
VAr=km, k=1,2,3,....
Les valeurs propres sont donc A\, = k2 telles que \; < Xy < A3 < ...,

, 1 1
kh—glo)\k avec ;)\—k = _1ﬁ < 0.

Finalement, le probléme (5.5) admet une infinité de solutions et I'on
a les fonctions propres correspondantes yy(t) = sin(kt).
2

On note maintenant par L 'opérateur ———, I'équation y”+ Ay = 0 s’écrit

Ly = Ay. On munit lespace C([a, b],R) par le produit scalaire usuel

(. ) = / " F(t)g(t) de

et
S ={y € C(la, b].R)/y(0) = y(m) = 0}.

Siy, y2 € S,ona:y(0) =yi(m) = y2(0) = yao(7) = 0, nous obtenons en
intégrant par parties :

(Ly1, y2) = /OW Ly, ()i (t) dt = — /07r Yy (t)yo dt
[ a

=~y (t)ya(t)
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et
(Y1, Lyz) = /07r y1(t) Ly2(t) dt = — /07r y1(t)ys (t) dt

= —11()ys(t)

— —((mh(m) — 1 (O)4(0)) + / YO e
- [ vitomiter ae

Par conséquent, (Lyi, y2) = (y1, Ly2) d’ou L est symétrique dans S.

Exercice 5.3 Résoudre le probléme de Sturm-Liouville

{y"m +Ay(t) =0, (5.6)
= 0.

y'(0) =y'(r)

e pour A < 0 le probléme (5.6) admet seulement la solution trivial
(y(t) = 0).

e Pour A > 0 la solution générale de 'équation y"(t) + Ay(t) = 0 est de
la forme

y(t) = 1 sin(VAL) 4 ¢5 cos(VAL).

Tenu compte les conditions aux limites y'(0) = 0 et y/(7) = 0, on
obtient

Cl\/X = 0,
eV cos(VAT) — oV Asin(VAr) = 0.

Par conséquant ¢; = 0 et cysin(v/Ar) = 0. Si ¢; = 0 alors y(t) = 0.
Pour ¢, # 0 donc sin(\/Xw) — 0. Il vient Vr = km, k = 1,2,---
D’ott, Ay = k? sont les valeurs propres et yx(t) = cos(kt) sont les fonc-
tions propres.

™

On munit 'espace C([0, 7]) par le produit scalaire (f, g) = / f(t)g(t)dt,
0

les fonctions propres forment un sous espace orthogonal

(ks Yk) = / cosz(kt) dt = g,
0
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et pour kK # m, on a :

(Y, Ym) = [ cos(kt) cos(mt) dt

o\ﬁ

1 ™
k) / [cos(k +m)t + cos(k —m)t] dt
0
sin(k +m)t  sin(k —m)t
_.I_
k+m E—m

1
2

2
Les fonctions ¢ (t) = ||z:8|| = \/;cos(kt) (k =1,2,---) forment

un espace orthonormal dans C([0, 7]).
Exercice 5.4 Résoudre le probléeme de Sturm-Liouville suivant :
y"(t) + Ay(t) = 0, pourt € [0, 7],
y(0) =0 (5.7)
y(m) +y/'(m) = 0.

Encore une fois, il n’y a pas de solution non triviale si A < 0.
e pour A > 0 la solution générale est donnée par :

y(t) = crsin(VAL) + cacos(VAL).

on a y(0) = 0 on obtient ¢, = 0 En utilisant la deuxiéme condition y(m) +
y'(m) = 0 pour obtenir

c15in(VAT) 4 1V hcos(V ) = 0.

pour ¢; # 0 on a

tg(VAT) = —V/A.

On pose p = v/, alors
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Les valeurs propres A, ne peuvent pas étre données analytiquement,mais a
travers les racines d’une équation transcendantale,qui peut étre résolue nu-
mériquement.Les valeurs propres A, satisfont :

2
An = o ©f tg(pn) = T
Les solutions de tg(u) = A peuvent étre considérées comme les points
7T

t
d’intersection graphes des fonctions y = tg(t) et y = —. Cette équation a une
T

infinité solutions. Les fonctions autonomes respectives sont :

Ya(t) = sin(22)t = sin(v/Ant).

™

Exercice 5.5 Résoudre I’équation d’Fuler
2y (1) + ty'(t) + Ay(t) =0
sur Uintervalle t € [0, €], et les conditions y(1) =0 et y(e) = 0.

d A2

p [ty (t)] + ?y(t) =0.

e Pour A = 0 le probléme admet seulement la solution trivial.
e Pour )\ # 0 la solution générale est donnée par :

y(t) = crcos(ANn(t)) + casin(An(t))
En utilisant la condition y(1) = 0 on trouve ¢; = 0 et la condition y(e) = 0
imlique que cysin(\) = 0.

Si ¢o = 0, nous avons la solution triviale.

Pour obtenir des solutions non triviales, il faut considérer c; # 0 et
sin(\) = 0, autrement dit,les valeurs propres sont A, = nm, (n =1,2,3,....).
Ainsi, les fonctions propres sont y,(t) = sin(nmIn(t)).
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Exercice 5.6 (Ezxercice supplémentaire) Déterminer les valeurs propres et
les fonctions propres des problemes aux limites linéaires

y"(z) + /() + M) =0, sur [0,1],
[”{mm:mn:o

2 { y'(x) + \y(z) =0, sur [0, 1],
y(0) =0 et 3y(1) + /(1) =0.
(

0, sur|0,1],

2y (2) + 3y (@) + Ay(e) = 0, sur [L, ],
W{mn:maz.

") + 24/ (x) + (A + Dy(z) = 0, sur [0,5],
[“{zmzzm%—o. ’
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