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Chapitre 2

Fonctions Multivoques ou Multi-applications

8. DEFINITIONS ET PRELIMINAIRES

Introduction.

Les équations différentielles et les inclusions différentielles (ex. 1¢" ordre
u(t) = f(t, u(t)), u(t) € F(t, u(t))) couvrent de nombreux problemes
de mathématiques et de physique. Ceci amene a étudier le concept
de fonctions multivoques et leurs propriétés (mesurabilité, continuité,
etc...).

Définition 8.1. Soient 7', X deux ensembles non vides.

e On appelle multi-application (fonction multivoque ou multi-fonction)
définie sur T' a valeurs dans X, toute application F définie sur T a
valeurs dans P(X) (ensemble des parties de X)), et on note

F:T—-PX)ouF:T=X.
Donc, Vt € T', F(t) est un sous ensemble de X.

e On appelle domaine (effectif) de la multi-application F' qu’on note
dom(F), 'ensemble défini par

dom(F)={te T/ F(t) # 0}.
e On appelle image de F' qu’on note I'm(F'), 'ensemble défini par
Im(F)={zeX/IHecT: zcFt)}.
Si A C I, on appelle image de A par F' qu'on note F(A), 'ensemble
défini par
F(A) = JF®),
teA
ce qui revient a écrire
FA)={ze X/IecA: x € F(t)}
ainsi
Im(F) = F(T).
e Tres souvent nous sommes amenés a considérer la multi-application

inverse =1 : X = T définie par
tc F ' (2) & z€F(t).
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Nous avons alors (F~1)™! = F et
dom(F~Y = Im(F) et Im(F~") = dom(F).
e On appelle graphe de F' qu’on note gph(£'), le sous ensemble de 7' x X
défini par
gph(F) ={(t,x) e T x X/ z € F(t)}.
Exemple 8.2. 1)

F:0,1] = [0,1]
t — F(t)=[t1]

gph(F) = {(t, z) € [0, 1]/ = € [t, 1]}.

2)
F:0,1 = [0,1]

Cfo s t#
b F(t)_{[o,l/z] si L=

gph(F) = {(t,z) €[0,1*: z € F(t)}

= ([0, 5U15,1D x [0,1) U ({5} x [0, ).

L) Ll
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Corollaire 8.3. Pour tout V C X, nous avons
FIV)={teT: Fit)ynV # (}.

Preuve.
F:T=X.

ty € F_l(V) drg € V, tg € F_l(ﬁo)
E'l’() S ‘/, To € F(to)
Fto)NV #£0

toe{teT: F)NV #£0}.

Dou F-Y(V)={teT: Ft)nV #0}.

F~Y(V) est appelé I'image réciproque large de V' par la multi-application
I

On définit 'image réciproque étroite de V' par la multi- application F'
par

t o

F;l(V) ={teT: F(t)CV}.
Nous avons

(8.1) T\F7'(V)=F Y (X\V)et T\F~(V) = F; (X\V).
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Définition 8.4. Soient F' : T = X et G : T == X deux multi-
applications, alors on définit I'union:

FUG:T = X
t — (FUG)(t)=F({t)UG()
I'intersection:
FNG:T = X
t — (FNG)(t)=F(t)NG(t)
le produit cartésien:
(FxG):T = XxX
t = (FxG)(t)=F(t) xG(t)
SiF:T=XetG: X =2Y, on definit la composition:
GoF:T =Y
t = (GoF)(t)=G(F()= ] G
zeF (1)

Lemme 8.5. Soient F : T = X, G:T =3 X et H:T =Y trois
multi-applications et soient V, W C X et U C Y. Alors nous avons les
propriétés suivantes

1) (FUG)IH(V) = FZH(V)UGTH(V).

2) (FUG) (V) =F ' (VUG (V).

3) (FNG)H(V) 2 FPH(V)NGLH (V).

4) (FNG)™(V)C F-{(V)nG~ (V).

B) (F xG)IH(V xW)=F(V)NnGIH(W).
6) (FxG)""(VxW)=FYV)nG(W).
7) (HoG);'(U) = Gy (H{HU)).

8) (HoG)™'(U)=G ' (H(U)).

Remarque 8.6. Dans le cas ou f : T" — X est une application uni-
voque, en considérant la multi-application

F:T = X
t = F)={f()}
pour A C T et B C X, nous avons
F(A) = F(A), F(B) = f~'(B) et gpn(F) = gph(f).
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Définition 8.7. Soient F': T'= X, G : T' = X deux multi-applications
et a: T — R.
On définit

F+G:T = X
t s (FLG) ) =Ft)+GHt) ={r+y: z€Ft),yeGt).

aoF :T = X
t — (aF)(t)=a(t).Ft)={alt).z: x€ F(t)}.
Nous avons
dom(F + G) = dom(F) Ndom(G) et dom(aF") = dom(F).

8.1. Distance de Hausdorff. Soit (X, d) un espace métrique, sup-
posons dans la suite d(z,y) < oo.

Définition 8.8. e Soit A C X, la distance d’'un point z € X a A est
donnée par

d(z,A) = ;Ielgd(m, a).

e Soient A, B deux sous ensembles de X. On appelle écart entre A et
B et on le note e(A, B), la quantité définie par

e(A, B) =sup d(z, B) = sup(inf d(zx, y))

z€A reA YEB

avec la convension sup () = 0 et inf ) = oco.

e On appelle distance de Hausdorff entre A et B et on la note h(A, B)
ou H(A, B), la quantité définie par

h(A, B) = max(e(A, B), e(B, A)).

Propriétés 8.9. Soient A, B et C' des sous ensembles de X alors
(1) e(A, 0) = 0o si A £ 0.

e(0, B) =0

(2) e(A,B)=0 < ACB.
h(A, B)=0 < A=B.

(3) e(A, C) <e(A, B)+ e(B, C)
h(A, C) < h(A, B)+ h(B, C)
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Preuve.
(1) St A#10
e(A, 0) = sup d(z, 0) = sup inf d(x, y) = oo
z€A zeA yeb
e(D, B) = sup d(z, B) = 0.
zed
(2) e(A, B) =0 < supd(z, B)=0 < d(z, B)=0,Vz € A &
x€A

re€B, YreA < AcCB.

h(A, B)=0 < ¢(A, B)=0ete(B, A)=0 < ACBet BC
Ao ACBetBC A< A=B.

(3) Nous avons, Vo € A, Vy € B, Vz € C
d(z, 2) <d(z, y) +d(y.2) = nfdz, 2) < dz,y)+ inf dy. 2)
d(z, C) < d(z, y) +d(y, C)
d(z, C) < inf d(z,y) +d(y, C)
yeB
d(z, C) < d(z, B) +supd(y, C)
yeB

=

reA r€EA

e(A, C) <e(A, B)+e(B, C).

-
-
= supd(z, C) <supd(z, B) +e(B, C)
-
, 0, e(C, A)], alors

Comme h(A, C) = maz[e(A

h(A, C)=e(A, C) <e(A, B)+e(B, C)<h(A, B)+ h(B, C)
ou bien
h(A, C)=e(C, A) <e(C, B)+e(B, A) < h(C, B)+h(B, A) = h(A, B)+h(B, C)
d’ou
(A, C) < h(A, B)+ h(B, C).
|
Corollaire 8.10. Soit (X, d) un espace métrique et Py(X) l'ensemble

de tous les sous ensembles fermés de X. Alors (Py(X), h) est un espace
metrique.

Preuve.
VA, B, C € Py(X)
(1) h(A, B)=0 & A=B & A=B,
(2) h(A, B) = h(B, A),
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(3) h(A, C) < h(A, B) + h(B, C). n

Proposition 8.11. Soit (X, d) un espace métrique et soient A, B €
Pu(X). Alors

hA, B)=inf{e >0: ACV(B,¢e) et BCV(A, e},
avec, V(M, e)={zx e X : d(z, M) <&}, VM C X.

Preuve.
Nous avons
ACV(B,e) @ Vee A,z € V(B,e) & Ve € A/ d(x, B) <e¢ &

supd(z, B) <e < ¢e(A, B) <e.
€A
De la méme maniere,

BCV(B,¢) & e(B, A) <e.
D’ot,
inf{fe >0: ACV(B,e)et BCV(A4,¢)}
= inf{e >0: e(4, B) <cete(B, A) <¢}
= inf{e > 0: h(A, B) <e} =h(A, B).

On note par B(A, r), la boule ouverte de rayon r autour de A,
B(A r)={re X : d(z, A) <r}.
Observons que si X est un espace de Banach alors
B(A, r)=A+rDp.

Définition 8.12. Soit (A,,),en une suite de sous ensembles de (X, d).
On appelle limite supérieure de la suite (A,)n, le sous ensemble de
Xdéfini par

limsup A, = {r € X : liminfd(z, A,) = 0}.

n—o0 n—oo
Et on appelle limite inférieure de la suite (A, ),, le sous ensemble de X
défini par

liminfA, = {z € X : limsupd(z, 4,) = 0}.

n—oo n—oo

On dit que A est limite de la suite (A,,) si

A =limsup A4, = liminfA, = lim A,,.
N—00 n—o0 n—o0
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Proposition 8.13. Soit (A,,), une suite de sous ensembles d'un es-

pace métrique (X, d). Alors, iminf A, est l’ensemble des limites des
n—oo

suites (), tel que x, € A,, et limsup A,, est 'ensemble des points

n—oo
d’accumulation des suites (,,) tel que x, € A, c’est a dire, ['ensemble

des limites des sous suites (T,) tel que T, € Apy.

Théoréme 8.14. Soit (A,), une suite de sous ensembles de (X, d).

Alors,
limsupA,, = ﬂ U A, = ﬂ(ﬂ U B(Am, €)).
o0 n>0m>n e<0 n>0m>n
lim inf A, = U N4n=U N BAm 2.
n>0m>n e>0n>0m>n
Preuve.

x € limsup A, < liminfd(z,A,) =0

< sup(inf d(z, 4,,)) =0
neN mzan

& ir;f d(z, Ay,) =0, Yn € N
& Ve>0,3dIm>n/dx, Ay) <e, YneN
< Ve>0,3Im>n, I, € A,/d(x, x,) <2, Vn €N
& d(z, | J An)=0,VneN

m>n
& r€|JAn VmeN

m>n
& x € m( U Apn)

n>0 m>n

d’on

limsup 4,, = ﬂ( U Ap).

n—eo n>0 m>n

Exemple 8.15. Soit (A,), C R?, la suite définie par
4 - {2} x[0,1]  sin est pair;
" {5} x [<1,0] sin est impair.
Alors
liminf A, = {0} x {0} = {(0,0)}.
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limsup 4, = {0} x [-1,1] ={(0,z)/ — 1<z <1}

n—oo

On note par Pi(X), la famille de tous les sous ensembles compacts

de X.

Propriétés 8.16. Soit (X, d) un espace métrique complet. Alors
(Pa(X), h) est complet et (P(X), h) est complet.
Si (X, d) est un espace séparable alors (Pr(X), h) est séparable.

Définition 8.17. 1) Soit (F, d) un espace métrique. B
On appelle fonction polaire associée a la fonction f : E — R, quon
note f*, la fonction définie sur le dual de E par

ffE — R

a e f*(w’)Zitengsv’, x) — f(2)].

2) Soit A C E. On appelle fonction indicatrice de A, qu’on note
0(., A), la fonction définie par

0., A): E — R

:c»—>c5(a:,A)={0’ T €A

+oo, T & A

3) On appelle fonction support de A, qu'on note 6*(., A), la fonction
définie sur E’ par

(LA E — R

¥ — 0" (2, A) = sup (2, z),
r€A

c’est la fonction polaire associée a (., A).
En effet,
6" (a', A) = sup((z’, x) — d(x, A)) = sup((z, z) — 0),
€L €A

ce qui donne

6" (x', A) = sup(a’, x).
€A

Corollaire 8.18. Soit E un espace vectoriel normé et soit C' un sous
ensemble convexe fermé de E, alors

d(z, C) = sup [(z, z) —&*(«',C)].

I/EBE/
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Preuve.
dz, €) = Inf [lz —y]
= inf ( sup (2',z—y))

yeC IIEEE/

= sup (inf (2',z—y))
x/EFE/ yec

= sup inf ((z, z) — (2, y))
:L‘/GEE/ yed

— swp (¢, 2)+ inf(— (", )
I/EEE/ vec

= sup ((¢, z) —sup(z’, y))
:B/EEE/ yeC

= sup ({2, z) =" (2, 0)).
:L’/EEE/

[ |
Dans le passage de la deuxieme égalité a la troisieme égalité, nous avons
utilisé le théoreme de 'inf-sup, applicable ici, puisque C' est un convexe
fermé.

Corollaire 8.19. Soit A et B deux sous ensembles convezes fermés
bornés de E, alors

e(A, B) = sup (6*(«',A) —d*(a', B)),

I’EEE/
h(A, B) = sup (|6"(a", A) —6"(a', B)|).
J:IEEE/
Preuve.
Nous avons

e(A, B) = supd(x, B).

€A
Par le corollaire 8.18
6(*’47 B) = Sllp[ sup (<l’/, .T>—5*(.T/, B))] = sup [Sup <l’,7 $>_5*($/7B)]
€A I/EEE/ .’IIIEEE/ zeA
et donc
e(A, B) = sup [6*(2', A) — 6*(2', B)].
ZB'EEE/
Par la définition de h, nous avons
h(A, B) = sup (|0*(z', A) —6*(z', B)|).

:IE'GBE/
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9. CONTINUITE DES MULTI-APPLICATIONS
9.1. semicontinuité supérieure.

Définition 9.1. Soient T" et X deux espaces topologiques et F : T' =
X une multi-application. On dit que F est semicontinue supérieurement
(s.c.s) au point to € T, si pour tout ouvert U de X contenant F'(t)
(F(tp) C U), il existe un voisinage € de ¢y tel que F(Q) C U, c’est a
dire F(z) C U, Vz € Q.

On dit que F est s.c.s sur T si elle est s.c.s en tout point t € T'.

9.2. semicontinuité inférieure.

Définition 9.2. On dit que F' est semicontinue inférieurement (s.c.i)
au point tg € T si pour tout ouvert U de X vérifiant F'(to) N U # 0, il
existe un voisinage () de g tel que F(2)NU # 0, Vz € Q (i.e., F7}(U)
est un voisinage de ).

On dit que F est s.c.i sur T si elle est s.c.i en tout point ¢t € T

Définition 9.3. On dit que F' est continue au point ¢, si et seulement
si elle est s.c.s et s.c.i au point ty, et F' continue si et seulement si elle
est s.c.s et s.c.i.

9.3. Caractérisations de la s.c.s et la s.c.i.

Corollaire 9.4. Soit F': T = X. La semicontinuité supérieure de F
est équivalente a chacune des conditions suivantes

a) F.'(V) est un owvert de T pour tout ouvert V de X.
b) F'(U) est un fermé de T pour tout fermé U de X.
c) F~1(M) C F~Y(M) pour tout sous ensemble M de X.

Corollaire 9.5. La semicontinuité inférieure de F est équivalante a
chacune des conditions suivantes

i) F~Y(V) est un owvert de T pour tout ouvert V de X .
i1) FH(U) est un fermé de T pour tout fermé U de X.

it6) FZ' (M) C FZ'Y(M) pour tout sous ensemble M de X.

Preuve.
o ['s.ci=1).
Soit V' un ouvert de X, montrons que F~'(V) est un ouvert de 7'
Pour cela, il suffit de montrer que F'~' (V') est un voisinage de tous ses
points.
Soit t € F~Y(V) < F(t)NV # 0. V étant un ouvert de X et F est
s.c.i au point ¢, alors il existe € un voisinage de ¢, tel que Q C F~H(V),
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ceci implique que F~1(V) est un voisinage de t, donc F~H(V) est un
ouvert de 7.

o i) = ii).

Soit U un fermé de X. Montrons que F_'(U) est un fermé de 7.

En utilisant la relation (8.1), nous avons

U est un fermé de X < X\U est un ouvert de X

= FY(X\U) est un ouvert de T
= T\F_'(U) est un ouvert de T
& F'(U) est un fermé de T

o i) = iii). B

Soit M C X, nous avons F_' (M) C F'(M).

En effet, Vt € F.'(M)

Ft)CMCM & te F.'(M).

M est un fermé de X, alors F_'(M) est un fermé de T contenant
FZY(M) dou,
FIY (M) € FEY(M).
e iii) = F s.c.i.
Soit ty € T et soit V un ouvert de X tel que F(to) NV # 0.

Montrons que F~*(V) est un voisinage de to.
Nous avons,

T\F~(V) = F{I(X\V) = F{H (X\V)

et donc, T\F~1(V) est un fermé de T, i.e., F~' (V) est un ouvert de
T, c’est & dire, F~1(V) est un voisinage de t,. |

Exemple 9.6. Soient

F:R = R

(L] sit#£0

b F““‘{{m» sit=0
G:R = R

1,1 sit=0
b G“):{Ep}] sit 0

Montrer que F' est s.c.i sur R et qu’elle n’est pas s.c.s au point 0.
Montrer que G est s.c.s sur R et qu’elle n’est pas s.c.i au point 0.
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Preuve.
Soit V un fermé de R. Montrons que F_'(V) est un fermé de R.
F ' (V)={teR: F(t) CV}.
e Si V est un fermé de R ne contenant pas [—1, 1] et contenant 0, alors

FZ' (V)= {0}, quiest un fermé de R.
e Si V est un fermé de R contenant [—1, 1], alors
FZ' (V) =R, quiest un fermé de R.
e Si V est un fermé de R ne contenant pas [—1,1] et 0 alors
FZY (V) =10, quiest un fermé de R.

D’ou la semicontinuité inférieure de F.

Montrons maintenant que F' n’est pas s.c.s au point 0.

En effet, 3U =| — é, 5[ ouvert de R tel que F(0) C U, par contre

Ve >0, F(]—¢,+e)) = U F(z) =[-1,41] ¢ U. Donc F n’est
z€]—e,+¢|

pas s.c.s au point 0. |

Théoreme 9.7. Soient X, Y deux espaces métriques, F' : X = Yune

multi-application.

F' est s.c.i au point xy si et seulement si pour toute suite (x,) de points

de X, telle que x, — xo et pour tout yo € F(xg), il existe une suite

(yn) telle que yy, € F(In) et Yn — Yo-

Preuve.
= /
Soit (z,) C X, telle que z,, — z¢ <

YV € V(xp),Ing >0, Vn e N, n >ng =z, € V.

Soit yo € F(xg) et soit U € V(yp).
Nous avons F(zg) NU # (), comme F est s.c.i,

A0 € V(xo)/F(x)NU # 0, Vo € Q.
Qe V(xg) =
dng € N, Vn € Nyn > ng, 2, € Q= F(x,) NU # 0, Yn > no.
Soit alors y, € F(z,) N U (n > ng), on conclut que
VYU € V(yo), Ing € N,Vn € N, n > ng, y, € U = y, — 1o.

Par conséquent, 3(y,) C Y tel que vy, € F(x,) et y, — Yo.

</

Supposons le contraire, c’est a dire F' n’est pas s.c.i au point xg.
F n’est pas s.c.i au point rg <

AU ouvert de Y tel que F(xo)NU # 0 et VQ € V(xg), 32 € Q, F(2)NU =0
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1
< dn €N, dr, € B(xo, E)’ F(z,)NU = 0.

On obtient alors la suite (z,) avec z,, — xq.
Par contre, il n’existe pas de suite (v, ), telle que y, € F(x,) et
Yn — Yo € F(zg) NU, car sinon on aura

VYW € V(yg), Ing € N,Vn € Nn > ng =y, € W.

En particulier pour U = W, donc y,, € U. Contradiction avec
F(z,)NU = 0. D’ou le résultat. |

Théoreme 9.8. Soit F': X =Y une multi-application s.c.s a valeurs
fermées . Alors le graphe de F est fermé.

Preuve.
gph(F) = {(z, y) € X xY/y € F(z)}.
Soit (xp, yn) une suite de gph(F') qui converge vers (x, y). Montrons

que (z, y) € gph(F).
Fs.c.s = F's.c.s au pointx =

VU ouvert de Ytel que F(z) C U, 3Q € V(z) tel que F(z) C U, Vz € Q.
D’autre part, Q € V(z)etz, — = =

dngeN, VneN, n>nyg=1x, €Q = F(x,) CU Vn > ng.
Nous avons alors pour tout voisinage ouvert U de F(x)

dng e N, Vn e N, n > ng = F(z,) CU.

Or,
yn € Fx,) = yn €U, VYn>ng
= VU voisinage de F(x), Ing e N,Vn e N,n>ng =y, €U
= Ve>0,3ng e N, VneN, n>ng= dy, F(x)) <e

= Ve>0,dInpeN,VneN, n>ny= y, € F(z) = F(x).

Comme y, — y et F(z) est fermé, alorsy € F(z) et donc (z,y) € gphF.
Par conséquent le graphe de F est fermé. [ |

Théoreme 9.9. Soient F: X =Y, G : X =Y deux multi-applications
telles que, Vo € X, F(z) N G(x) # 0.
On suppose que

i) F est s.c.s au point xo € X;
i1) F(xg) est compact;
iit) le graphe de G est fermé.

Alors, la multi-application F' NG est s.c.s au point xg.
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Preuve.
Soit N un voisinage ouvert de F(zo) NG(z) = (F NG)(xg). Trouvons
un voisinage V' de xq tel que (FNG)(x) C N, Vx € V.

e Si F(xzg) C N, par la s.c.s de F' au point z,

3V voisinage de xq tel que Vo € V, F(x) C N et donc

F(x)NG(x) C N, Vx € V, d’ou le résultat.

e Si F(zo) ¢ N, considérons l'ensemble K = F(z9) N (Y\N) qui est
compact, puisque F'(zq) est compact et (Y\N) est fermé.

Nous avons, Vy € K, y € G(xo) (car si y € G(xo) alors y € G(zg) N
F(z) C N, contradiction avec le fait que y € (Y\N)).

y & G(xg) = (x0,y) € gph(G) qui est fermé.

En posant H = ((X x Y)\gph(G)) on aura (xg, y) € H qui est ouvert,
et donc il existe VY un voisinage ouvert de g et il existe W, un voisi-
nage ouvert de y tels que (V¥ x W,) € H = (V¥ x W,)Ngph(G) = 0.
d’ou

(9.1) Ve eV}

xo’

G(z) NW, = 0.

D’une autre part,

K=J{ycUm,

yeK yeK

(Wy)yex est un recouvrement ouvert de K qui est compact, donc on
peut lui extraire un sous recouvrement fini

KCOWyi:W,

=1

W est un voisinage ouvert de K et W U N est un voisinage ouvert de
F(z). En effet,

Comme F' est s.c.s au point xg, il existe un voisinage V; de xq tel que

(9.2) F(z) cWUN, Vx e V.
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Soit Vo = Vo N (N V%). Par les relations (9.1) et (9.2)

n
i=1

v

VeeV, & xzelVyetace

1=1
Glx)NW,, =0, Vi=1,n et
F(zx) CWUN
N Gx)NW =10, et
F(z) CWUN
= F(z)NG(x) Cc(WUN)NG(z) = NNG(z) C N.
Par conséquent, Vo € V,,,, F(x) N G(x) C N, d'ou le résultat. [

Corollaire 9.10. Soit G : X = Y une multi-application a valeurs non
vides, avec Y un espace compact.
Si le graphe de G est fermé alors G est s.c.s.

Preuve.
Appliquant le théoreme précédent aux multi-applications G et
F:X =Y
r — Fx)=Y.
Nous avons,

Ve X, F(z)NG(z) =Y NG(z) = G(x) # 0.
Pour tout 2 € X
1) F(zg) =Y est compact;
2) F est s.c.s au point xq (car F' est constante);
3) gph(G) est fermd.
Alors, G = F N G est s.c.s au point xg et donc G est s.c.s sur X.

Définition 9.11. Soit (X, d), (Y, d’') deux espaces métriques et soit
F: X = Y un multi-application.

On dit que F' est H-s.c.s au point 2y € X si et seulement si,

Ve > 0,30 >0/ F(B(xg, 0)) CV(F(xg), ) ={y €Y : d(x, F(xg)) < e}.

On dit que F'est H-s.c.s sur X si et seulement si elle est H-s.c.s en tout
point de X.

Corollaire 9.12. Si F est s.c.s au point xq alors F' est H.s.c.s au point
xg. (L’implication inverse est fausse).

Preuve.
Soit £ > 0 et Soit U = [V (F(zq), €]° ={y €Y, d(y, F(x0)) < €}.

Nous avons, F'(xy) C U, or F' est s.c.s au point o = 30O, voisinage
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de xq tel que F(z) C U, VYV € O,.

Oxo c V(l’o) = 3 > 0, B(io, 5) C Oxo
= F(Blzo, 8)) C F(Ou) C U = [V(F(zo), &) C V(F(a0), o).
D’on,
Ve > 0,30 >0, F(B(xy,0)) C V(F(xy), €).

Par conséquent, F' est H-s.c.s au point zg. [ ]

Corollaire 9.13. Si F'(xq) est compact alors la H-s.c.s de I au point
xo est équivalente a la s.c.s de F' au point x.

Preuve.
Nous avons, F' s.c.s au point xg = F H-s.c.s au point xy (Corollaire
10.9).
Montrons maintenant que, F' H-s.c.s au point xry = F' s.c.s au point
Zo.
Soit U un ouvert de Y tel que F(zy) C U. Comme F(xg) est compact
alors,

dn >0 tel que [V(F(x0),n)]° C U.
D’une autre part,
Ve €]0,1[, V(F(x0). €) C [V(F(x0), n)]°.
En effet, Vy € V(F(x0), €), d(y, F(zo)) <e <n = y € [V(F(xo)], n]°.
I étant H-s.c.s au point zq alors
36 > 0, tel que F(B(zo, 9)) C V(F(xp), e) C U.

D’ol, YU voisinage ouvert de F(zq), 3Q = B(xq, 0) € V(xq) tel que
F(x) C U, Vx € Q.
Par conséquent, F' est s.c.s au point x. [ |

Corollaire 9.14. Soit F' : X = Y wune multi-application a valeurs
fermées. Alors F' est H-s.c.s au point xqo si et seulement si pour toute
suite (z,) C X convergeant vers xg, nous avons

Jlrlgoe(F(xn), F(zg)) = 0.

Preuve.
=/
F H-s.c.s au point 29 < Ve > 0, 36 > 0/ F(B(x0, 9)) C V(F(xp), €).
Nous avons
T, —r < V(>0 3Ing €N, VneN n>ng= d(z,, x9) <(
< YV(>0,3dnge N, Vne N, n>nyg= x, € Bz, ().
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En particulier, pour ¢ = 9,
dng € N, Vn € N, n > ng = x, € B(xg, 9).
D’ou
Flz) C F(B(20,6)) C V(F(zo), €)).
F(z,) C V(F(20), €) <
e(F(xy,), F(xg)) <e = lime(F(x,), F(xy)) = 0.

n—oo
<=/
Supposons que F' n’est pas H-s.c.s au point x¢ <

Je > 0,Y6 > 0, F(B(zo, 6)) ¢ V(F(x0), €)

=
3> 0, Vn € N, F(B(xo, %)) ¢ V(F(xy), )
=4
3> 0, Vn € N°, 3z, € Blao, %) et F(an) ¢ V(F(xo), 2)
=4
Tp, — To et JLHSOP(F(Tn), F(x0)) # 0.
D’ou I'équivalence. [ |

Définition 9.15. Soient (X, d), (Y, d') deux espaces métriques et soit
F: X =Y une multi-application.
On dit que F' est H-s.c.i au point xg € X si et seulement si

Ve>0,30>0/F(xg) C[V(F(x), ¢)]°, Yo € B(xg, 9).
[ est H-s.c.i sur X si elle est H-s.c.i en tout point de X.

Corollaire 9.16. Si F' est H-s.c.i au point xq alors F' est s.c.i au point
Zog-

Preuve.
Supposons que F' est H-s.c.i au point o et qu’elle n’est pas s.c.i en

ce point. Donc nous avons l'existence d’un ouvert U de Y vérifiant
F(xo)NU # D et VYV € V(xg), 2" €e V/ F2')NU =0 &

1
Vn € N*, 3, € B(zg, —)/ F(x,) NU = 0.
n
D’une autre part, par la H-s.c.i de I’ au point zy nous avons

Ve > 0, Ing € N*, Vn € N, n > ng, = F(xq) C [V(F(zy), €)]°

F(zo) NU C [V(F (), €)]°, Yn > ny.
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Soit y € F(xo) NU =y € [V(F(z,), ¢)]° = d(y, F(x,)) <& =

1
12{ )d’(y, Yn) < e = Yk >0, Jy, € F(xy,,) tel que d'(y, yr) < e
Yn€F (Tn
Pour k assez grand, on obtient y;, € U, contradiction avec
F(z,) NU = (). Par conséquent, F H-s.c.i = F s.c.i. [
Corollaire 9.17. Si F(xq) est compact alors
F H-s.c.i au poinzy < F s.c.i au point xg.
Preuve.
Nous avons, F' H-s.c.i au point xy = F s.c.i au point zy (Corollaire
10.13).

Supposons maintenant que F' est s.c.i au point xy. Nous avons

1
Fzo)= |J {w}c | B, 5¢)-
yeF (x0) yeF (a0)
Comme F(xg) est compact, alors on peut extraire un sous recouvrement

fini

m
1
F(.L’()) C 1L__J1B(yl, 55)
F' est s.c.i au point zg =

- 1
El(gi > O, VT - B(ZIT(), ()1;), F(’L’) N B(’lj7, 58) ?é (Z)

pour ¢ = 1, m.
Soit & = inf §;, nous obtenons alors, z € B(xg, 0)
1<i<m

~ F(2)N Blys %g) L0, Vi=Tm

1 1
= dz € F(x) et d(y;, 2) < 5 = Ui € V(F(x), 55), Vi=1,m

1
= By, 5° C [V(F(xg),e)]°, Vi=1,..,m.

)
En effet, V2’ € B(y;, %s), (', y;) < %8 =
1 1
d(z, 2") < d(z, y) + d(y;, 2') < et E=e= 2 e [V(F(x),e)]°.
Par conséquent,

m 1
F(‘TO) C UB(ylv 56) - [V(F(l’)7 8)]0 C V(F(Jﬁ), €),‘V/$ S B($07 6)7
i=1
et donc F' est H-s.c.i. au point x. |
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Corollaire 9.18. Soit F' : X == Y wune multi-application a valeurs
fermées. Alors F' est H-s.c.i au point xq si et seulement si pour toute
suite (x,) C X convergeant vers xy, nous avons

,}ngoe(F(xo)’ F(z,)) =0.

Preuve.
=/
F H-s.ci &

Ve > 0,30 >0, F(zg) C [V(F(x), €)]°, Y € B(zo, 9).
Nous avons, z,, — Tg <
V¢ >0, dng € N, Vn € Nyn > ng = x, € B(xg, ().
En particulier, pour ¢ = 9,
Ing € N, Vn € Nyn > nyg = x, € B(xo, 0) = F(x9) C [V(F(z,), €)]°
= e(F(xo), F(z,)) < ¢
= 711210106(17(370), F(z,)) =0.

<=/
Supposons que F' n’est pas H-s.c.i

o 30,6 > 0,3z € By, 8)/ Flxo) ¢ [V(F(z), &)]°
o Fe>0,¥ne N, Iz, € Blao, %)/F(:co) 7 [V(F (), )]°.

On obtient alors la suite (z,,) C X telle que, x, — z et
F(xo) ¢ [V(F(z,), €)]°, c’est a dire,

lim e(F(xzo), F(z,)) # 0.

n—oo

Corollaire 9.19. Soit F' : X = Y wune multi-application a valeurs
compactes. Alors, F' est H-continue (continue par rapport a la dictance
de Hausdorff) si et seulement si pour toute suite (), C X convergeant
VErs To NOuS avons

lim h(F(z,), F(xq)) =0.

n—0o0
Corollaire 9.20. La composition de deuz multi-applications s.c.i (resp.
s.c.s) est s.c.i (resp. s.c.s).
Proposition 9.21. Soient T, X deux espaces topologiques et Fy, F; :
T = X deuzx multi-applications. Alors,

a) si Fy et Fy sont s.c.i au point to € T', alors t — Fy(t) U Fy(t) est
s.c.i au point ty (ce résultat n’a pas liew pour lintersection).
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b) Si Fy et Fy sont s.c.s au point to, alors t — F(t) U Fy(t) est s.c.s.
au point tg.

c) Supposons que X est métrisable. Si Fy, Fy sont d valeurs fermées
et s.c.s au point to, alors t — Fy(t) N Fy(t) est s.c.s au point t.

Proposition 9.22. Soit X un espace localement convexe et soit « :
T — R une fonction continue au point to € T et Fy, Fr : T = X deux

multi-applications.

Soit F(t) = a(t)Fi(t) + Fy(t) et G(t) =coFi(t).

a) Si Fy et Fy sont s.c.i au point to, alors F' et G sont s.c.i au point
to.

b) Si Fi(tg) et Fy(to) sont compacts et si Fy, Fy sont s.c.s au point tg,

alors I et G sont s.c.s au point tg.

Corollaire 9.23. Si F : T' = X est s.c.s a valeurs compactes alors
["tmage de tout compact de T est un sous ensemble compact de X .

Contre exemple pour la s.c.i.
Soit
F:0,1] = R

0,t] sit#1
b F(t)z{[{o}} sit=1

gph(F) = {(t, x)/x € F(t)}
= {{t, x)/z [0, 1]}
= {(t, x) € [0,1[x[0, 1[/z € [0, ¢t[} U{(1,0)}.
F est s.c.i sur [0, 1] qui est compact mais
F([0,1]) = U F(t) = U [0, ¢[=[0,1]
te[0,1] te[0,1]

qui n’est pas compact.



