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2.2 Compltude, rflexivitlet sparabilit.

Theoréme 7 Soit 1 < p < oo, alors L” est un espace de Banach.

Definition 6 Soit E un espace de Banach et soit J linjection canonique de E dans
E". On dit que E est rflexif si J(E) = E".

Theoréme 8 L? est rflexif pour 1 < p < oo.

Definition 7 On dit qu’un espace mtrique E est sparable s’il existe un sous-ensemble
D C E dnombrable et dense.
vy Ao

Theoréeme 9 L7() est sparable pour 1 < p < cc.

"
2.3 Continuit par rapport la translation de fonctions dans L?.

Theoréme 10 Soit @ C R™ un ensemble mesurable, et 0 < p < oo, alors pour tout
fe€LrQ) on a:
hm “fo(r +h)— (1‘)“ (15)

LP(S'Z)

re={17 2150

Remark 2 s +heQ&zeQ—h

Remark 3 Pour p = oo le thorme n’est plus valable.
En effet soit |2 >0, on considre Q; C Q tel que 0 < || < |0 et

g 1A siz€e,
4 (t)_{ 0 sizeQ/Q.
alors

7% + 1) = £l iy = oo+ 1) = x0u @) gy 2 11y =10

Lemme 1 Soit @ C R” un ouvert, f € C(2), alors

1w = 14 llcqoy- , (16)

Proposition 2 Soit f € C(R") (espace des fonctions bomeg/et uniformment contin-
ues), alors

,llifll,“f(r"’h f(z)”w(mn) hm”f(z«f—h) f(x)“c'(mn) 0 a7
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2.4 Injection et densite . /

>
Definition 8 Soient (X, ||.[x) — (Y.|llly) 2 espaces vectoriels norms, alors on dit
que X s’injecte continment dans Y, et on le note par

XY, si:

1) X est sous-espace vectoriel de Y .
2) Il existe une constante M > 0 telle que |jzfly < M|jz|x, Yz € X.

Remark 4 1: X - Y, Vz € X est Uoprateur d’injection &

= llzlly
W= Ilzsll‘:r]io ll=lx”

Exemple 1 Soient Q un ouvert, Q CR™, 0 < p < q < oo et | Q |< oo, alors
L(Q) — L7(). (18)

Notations:

- C*(9) dsigne I'ensemble des fonctions indfiniment drivables.

- C§°(9) dsigne I'espace des fonctions indfiniment driva.ble;(support compact.
g

~

/
Theoréme 11 (Thorme de densit ﬂ)
(1) Soient Q) C R™, un ensemble mesurable, 1 < p < oo; alors C*®(R"™) est dense dans
Lr(Q).
(2) Soit Q un ouvert dans R, 1 < p < oo; alors C3°(R™) est dense dans Q).

Par exemple C*°(R") est dense dans LP(Q) veut dire:
Vf € LP(Q), 3 une suite fp € C®(R") telle que ||fi — fller@) = 0 lorsque k& — oc.
Autrement dit f peut tre approxime par la suite fr au sens de la semi-norme dans

().

3 Convolutions et fonction maximale.

3.1 Convolutions.

Definition 9 Soient f,g € Li*(R") (c--d VK C R*, K compact; f,g € Li(K))
loperation

(Fro@ = [ e -, (19)

est appele convolution des fonctions f et g au point x (si UVintgrale est finie) c—d, si
Vz € R™: (f*g)(z) est finie.
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Proposition 3 .

(1) f*g=g= f commutative.
(2) f*(g=h)=(f=g)=h associative.
(3) F(f=g)=(Ff).(Fg) o F dsigne la transformation de Fourier.

(4) Soient f et g € C(R").
Si fxg=0, alors f(x) =0 ou g(x) = 0 (Thorme de Titchmarch).

Lemme 2 (Invariance de la norme dans L,(R") par rapport la transla-
tion). Soit1 <p< oo, heR" et f € L,(R"), alors :

17 (@ + Bl @) = U@ me)- (20)
Proposition 4 Soit f € L'(R"), g € LP(R™) avec 1 < p < 00, alors f*g € LP(R") et
Ilr *g“LP(R") = ”f”Ll(R")“g“LP(Rn)' (21)

Lemme 3 Soient | <p <oc, he R*, Q CR", f € L,(Q+h), alors

1+ R, = 1 f (@)L, 0m- (22)

Remark 5 lemme 3 = lemme 2 avec Q) = R™ car R" + h = R™.

Theoréme 12 (Ingalit de Young).
soient 1 <p < g < oo etr tels que

i 1
—wl—— = (_:— +-), oup estle conjugué de p.
T P 4

f €L (R"), g€ LP(R™), f*g € LI(R), alors

”f*y”u(xn) = ”f“u(gn)“g“m(n")' (23)

3.2 Fonction maximale (Oprateur de Hardy-Littlewood).

Definition 10 Soit f une fonction localement intgrable dfinie sur R, Mf est dite
fonction mazimale si

M@ =9 g [ @l (29
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Theoréme 13 (Hardy-Littlewood). Soit f une fonction dfinie sur R™, alors

a) Si f € LP(R") 1 < p < oo, la fonction M f est p.p. finie.

b) Si f € L*(R™), pour chaque o > 0,

fr: (@ >al| <2 [ |1 (25)
o Cy = cste qui dpend de n.

¢) SifeP(R")1<p<oc,

(M1) € PR e [M ]y < Aol e (26)

0 A, dpend de p et n.

Espaces L@, p

€
4 Dfinitions et ingalits intgrales.
£

2
4.1 Dfinitions.

Notations.
Q est un sous ensemble mesurable de R, Q| > 0.
P(92) Pensemble de toutes les fonctions mesurables telles que p : 2 — [1, 00).
On pose:

0= (o) = {z €9, plz) =0, a e [1,00]},
en particulier: Q; = {z € Q, p(z) = 1} et Qo = {z € Q, p(z) = 0},
puis :

Qp = /(2 UDy),

P =supwrai p(z), p= infvrai p(z), si Q| >0,
TeQ = =€

& = [Ixen [l + Pxaullog + Xl
: 3
p=1+=-2,
o p P
o X dsigne la fonction caractristique des ensembles correspondants.
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Definition 11 On note par L@(Q) Uensemble des fonctions f mesurables et telles
que :

L(f) = / [F@)Pdr + sup vrai| f(x)] < oc. (27)
/0 e

Remark 6 La fonctionnelle I(f) : I*®)(Q) — [0, 0) est appele modular de lespace
) (Q).

Dans ce qui suit on cite certaines proprits de L(f).

Proposition 5 .

(1) L(f) 2 0, Vf € L*)(Q).

(2) I,(f) = 0 si et seulement si f =0 p.p.
(3) L(=1) = L(f), Vf € P(Q).

(4) I, est conveze.

(5) Si If(T)] > ]g('r)l pour T € Q presque partoul, et si I,(f) < oo, alors I(f) >
L(g)-

(6) Si0 < I(f) < oo, alors application X — Ip(f) est continue et deroissante sur
Uintervalle [1, 00).

Definition 12 On dfinit sur I*®(Q) la norme suivante:

“f"u(z)(n) =inf{}, A>0 : Ip(§> <1} (28)

(I\/FLM,/({ L(A»(ZWZW})
Remark 7 Si p(x) = cste 2 s
o f(z)
&= [

B - [|12
= % / fP<1

Jise<re = ( fisp)? <

A
Wllom = {int3 >0, tg 5,(£) <1} = (i) <tston

P
dz
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