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Quelques précisions sur le cours
d’espaces métriques

1) Structure du document
Le document contient :

— Le cours proprement dit qui comporte six Chapitres.
— Des exercices corrigés correspondant a chacun des six Chapitres
— Les énoncés des trois devoirs, correspondant aux chapitres 1-2, 3 et 4-5-6 respectivement.

2) Organisation du travail

Chacun est libre de s’organiser & sa convenance pour assimiler le cours. Cependant il me
semble judicueux de ne pas attendre de rendre un devoir pour commencer a étudier le chapitre
suivant. Vous risqueriez d’étre pris par le temps en fin de semestre.

A la fin de chaque section sont indiquées les numéros des exercices qui sont a traiter dans
le cadre des travauz dirigés. Les énoncés et les solutions de ces exercices se trouvent dans la
deuxiéme partie “Travaux dirigés”. Il est souhaitable d’essayer de résoudre ces exercices, sans
faire appel au corrigé.

Bibliographie : Le document est concu pour étre autosuffisant a partir des connaissances
acquisent en L2. Si vous envisagez vraiment a acheter un livre vous pouvez me consulter avant.

Il est tres probable due vous y trouviez des imprécisions et des erreurs (de frappe ou méme
de contenu). Merci d’avance de me les signaler, par exemple & 'occasion d’un rendu de devoir,
ou directement par email.

3) Calendrier

Les dates ci-dessous sont a respecter si vous souhaitez une correction personalisée. Dans
tout les cas une solution détaillée vous sera envoyée peu apres la date prévue de remise du
devoir.

— Devoir 1 : Le 5 novembre 2009

— Devoir 2 : Le 15 décembre 2009

— Devoir 3 : Le 5 janvier 2010.

Je vous souhaite un bon semestre.

Louis Jeanjean
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Chapitre 1

Généralités sur les espaces
métriques

1.1 Notion d’espace métrique

Définition 1.1.1 (Distance) Soit E un ensemble quelconque. On appelle distance sur E
une fonction d : E X E — R avec les propriétés suivantes :

(i) d(x,z) =0,Vx € E et d(z,y) > 0,Vz,y € E,x # y.

(ii) d(z,y) = d(y, z).
(i1i) Vx,y,z € E on a

d(z,y) +d(y,z) > d(z,z) (inégalité triangulaire).

Définition 1.1.2 (Espace métrique) Si E est un ensemble et d : E x E — R est une
distance sur E le couple (E,d) s’appelle espace métrique.

Définition 1.1.3 (Boules ouvertes et fermées) Soit (E,d) un espace métrique. Soit x €
E etr > 0. L’ensemble
B(z,r) = {y € B d(z,y) <1}

s’appelle boule ouverte de centre x et de rayon r. L’ensemble
B'(z,r)={y € E:d(z,y) <r}

s’appelle boule fermée de centre x et de rayon r.

Remarque 1.1.4 I est essentiel de réaliser que la notion de boule ouverte et celle d’ouvert
qui va suivre dépend de la distance choisie, voir [’Ezxercice 1.1.

Définition 1.1.5 (Ensemble ouvert) Soit (E,d) un espace métrique. Un ensemble O C E
est dit ouvert si pour tout x € O, il existe r, > 0 tel que B(x,r,) C O.

11



12 CHAPITRE 1. GENERALITES SUR LES ESPACES METRIQUES

Remarque 1.1.6 (Une boule ouverte est toujours un ouvert) Soit B(z,r) une boule
ouverte et y € B(x,r). Alors d(xz,y) < r. Soit ry > 0 tel que ry < r —d(z,y). Alors si
z € B(y,ry) on a

d(z,z) < d(z,y) +d(y,r) <ry +d(y,z) < (r—d(z,y)) +d(y,z) =

Donc z € B(x,r). Ainsi B(y,ry) C B(x,7).

Théoréme 1.1.7 (Propriétés des ensembles ouverts) Soit (E,d) un espace métrique.
Alors

i) O et E sont des ouverts.

i1) Si (O;)ier est une famille quelconque d’ouverts, alors U;crO; est ouvert.

i11) Si O1,0a, ..., Oy sont des ouwverts, alors O1 N Oy N ---N O, est ouvert.

Démonstration.

(i) Evident.

(ii) Soient O = U;erO; et © € O. Alors Jig € I tel que = € O;,. Comme O;, est ouvert
= Ir > 0 tel que B(z,r) C O0;;, = B(x,r) C Uje;O; = O. Comme x € O était
quelconque = O est ouvert.

(iii) Soit z € O1 N O2 N ---NOy. Alors € Oy, € Os,...,x € O,. Comme chaque O;
est un ouvert, il existe 1y > 0,79 > 0,...,7, > 0 tels que B(z,r;) C O1,B(z,r3) C
Os...B(x,ry,) C Oy. Soit r = min(ry,re,...,7my,) > 0. Alors B(z,7) C O1NO2N---NO,.
Donc O1 N O N ---N 0O, est ouvert.

Remarque 1.1.8 [Tout ouvert est une réunion de boules ouvertes| Soit O C E un ouvert et
x € O. Comme O est ouvert, Vo € O, Ir, > 0 tel que B(x,ry) C O. Posons V = UgzcoB(x,1y).
Pour tout y € O on ay € B(y,ry) et B(y,ry) C V. Doncy €V et on en déduit l'inclusion
O C V. De plus, O contient toute les boules B(y,ry) donc leur réunion. D’ot V C O et par
suite O = V. Bien entendu nous savons par le Théoréme 1.1.7 que toute réunion d’ouverts
est un ouvert et donc toute réunion de boules ouvertes est un ouvert.

Définition 1.1.9 (Ensemble fermé) Soit (E,d) un espace métriqgue. Un ensemble F' C E
est fermé. si et seulement si son complémentaire E\F noté CgF est un ouvert.

Exemple 1.1.10 (Une boule fermée est un fermé) Soit (E,d) un espace métrique et a €
E. Montrons que A(a,r) = {x € E : d(z,a) > r} est un ouvert. Six € A(a,r) alors d(z,a) > r
et pour 0 < p < d(z,a) —r on a B(z,p) C A(a,r). Maintenant comme CgA(a,r) = {x € E:
d(xz,a) <1} on conclut.

Proposition 1.1.11 (Propriétés des ensembles fermés) Soit (E,d) un espace métrique.
Alors

(i) O et E sont des fermés.

(ii) Si (F})icr est une famille de fermés, alors U;er est un fermé.



1.1. NOTION D’ESPACE METRIQUE 13
(iii) Si Fy, Fy, ..., F} sont des fermés, alors Fy U FyU---U Fy, est un fermé.

Démonstration.
(i) Cest évident car ) = CgE et E = Cgl.
(ii)) On a Cp(UicrF;) = Uier(CpF;). Or F; est fermé —> CgF; est ouvert pour tout i € T
= U;er(CpF;) est ouvert.
(ili) On a Cg(FLUFyU---UFy) = (CpF1)N(CgFy)N---N(CgFy). Or, chaque F; est fermé
= CgF; est ouvert = (CgFi)N---N(CgFy) est ouvert.

Définition 1.1.12 (Topologie) Soit (E,d) un espace métrique. La topologie 7 de (E,d) est
la famille de tous les ouverts de E :

7={0 C E: O ouvert dans (E,d)}.

Définition 1.1.13 (Distances topologiquement équivalentes) Soit E un ensemble sur
lequel sont définies deux distances di et do. On dira que dy et dy sont topologiquement
équivalentes si elles définissent la méme topologie, c’est a dire si elles définissent les mémes
ouverts.

Proposition 1.1.14 Soient dy et dy deux distances sur E. On suppose qu’il existe C1,Co > 0
tels que
Cidi(z,y) < da(7,y) < Codi(z,y), Va,y € E.

Alors dy et do sont topologiquement équivalentes.

Démonstration. Soit O un ouvert de (E,d;). Soit a € O. Alors 3r > 0 tel que By, (a,r) =
{r € E:di(z,a) <7} CO.On pose r, =rCi.
Si da(a,x) < 1y, alors di(z,a) < C%dg(m,a) < ¢ et donc di(z,a) <r. Dotz € O. Ainsi
pour ., = rC7 on a
By, (a,r.) ={x € E : da(x,a) <1y} CO.

Donc O est ouvert dans (E,dsz). Réciproquement en permutant les roles de dj et dy il vient
que si O est un ouvert de (F,d2) alors O est un ouvert de (E,d;). Donc d; et da sont topolo-
giquement équivalentes. [

Remarque 1.1.15 (i) Attention que la condition donnée a la Proposition 1.1.14 n’est pas
nécessaire (voir pour cela I’Exercice 1.4).

(ii) L’intérét de savoir que deux distances sont topologiquement équivalentes est que beau-
coup de propriétés des espaces métriques sont invariantes par passage d’une distance
topologiquement équivalentes a une autre.

Exercices : Résoudre les Exercices 1.1, 1.2, 1.3 et 1.4.
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1.2

(i)

(i)

(iii)

CHAPITRE 1. GENERALITES SUR LES ESPACES METRIQUES

Premiers exemples d’espaces métriques

Sur R la fonction d : RxR — d(z,y) = | —y| est une distance. La boule ouverte B(zx, )
est donnée par {y € R: y €]z — r,z + r[}. On voit sur cet exemple qu’en général une
intersection d’ouverts n’est pas un ouvert. En effet on a

1 1
[Oa 1] = UTLGN] - 1+ 7[
n n
et [0, 1] n’est pas ouvert.
Si E=RY

N
di(z,y) = Z; lzi —yi| et doo = lglfgvm — il
P

ounx = (r1,22,...,oN) €t y = (Y1,¥2,...,yn) sont des distances. On peut le voir par
calcul direct. Nous allons le déduire d’'un procédé de construction de distances décrit
maintenant.

On appelle semi-distance sur un ensemble E une application § : (z,y) € E X E —
d(z,y) € R vérifiant

(a) 0(z,z) =0,Vz € E.

(b) d(z,y) =d(y,x).

(¢) Vz,y,z € E on a

o
4]

d(z,y) +6(y,2) = d(z,2z) (inégalité triangulaire).
La seule différence avec une distance est que 'on peut avoir d(x,y) = 0 avec x # y.
Par exemple dans R? D'application (z,y) — |z; — vil, (x = (z1,22),y = (y1,y2)) est
une semi-distance mais pas une distance. On peut montrer (voir Exercice 1.5) que si
01, ...,0, sont des semi-distances sur F, alors

1<isn

5:2& et 0 = max 0;
i=1

sont des semi-distances. On en déduit immédiatement que di et doo sont des semi-
distances. Il ne reste plus alors & remarquer que si dj(z,y) = 0 alors x = y et que
doo(z,y) = 0 implique que & = y pour s’assurer que ce sont des distances.

Soit E ’espace des polyndmes de degré inférieur ou égal a n et soient xp < 1 < -+ - < Ty,
n + 1 points distincts de R. Montrons que

AP,Q) € B x F — max |P(zs) - Q(a)|

<isn
est une distance. Pour cela on utilise de nouveau le concept de semi-distance. On montre
(voir Exercice 1.5) que si § est une semi-distance sur E, alors pour tout ensemble E’ et
toute application o : B/ — E, I’application

§:(2'y) e E' x E' — §(a(z’), aly))
est une semi-distance. Par suite d est une semi-distance. C’est aussi une distance puis-

qu’un polynoéme de degré inférieur ou égal a n ne peut s’annuler en n+ 1 points distincts
sans étre identiquement nul.
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(iv) Tout ensemble peut étre muni d’une distance. En effet si E' est un ensemble quelconque,
d: Ex E— R avec
Osiz=y
d =
(@,y) { lsix#y
est une distance appelée la distance discrete. Dans cet exemple tout sous-ensemble de
E est ouvert. En effet solent A C E et z € A. Alors B(z,3) = {2z} C A (voir aussi
I’Exercice 1.6).

(v) Soit f: R — R donnée par f(z) =

alors sur £ x EF = R x R la fonction
1+ |z

€z Y
dz,y) = |f(x) — = ) — ‘
est une distance. De méme on peut vérifier que
di(z,y) = ‘Arctan(x) - Arctan(y)‘

est une distance sur R.

Exercices : Résoudre les Exercices 1.5 et 1.6.

1.3 Intérieur-Fermeture-Frontiére

Définition 1.3.1 (Intérieur d’un ensemble) Soit (E,d) un espace métrique et A C E.
L’intérieur de A, noté A° est la réunion de tout les ouverts contenus dans A. Les éléments de
A° sont appelés les points intérieurs de A.

Remarque 1.3.2 Par le Théoréme 1.1.7, A° est un ouvert, c’est donc le plus grand ouvert
inclus dans A. On en déduit que A C E est ouvert si et seulement si A = A°. En effet si

A = A°, A est ouvert. Réciproqguement si A est ouvert alors A C A° et comme on a toujours
A° C A il vient A= A°.

Proposition 1.3.3 (Caractérisation de A° par les boules) Soit (E,d) un espace métrique
et AC E. Alors x € A° si et seulement si il existe v > 0 tel que B(z,r) C A.

Démonstration. = Si x € A° comme A° est ouvert, par définition d’un ouvert il existe
r >0 tel que B(z,r) C A°.

<= S’il existe > 0 tel que B(z,r) C A comme B(z,r) est ouvert on a B(x,r) C {UO :
O ouvert et O C A} = A°. ]

Définition 1.3.4 (Adhérence ou fermeture d’un ensemble) Soit (E,d) un espace
métrique et a € A. L’adhérence, on dit aussi la fermeture de A, est l’intersection de tout les
fermés qui contiennent A, on la note A.

Remarque 1.3.5 (i) A est toujours un fermé (car c’est une intersection de fermés).
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(ii)) AC A et A=A si et seulement si A et fermé.
(iii) Si F est fermé et AC F, alors A C F.

Proposition 1.3.6 (Caractérisation de A par les boules) Soit (E,d) un espace métrique
et AC E. Alors x € A si et seulement si Vr > 0, B(x,r) N A # 0.

Démonstration. Montrons tout d’abord que I'intérieur de Cr A est égal & CpA. Supposons
que x € E soit dans 'intérieur de CgA et montrons que = € CgA. Par la Proposition 1.3.3,
il existe r > 0 tel que B(z,r) C CpA. Alors, en passant aux complémentaires, il vient que
Cg(CgA) C CgB(z,r). Donc A = Cg(CgA) C CgB(z,r) et puisque CpB(z,r) est un fermé
on a aussi A C CgB(xz,r). En passant aux complémentaires il vient alors que B(x,7) C CgA
et donc © € CpA. On ce point on a montré que U'intérieur de CrA est inclut dans CgA.
Montrons maintenant ’inclusion inverse. Puisque A C A on a CgA C CgA. Mais CpA est
ouvert (car A est fermé) et donc CgA est bien inclut dans I'intérieur de CgA.

Apres ce préliminaire montrons 'implication directe :

= Soit x € A et r > 0. Montrons que B(x,7) N A # ). Par I'absurde si B(z,7) N A = ()
alors B(z,r) C CgA. Comme B(xz,r) est ouvert => B(x,r) est dans I'intérieur de CgA qui
est égal a CgA. Par suite x € CgA ce qui contredit I’hypotheése que x € A. On a ainsi prouvé
que B(z,r)N A # (.

Montrons maintenant ’implication réciproque :

<= Supposons que Vr > 0, B(z,r) N A # 0 et montrons alors que z € A. Par I'absurde
supposons que = ¢ A. Alors z € CgA et puisque CgA est ouvert Irg > 0 tel que B(z,rg) C
CgA. On a donc B(z,r9) N A = (). Mais A C A donc B(z,r9) N A = (). Cette contradiction

montre alors que notre hypothese était fausse et donc que = € A. [

Définition 1.3.7 (Frontiére d’un ensemble) Soit (E,d) un espace métrique et A C E.
On appelle frontiere de A I'ensemble AN CEA et on le note OA.

Cette définition est justifiée par le résultat suivant qui résulte directement de la ca-
ractérisation de la fermeture d’un ensemble donnée par la Proposition 1.3.6.

Proposition 1.3.8 Soit (E,d) un espace métriqgue et A C E. Alors x € OA si et seulement
si toute boule centrée en x rencontre a la fois A et CgA.

Exercices : Résoudre les Exercices 1.7 et 1.8.

1.4 Convergence de suites

Définition 1.4.1 (Convergence de suites) Soit (E,d) un espace métrique et soit (x,,) une
suite de E. On dit que (x,,) converge vers | € E et on note x, — | ou lim, oo @y, =1 si et
seulement st

Ve > 0,3n. > 1 tel que Vn = n. on a xz, € B(l,¢).

La valeur | € E est alors appelée la limite de (x,).
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Proposition 1.4.2 (Unicité de la limite) Siz, — l; et z, — Iy alors I} = ls.

Démonstration. Supposons que l; # l3. On choisit alors € > 0 tel que B(l1,e)NB(l2,e) = 0.
Pour n € N suffisamment grand on devrait avoir x,, € B(ly,¢) car x, — l1 et x,, € B(la,¢) car
T, — ly. Cette contradiction montre que l; = ls. [ ]

Définition 1.4.3 (Sous-suite) Soit (x,) C E une suite, une suite extraite (on dit aussi

\

sous-suite ) de (z,,) est de la forme (zy(,)) 0t ¢ : N — N est strictement croissante.

Proposition 1.4.4 (Convergence des sous-suites) Soit (F,d) un espace métrique et
(zn) C E tel que v, — | € E. Alors toute sous-suite (Ty(,)) de (x,) converge vers [.

Démonstration. Soit ¢ > 0 fixé. Alors In. > 1 tel que ¥n > n. on a d(z,,l) < e. On a
1<k(1l) <k(2) <---<k(n) <k(n+1)....Par récurrence on a k(n) > n. Alors Vn > n.,
k(n) = n = ne, donc d(zy(y),!) < e. On a donc prouvé que ) — [. [ ]

La Proposition 1.4.4 admet une réciproque tres utile :

Proposition 1.4.5 Soit (E,d) un espace métrique et (z,) C E une suite. Si toute suite
extraite de (x,,) converge, alors la limite est indépendante de la sous-suite et (x,) converge
vers la limite commune.

Démonstration. Remarquons tout d’abord que si toutes les sous-suites de (x,,) ont la méme
limite [ € R, (v,) converge vers . Supposons par I'absurde que 3(xy(,)), (7)) deux sous-
suites telles que ) — l1 et x,) — la avec [1 # 2. Les ensembles k(N) et [(N) étant différent
d’une infinité de termes il est possible de construire une sous-suite “mélangées” contenant une
infinité de termes de (zj(,)) et une infinité de termes de (7y(,)). Cette sous-suite doit avoir,
par hypothese, une limite. Par construction elle n’en a pas! [

Proposition 1.4.6 (Caractérisation d’un fermé par les suites) Soit (E,d) un espace
métrique et F C E. Alors F' est fermé si et seulement si pour toute suite (x,) C F qui converge
versle K onale€F.

Démonstration. = Montrons que si la propriété
(xn) C F avec x, >l = 1€ F

est vraie alors F' est fermé. En fait on va montrer que CgF' est ouvert. Soit @ € CgF arbitraire,
montrons que Ir > 0 tel que B(a,r) C CgF. Par l'absurde si c’est faux alors Vn > 1,
B(a, 1) ¢ CpF. Autrement dit, Vn > 1, B(a, )N F # 0. Par suite Vn > 1, 32, € FNB(a, 1).
La suite (z,) est contenue dans F' et d(z,,a) < % Donc z,, — a. Par la propriété de 1’énoncé
on obtient donc que a € F ce qui contredit I’hypothese que a € CgF'. Donc Ir > 0 tel que
B(a,r) C CgF et donc CgF est ouvert.

Pour montrer le sens direct supposons par 'absurde que | ¢ F. Alors | € CgF qui est
ouvert. Donc il existe r > 0 tel que B(l,r) C CgF'. Or ceci n’est pas possible puisque z,, € F
doit appartenir a B(l,r) pour tout n € N assez grand. ]
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Proposition 1.4.7 (Caractérisation de ’adhérence par les suites) Soit (E,d) un es-
pace métrique et A C E. Alors a € A si et seulement si il existe une suite (x,) C A telle que

Ty — G.

Démonstration. = Soit a € A. Alors ¥r > 0, B(a,r) N A # (. Pour r = % choisissons

zn € B(a, 2)NA. Alors la suite (z,,) est contenue dans A et puisque d(zy,a) < * on a z, — a.

<= Soit a € E pour lequel il existe (z,) C A tel que z, — a. Montrons alors que
a € A. Soit r > 0, fixé. Comme z,, — a, il existe ng € N tel que Vn > ng, z, € B(a,r).
Alors B(a,r) N A # 0 (car x,, € B(a,r) N A). Par la caractérisation de A par les boules,
Proposition 1.3.6, il vient que a € A. [

Remarque 1.4.8 Remarquons que les notions d’intérieur, d’adhérence, de fronticre, de conver-
gence de suites sont invariantes par passage d’une distance topologiquement équivalente a une
autre. De telles notions sont dites topologiques. Elles ne dépendent que de la définition de
l’ensemble des ouverts.

Exercices : Résoudre les Exercices 1.9 et 1.10.

1.5 Topologie induite

Définition 1.5.1 (Espace métrique induit) Soit (E,d) un espace métrique et F' C E une
partie de E. On appelle espace métrique induit, ’espace métrique (F,d) obtenu en restreignant
la fonction distance a F.

Remarque 1.5.2 Soit © € F, la boule ouverte de F' centrée en x et de rayon r > 0 est, par
définition
Bp(z,r)={y € F :d(z,y) <r}.

Comme alors
Bp(z,r)={y€ E:d(x,y) <r}NF = Bg(x,r)NF

les boules ouvertes de ' sont exactement les traces sur F' des boules ouvertes de E. Il s’ensuit
que les ouverts de F sont les traces sur ' des ouverts de E, i.e. les ouverts de F' sont de
la forme ONF ou O est un ouvert de E. On notera qu’en général un ouvert de F' n’est pas
un ouvert de E (a moins que F ne soit un ouvert de E). On peut montrer que les mémes
propriétés sont vérifiées pour les fermés de F'.

Exemple 1.5.3 Soit E = R muni de la distance usuelle d(z,y) = |z —y| et F = [0,1].

L’intervalle [0, 5[ est un ouvert de F car [0,1[=] — 1, L[NF. Remarquons que [0, 1[ n'est pas

un ouvert de R.

Exercices : Résoudre ’Exercice 1.11.



1.6. TOPOLOGIE PRODUIT 19
1.6 Topologie produit
Soient (F,dy), ..., (Ey,dy) des espaces métriques. Soit E = Ey; X Eo X -+- X E. Sur EX E

on définit
doo(z,y) = max d;(wi, y;)

1<isn
et
N P
dp(‘r7y) - [Z dl(xlay’b)p] ) p € [17+OO[
i=1
Oﬁ T = (Ilal‘27 o ,CCk) et Yy = (yl)y27 o )yk‘) avec Ti, Y; S E’L

Proposition 1.6.1 (i) d, pour p € [1,400[ et dos sont des distances sur E.

(ii) Ces distances sont topologiquement équivalentes.

Démonstration. Puisque pour tout i =1,...,k
(z,y) € E X E — di(i,y;)

est une semi-distance sur E, on sait déja (voir I'Exemple 1.2 (ii)) que d; et ds sont des
distances. Concernant d,, on procede par calcul direct. Le seul point délicat est 1'inégalité
triangulaire. On a

P

C ok
dp(x,2) = | di(wi, 2)"
Li=1

D=

N

C ok
> ldixi, yi) + di(yi, Zi)]p]

Li=1

Par l'inégalité de Minkowski (voir ’Exercise 1.12) il vient que

RSl

k
Zdi(yi,zi)p]

i=1
Il nous reste a prouver que ces distances définissent la méme topologie. Cela résulte de la
Proposition 1.1.14 et de 'observation que
1
doo(x,y) <dp($7y) gk;doo('rvy)y Vpe [17+OO[7 Vf)«"ayEE-

En effet on a, puisque d;(z;, y;) < doo(x,y) pour tout i = 1,... k

= {kzdﬁo(x,y)] = k:%doo(x,y).

B&.
—~
8
<
S~—
/N
Yo
M-
IS8
8
—~
8
N
S~—
s
~_
S
o=
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On a aussi
1
k P % 1
_ ) P (e 2 \P _ P
et 'on conclut. ]

Définition 1.6.2 (Espace métrique produit) On appelle espace métrique produit de
(E1,dv),...,(Ek,dg), Uespace métrique (E,0) ot E = E1 x Ey X --- X E :=[[;_, E; et § est
Pune des distances dy, pour p € [1,00] introduites précédemment.

Remarque 1.6.3 Par la Proposition 1.6.1 tout les espaces (E,d,) pour p € [1,00] ont la
meéme famille d’ouverts.

Proposition 1.6.4 (Convergence dans ’espace produit) Soient (E;,d;), i = 1,...,k
des espaces métriques et (") C E = Hle E;. Alors

™ — x dans E (pour la topologie produit)

si et seulement si
xit — x; dans By, Yi=1,... k.

Démonstration. Puisque la convergence dans E ne dépend pas du choix particulier de la
distance dp,, p € [1,+00] on fait le choix particulier (E, d;). Puisque alors

on a le résultat cherché. []

Exercices : Résoudre ’Exercice 1.12.
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Les espaces vectoriels normés

Avant de continuer ’étude des espaces métriques généraux nous allons présenter une classe
d’espaces métriques tres importante : les espaces vectoriels normés.

2.1 Notion d’espace vectoriel normé

Définition 2.1.1 (Norme) Soit E un espace vectoriel. On appelle norme sur E une appli-
cation N : E — [0, +o00[ vérifiant

i) N(x) =0<= 2 =0.
i) N(A\x) = |A|N(x), V(\z)eRxE.
iti) N(x +y) < N(z)+ N(y), Vx,y € E (inégalité de convexité).

Définition 2.1.2 (Espace vectoriel normé) Un espace vectoriel muni d’une norme est ap-
pelé un espace vectoriel normé. La norme est habituellement notée || - ||.

On établi facilement le résultat suivant (& vérifier) :

Proposition 2.1.3 (Distance associée & une norme) Soit (E,|| - ||) un espace vectoriel
normé. Alors Uapplication (z,y) € E x E — ||z —y|| est une distance.

Exemple 2.1.4 (i) Sur E =RY les applications

N %
||z, = <; Ixz‘!p> et 7|l = T |24

sont des normes (a vérifier).

(i) Pour p € [1,+00] on note IP(N) le sous-ensemble des suites x = (x,,) telles que

[ee]

Z |z, [P < 400.

=1

21
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Alors IP(N) est un sous-espace vectoriel et

w3
mmzéymﬂ
i=1

est une norme. En effet soient x,y € IP(N) on a, par l'inégalité de Minkowski dans RY
(voir Ezercice 1.12), VM € N

<§§mn+wmﬁésg(ﬁfhmw>;+<§izmw>é

n=1 n=1

< el + Tl

S =

M
Il s’ensuit que (Z |2y, + Z/n’p> < 400, t.e. v +y € P(N). Aussi

n=1
z +yllp < [lzllp + [lyllp-

Le reste est clair.

(11i) Soit [a,b] C R et E = C([a,b],R) l'espace vectoriel des fonctions continues de [a,b] dans
R. On vérifie facilement que les deux applications suivantes sont des normes

b
1o = mass 1@ et [l = [ 17@)da.

Montrons qu’elle ne sont pas topologiquement équivalentes. Pour cela il suffit de montrer
qu’il existe (f,) C E telle que

fnlloo = 1 pour tout n € N et ||fn]l1 — 0.

Considérons

S|

l—n(x—a) si a<z<a+

fo(z) = { 0 sinon.

On a clairement que f, € E pour n € N assez grand et qu’alors || fn||lcoc = 1. Apreés calcul
il vient ausst que
1

a+;
”anl:/ [1—n(z—a)ldx i_>0.

:2n

2.2 Espace préhilbertien

Définition 2.2.1 (Produit scalaire) On appelle produit scalaire sur E une application u :
E x E — R bilinéaire, symétrique et définie positive.

Rappel 2.2.2 Par positive on entend que u(x,x) = 0 pour tout x € E et par définie que
u(z,x) =0 si et seulement si x = 0.
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Définition 2.2.3 (Espace préhilbertien) Un espace vectoriel muni d’un produit scalaire
est dit préhilbertien . Un espace préhilbertien de dimension finie est appelé un espace euclidien.

Exemple 2.2.4 (i) Sur E =RY, Uapplication u(z,y) = Zfil x;y; est un produit scalaire.
(ii) Sur E = C([a,b],R), u(f,g) = f;f(x)g(x)dx est un produit scalaire.

Proposition 2.2.5 (Inégalité de Cauchy-Schwartz) Soit E un espace vectoriel et u : E X
E — R un produit scalaire. Alors

u(z,y)] < Vulz,z)y/u(y,y), Vz,y€E.

Démonstration. On sait que
u(x + Ay, z+ Ay) =0, VAeR.
En utilisant la bilinéarité et la symmeétrie il vient alors que
0 < ulx+ Ay, z+ \y) = u(z, z) + 2 u(z, y) + Nu(y, y).
Le discriminant de ce polynome en A doit étre négatif ou nul, c’est a dire on doit avoir
4 (x,y) — 4u(y, y)u(z, ) < 0.

D’ou le résultat. u
A partir de maintenant (-, -) désignera un produit scalaire.

Proposition 2.2.6 (Norme associée a un produit scalaire) Soit E un espace préhilbertien.
Alors x — ||z|| définie par ||x|| = \/(z,x) est une norme sur E.

Démonstration. On a, en utilisant Cauchy-Schwartz,

|z +yll> = (@ +y,2+y) = (x,2) + 2(z,9) + (y,9)
= [|=||* + 2(z, ) + ||yl|?
< | + 2] (] 1yl] + lyl?
= (I« + llyI))?

D’ou ||z + y|| < ||z|| + ||y||- Le reste est clair. n

Proposition 2.2.7 Soit E un espace préhilbertien. On a les identités suivantes :
()
|z +yl)* + ||z — y||* = 2 [Htz + Hsz} (identité du parallélogramme).
(i)

(z,y) = [ch +yll? = ||z — y||2] (identité de polarisation).

1
4
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Démonstration. On écrit
lz 4+ yll? = [l=]]* + 2(z, y) + yII* et |z —yl]* = ||z — 2(z, y) + ||y]|?

et on fait la somme et la différence respectivement. ]

Définition 2.2.8 (Vecteurs orthogonaux) Soit E un espace préhilbertien. On dit que deux
éléments x et y de E sont orthogonaux si (x,y) = 0. On écrit alors zLy.

Théoréme 2.2.9 (Théoréme de Pythagore) Soit E un espace préhilbertien. Alors
wly = llz+yl1* = ||l=[] + |lyl*

Démonstration. On écrit

[l +yl* = (@ +y, 2 +y) = [l + lyl* + (z,9) + (y,2) = [J]]* + [[y]>

Définition 2.2.10 (Orthogonal) Soit E un espace préhilbertien et F C E. On appelle or-
thogonal de F et l'on note F+ lensemble des éléments de E qui sont orthogonauz & tout
élément de F, c’est a dire

Ft ={y € E tel que (y,x) = 0,Vx € F}.

Remarque 2.2.11 On peut montrer que F+ est un sous-espace vectoriel fermé de E (voir
Ezercice 2.5).

Exercices : Résoudre les Exercices 2.1, 2.2, 2.3, 2.4 et 2.5.



Chapitre 3

Applications continues entre espaces
métriques

3.1 Définitions-propriétés

Définition 3.1.1 (Application continue) Soient (E1,d;) et (E2,ds) deux espaces métriques
et f: E1 — Fo une application. On dira que f est continue au point a € E si

Ve > 0,3a > 0 tel que di(x,a) < o = da(f(x), f(a)) < e.

Remarque 3.1.2 Dire que f est continue en a € Fy revient a dire que Ve > 0, f~Y(Bg,(f(a),¢))
contient une boule centrée en a € F1.

Définition 3.1.3 (Continuité sur un ensemble) On dira que f : (E1,d1) — (E2,d2) est
continue sur (FEy,dy) si elle est continue en tout point a € Ej.

A partir de maintenant, et lorsqu’il n’y a pas de risque de confusions, si (F,d) est un
espace métrique on dira que on dira que O C FE est un ouvert s’il est ouvert au sens de la
distance d.

Théoréme 3.1.4 (La Continuité est définie par la topologie) L’application
f:(E1,dy) — (Ea,d2) est continue sur (Eq,dy) si et seulement si l’image réciproque de tout
ouvert de (Fa,dg) est un ouvert de (Ey,dy).

Démonstration. Supposons que f soit continue sur (Eq,d;) et soit Ay C E un ouvert On
pose A1 = f71(Ay) = {x € By : f(x) € A3}. Soit a € Ay un point arbitraire. On note que
f(a) € Ay. Comme Aj est ouvert il existe une boule Bg,(f(a),a2) C Az et

FH(BE,(f(a),a2)) C f71(A2) = A1

Or, d’apres la Remarque 3.1.2, f étant continue en a, f~1(Bg,(f(a),a2)) contient une boule
Bpg, (A,a1) et 'on a donc Bg, (A, a1) C A;y. Par suite A; est ouvert.

25
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Réciproquement, supposons que f~'(As) est un ouvert pour tout ouvert Ay C Ej. Soit
a € E1 et ¢ > 0 arbitraire. Alors f~'(Bz(f(a),c)) est un ouvert contenant a € Fj. Par
définition il contient une boule centrée en a € E; et d’apres la Remarque 3.1.2, f est continue
en a. .

Remarque 3.1.5 (Définition de la continuité par les fermés) FEn utilisant la propriété
que f~Y(Cp,A) = Cg, f~1(A) on peut montrer que le Théoréme 3.1.4 est vrai en remplacant
ouvert par fermé.

Exemple 3.1.6 Si f: (E,d) — R est continue ( R étant muni de la distance usuelle), pour
a € R,
{r e E: f(x) <a} estun ouvert de E.

{r e E: f(x) <a} estun fermé de E.

Proposition 3.1.7 (Composition de fonctions continues) Si f : (E1,d1) — (E2,d2) est
continue en a € Ey et si g : (Ea,d2) — (E3,ds) est continue en f(a) € Ez alors go f :
(E1,dy) — (Es,ds) est continue en a € E.

Démonstration. Soit h=go fete>0.0na
h™H (B, (h(a),e)) = [~ (g™ (B, (h(a),€)))-
Puisque h(a) = g(f(a)) et que g est continue en f(a), Ja > 0 tel que
Bp,(f(a),a) C g~ (Bp,((h(a)€)))
et donc
F7H(BE,y(f(a),0)) € f7Hg™ (Bry((h(a),e))).
Maintenant f étant continue en a € Fq, 33 > 0 tel que

Bi(a,8) € f~1(B,(f(a), ).

On en conclut que h est bien continue en a € Fj. [
Une autre maniere, équivalente, de définir une application continue est :

Théoréme 3.1.8 (Continuité par les suites) Soit f : (E1,d1) — (E2,d2) eta € Ey. Alors
f est continue en a € Ey si et seulement si pour toute suite (x,) C Ey telle que x,, — a on a

f(@n) — f(a).

Démonstration. Supposons que f soit continue en a € Fj et soit (x,) C Fj telle que
xn, — a. Puisque f est continue, pour tout ¢ > 0 il existe a > 0 tel que =z € Bg, (a,a) =
f(z) € Bg,(f(a),e). Aussi, puisque z,, — a,

dng € N tel que z,, € Bg, (a,«), Yn = ng



3.1. DEFINITIONS-PROPRIETES 27

d’ou f(x,) C Ba(f(a),e), Vn = ng et donc on a bien que f(z,) — f(a).

Réciproquement, supposons que V(x,) C E telle que z, — a on a f(z,) — f(a). Si f
n’était pas continue en a € F il existerait un € > 0 tel que

Va > 0, 3z, € Bp, (a,«) satisfaisant f(x,) & Bg,(f(a),¢).
On voit alors que Vn € N, il est possible de choisir un z,, € Bg,(a, %) tel que
f(xn) & Be,(f(a),¢).
Cela donne une contradiction avec I’hypothese. [
Théoréme 3.1.9 (Continuité d’une fonction & valeur dans un espace produit) Soit
(E,d) un espace métrique et F = H§:1 F; l’espace produit obtenu a partir d’espaces métriques

(.FZ,(L) Soit
f:(E,d) — (F,0)

oud: F x F — R est une des distances dy,, p € [1,+00] dont on a muni l’espace produit (voir
la Proposition 1.6.1 et la Définition 1.6.2). Soient fi1,---, fi les composantes de f. Alors f
est continue si et seulement si ses composantes f; : (E,d) — (F;, ;) sont continues.

Démonstration. Soit (z,) C E telle que z,, — a € E. Par définition
f(@n) = (fi(@n), f2(@n), -+, falzn))
Par la Proposition 1.6.4 on a
f(zn) — f(a) siet seulement si fi(z,) — fi(a), Vi=1,--- k.

On conclut alors par le Théoreme 3.1.8. ]
Trivialement on a aussi :

Théoréme 3.1.10 (Continuité d’une fonction définie sur un espace produit) Soit
(E,d) = Hle E; un produit d’espace métriques et (F,0) un espace métrique. Si f : x =
(x1,---,2) € E — F est continue en a = (ay,az,--- ,ax) alors, pour chaque i = 1,--- |k
Uapplication partielle

Z; eEl _>f(a1>"' y Aj—1,Liy Aj41, 7ak) eF

est continue au point a; € E;.
Remarquons que la réciproque est fausse :

Remarque 3.1.11 La continuité des applications partielles d’une application f, définie sur
un produit d’espaces métriques n'implique pas la continuité de f. Pour voir cela considérons
dans R?

x2+y2

Yy .
flz,y) = { 7 si (x,y) # (0,0)
0 s (:an) = (O, O)
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On a f(x,0) =0 et donc x — f(x,0) est continue en 0. De méme y — f(0,y) est continue en

2
1
’ 4 0 quand

0. Par contre (z,y) — f(x,y) n’est pas continue en (0,0) car f(x,z) = 52 = 3
x

(xz,z) — (0,0).

Définition 3.1.12 (Densité) Soit (E,d) un espace métrique et ' C E un sous-ensemble.
On dira que F C E est dense dans E si F' = E.

Remarque 3.1.13 (Definitions équivalentes de la densité) F' est dense dans E si et
seulement si tout ouvert de E rencontre F. En particulier donc F est dense dans E si et
seulement si Vx € E, Ve > 0, B(z,e) N F # (). C’est aussi équivalent ¢ : Vr € E, I(x,) C F
tel que x,, — x.

Exemple 3.1.14 (i) Q est dense dans R muni de sa distance standard.

(ii) Les suites (xy,) nulles a partir d’un certain indice (dépendant a priori de la suite) sont
denses dans IP(N) (1 < p < o0) mais pas dans [*°(N) (I°°(N) est l’ensemble des suites
bornées muni de la norme ||x||soc = sup,en |zn|. Voir pour cela U’Ezercice 3.3.

Proposition 3.1.15 Soient (E,d) et (F,0) deux espaces métriques et A C E dense dans E.
Soient f,g deuzr applications de (E,d) dans (F,§) continues et telles que f(zx) = g(z), Vo € F.
Alors f = g.

Démonstration. Soit x € F, 3(z,) C F tel que z,, — z. Puisque f(z,) = g(z,), Vn € N il
vient en passant a la limite (et par unicité de la limite) que f(z) = g(z). ]

Exercices : Résoudre les Exercices 3.1, 3.2 et 3.3.

3.2 Application continue et métriques topologiquement
équivalentes

On rappelle que deux distances di,ds définies sur un ensemble E sont dites topologi-
quement équivalentes si elles définissent les mémes ouverts. Nous avons vu que les notions
d’intérieur, d’adhérence, de frontiere et de convergence des suites sont invariantes par passage
d’une métrique topologiquement équivalentes a une autre; on dit que ce sont des notions to-
pologiques. Nous allons maintenant explorer les liens entre les applications continues et les
métriques topologiquement équivalentes.

Proposition 3.2.1 Soient (E,d) et (F,0) deuzr espaces métriques. Soit f : (E,d) — (F,J)
une fonction continue. Soient di une distance sur E topologiquement équivalente & d et 61 une
distance sur F topologiquement équivalente a &. Alors f est continue de (E,dy) dans (F,d1).

Démonstration. Soit O un ouvert dans (F,d1). Alors O est ouvert dans (F,d) car J et §;
sont topologiquement équivalentes. Mais f : (E,d) — (F,d) est continue et donc f~(O) est
ouvert dans (E,d). Puisque d et d; sont topologiquement équivalentes il vient que f~1(O) est
ouvert dans (F, d). Donc on a bien que pour tout ouvert O de (F,d1), f~1(O) est ouvert dans
(E,dy), i.e. que f: (F,dy) — (F,d1) est continue. ]
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Définition 3.2.2 (Homéomorphisme) Une application f : (E,d) — (F,0) bijective, conti-
nue ainsi que son inverse (on dit bicontinue) est appellée un homéomorphisme . Lorsqu’il
existe un homéomorphisme entre deux espaces métriques on dit qu’ils sont homéomorphes.

Exemple 3.2.3 L’application f:x € R — €] — 1,1] est une bijection bicontinue (ici

1+ |z]
fy) = %W Par suite (R,|-|) est homéomorphe a | — 1,1].

On prouve facilement (a vérifier cependant en détail) le résultat suivant :

Proposition 3.2.4 (Homéomorphismes et métriques topologiquement équivalentes)
Soit B un ensemble sur lequel sont définies deux distances di et do. Celles-ci sont topologique-
ment équivalentes si et seulement si l'application identité

i:x € (B, ,d)—ze(E do)

est un homéomorphisme.

Exercices : Résoudre les Exercices 3.4 et 3.5.

3.3 Distances uniformément équivalentes

Définition 3.3.1 (Continuité uniforme) Soit f : (E,d) — (F,d). On dit que f est uni-
formément continue sur E si

Ve >0,3a >0 tel que d(z,y) < a = 0(f(z), f(y)) <e.

Remarque 3.3.2 (La continuité n’implique pas la continuité uniforme) Clairement la
continuité uniforme implique la continuité. L’exemple de f : x — x sur R montre que l'inverse

n’est pas vrai. En effet f est continue mais si l’on considere la suite ((:xn, yn)> = ((n, n+ %))

on a que |z, — yn| — 0 mais
2 2 2 2 1 1
Fn) = fn)] = %~ g2l = = (@2 4D =[2+ | =2 >0
et donc f n’est pas uniformément continue.

Exemple 3.3.3 (Application hélderienne, lipchitzienne) Une application f : (E,d) —
(F,0) est dite Holderienne d’exposant 0 < a < 1) s’il existe C > 0 tel que

6(f(x), f(y)) < Cld(z, y)]*.

Pour a =1, f est dite lipchitzienne. . Ce sont des applications uniformément continues. Un
cas tmportant est fourni par f: I C R — R dérivable a dérivée bornée. On effet alors pour le
Théoréeme des accroissements fini on a

(@) = f)] < sup |f'(2) ] = yl.

zel
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Au contraire des notions précédentes la continuité uniforme n’est pas préservée par chan-
gement & une métrique topologiquement équivalente. Pour voir cela considérons I'application

i:xe€ (R, d) —xe (R, d), (icid,y) =]|r—1y|).

Cette application est trivialement uniformément continue. Elle ne 1’est plus si on remplace
I'espace d’arrivée par (R, §) ot 6(z,y) = |22 — y?|. En effet nous venons de voir que pour
Tn =nety, =n+ 2+ ona |z, —y,| — 0 alors que §(zn, yn) = |22 — y2| ne tend pas vers
zéro. Pourtant d et ¢ sont topologiquement équivalentes. En effet 0(x,y) = d(f(x), f(y)) ou
f(z) = 2? et on conclut par 'Exercice 3.4.

Cela nous conduit & définir une notion d’équivalence plus forte que la notion précédente :

Définition 3.3.4 (Distance uniformément équivalentes) Soit E un ensemble muni de
deux distances dy et dy. On dira que dy et dy sont uniformément équivalentes si l'application
identité

i:xe€(E d)—xe(FE,d)

est uniformément continue ainsi que son inverse. Autrement dit si
Ve > 0,3a > 0 tel que di(z,y) < o = da(z,y) < ¢

et vice-versa.

Remarque 3.3.5 Avec cette définition on a bien que si f : (E,dy) — (F,d2) est uni-
formément continue alors la méme fonction mais définie sur (E,ds) a valeur dans (F,dy)
est aussi uniformément continue si (dy,ds) et (da,ds) le sont. Pour voir cela il suffit essentiel-
lement d’utiliser le fait qu’une composition de fonctions uniformément continue est continue

(a vérifier).

Définition 3.3.6 (Notion uniforme) Une notion préservée par changement d’une distance
uniformément équivalente a une autre est appelée une notion uniforme.

Remarque 3.3.7 Soit (E,d) un espace métrique et F' C E. On appelle diametre de F le
nombre sup{d(z,y) : z,y € F}. F est dit borné si son diameétre est fini. On notera que la
bornitude d’un ensemble n’est pas une notion uniforme (et donc encore moins topologique).
En effet si E n’est pas borné pour une distance d, il le devient pour la distance 6 = min(1,d)
alors que les deuz distances sont uniformément équivalentes (voir Exercice 1.4). Notons enfin
que si deux distances dy et do vérifient 3C1, Cy > 0 tel que

Crdy(z,y) < do(z,y) < Cadi(z,y)

alors dy et dy sont uniforméments équivalentes et ont les méme bornés.

Remarque 3.3.8 Dans le cadre des espaces vectoriels normés les notions d’équivalences to-
pologiques et uniformes coincident. En effet soit E un espace vectoriel et || - ||1 et || - ||2 deux
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normes. Supposons que (E,||-|[1) et (E,||-||2) ont les mémes ouverts. Alors B1(0,1) := {x :
||z||1 < 1} contient une boule B2(0, ) := {z : ||z||2 < a} c’est a dire

lzll2 < o = |lz|ly < 1.

Soit x € E quelconque, alors y = vérifie ||y|l2 = «, donc ||y||1 < 1 c’est a dire

ox
[lz]]2

axr

<1
Tl S

ou encore

1
Izl < ~ll2ll2-
(0%

En inversant le role des normes on montre aussi qu’il existe un 3 > 0 tel que ||z||2 < %H:le
En conclusion on a que 3C1, Cy > 0 tel que

Cillzl[r < lz]l2 < Caof[z]l2

et les deux distance associées sont donc uniformément équivalentes. Par suite on dira simple-
ment que || - ||1 et || - ||2 sont équivalentes si elles définissent les mémes ouverts.

Exercices : Résoudre les Exercices 3.6 et 3.7.

3.4 Applications linéaires continues

Soient (E1, ||-||1) et (E2,||-|]2) deux espaces vectoriels normés. On note L(E7, Es) 'espace
vectoriel des applications linéaires de Ey dans Ey et L(E1, E2) le sous-espace de L(E1, Eo) des
applications linéaires continues.

Théoréme 3.4.1 (Continuité des applications linéaires) Soient (E1,|| - |]1) et
(E2,|| - ||2) deuz espaces vectoriels normés et A € L(Ey, E2). Alors les affirmations suivantes
sont équivalentes :

(i) A est continue en 0.

(i) A est continue partout, c’est a dire A € L(E1, E»).
(iii) Il existe une constante C' > 0 telle que ||Az||2 < C||z||1 pour tout x € Ey.
(iv) L’tmage par A de tout borné de Ey est un borné de Es.

Démonstration. Supposons que A soit continue & l'origine. Alors comme A(0) = 0 (par
linéarité) il existe a > 0 tel que ||z|}; < a = [|Az||2 < 1.

Soit x € E; quelconque, en posant y = ﬁ on a ||ly|l1 < a et donc ||Ay|]a < 1, c’est &
Z{l1

|4 (|3|x|1) |, <1

dire que
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Par la linéarité de A il vient alors

Tefy Melle <1

d’on, pour ¢ = a1, ||Az||2 < ¢||x||;. Maintenant en posant x —y & la place de x il vient, grace
a la linéarité de A
|Az — Aylla < cllz —yllr, Yo,y e E
ce qui montre que A est (uniformément) continue sur E;. Puisque donc (i) = (iii) on en
déduit I’équivalence de (i), (ii),(iii).
Pour terminer la preuve montrons que (iii) <= (iv). On rappelle que B C (E,|| - ||) est

borné si sup,, g |[[T—y[| < oo (voir la Remarque 3.3.7). Clairement B est borné si et seulement
si B est inclus dans une boule.

Si (iii) est vérifié, remarquons que Vo > 0,
|zl < a = |[Az|]2 < Ca
c’est a dire que
A(BE'1 (0, Oé)) C BE2 (0, Ca)

Par suite si B C Ej est borné, i.e. B C B, (0,a) pour un a > 0 on a que A(B) C Bg,(0,Ca).
Donc A(B) est borné.

Réciproquement si A envoie tout borné dans un borné alors pour tout « > 0 il existe 5 > 0
tel que
A(EEH (07 a)) - EEQ (07 5)
c’est a dire
|zl <« = [|Azl]2 < B

En particulier, Vo € Ej, en posant y = € B, (0, ) il vient que

H ||1

I (i) 1l <2

C’est & dire que ||Az||2 < a™18||z||; et donc (iii) est vérifiée. ]

Exemple 3.4.2 Soit E = C([0,1],R) et A: f € E — f(0) € R. On vérifie facilement que A
est une application linéaire. Aussi si ’'on munit E de la norme

[1flloo := max |£(t)]

€[0,1]

il vient que |f(0)] < ||f|lec et par suite A est continue. Cette application est appelée la norme
de Dirac a l'origine et on la note dy. Montrons maintenant que si l’on munit £ de la norme

1
£ :/0 | (@)]da

alors 6o n’est pas continue. Pour voir cela on considére la suite (f,) C E avec fp(z) = (1—x)™.

Clairement )
=—— =0
Vfally = — =

alors que 6o(fn) = 1. Il ne peut donc pas exister de C' > 0 telle que |0o(fn)| < C||full1-
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En revanche si ’espace de départ est de dimension finie, la continuité d’une application
linéaire est indépendante de la norme choisie. En fait on a :

Proposition 3.4.3 (En dimension finie une application linéaire est continue) Soit
(E1, |- 111), (B, |- ]|2) deux espaces vectoriels normés. Si Ey est de dimension finie alors toute
application linéaire de E1 dans Eo est continue.

Démonstration. Soit {e1,- - ,e,} une base de Ej. Alors tout z € Ej s’écrit de maniere
unique x = > . A\je;, pour des \;, i = 1,---,n dans R. On vérifie que l'application = €
E1 — ||z|| == 37 |Ai| est une norme sur Ej. On admettra ici (ce que I'on démontrera au
Chapitre 5, Théoreme 5.3.1) que toutes les normes sur F; sont équivalentes. On peut donc
travailler avec || - || au lieu de || - ||1. Alors, pour tout A € L(FE1, E2)

1Az|l2 = [[AQ> " Xiella = 11D XiA(ed)]]2
=1 =1

n n
<D allldellz < max ||Aeill2 Y || = Clfz]|

i=1 s i=1

ou l'on a posé C' = max |[|Ae|2. [
i=1,+n
Théoréme 3.4.4 (Norme d’une application linéaire) Soient (Ex,||-||1), (E1,||-||2) deux
espaces vectoriels normés et A € L(Ey, E2). On pose
A
jal= sup U7l

zeE;,2#£0 HJ"Hl .

Alors Uapplication de L(E1, E2) — R donnée par A — ||Al| est une norme.

Démonstration. Remarquons tout d’abord que d’abord que ||A4|| < oo, VA € L(E1, Es).
Maintenant

A
|\A||:O<:>HHT|H2:O,Vx#O,xEE1<:>Ax:0,VmGE1.
|1
At 1)) 1Az
D) T2
Ml = sup 1Ol — A 1AL
r€E,x#0 qul r€E,x#0 Hle
Finalement si A, B € L(F1, E2) on a
A+ B
la+B) = sup MATD:
r€FE,2#0 ||IEH1
< Mslle+ 1Ball
r€F1,2#40 Hx”l
A B
< sup ATl Bl

r€FE,2#0 Hle z€FE7,2#0 Hle
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Proposition 3.4.5 (Définitions équivalentes de la norme) Si A € L(E, E2), ||A|| peut
étre aussi défini par

(1) SUPepy o)y =1 |[AZ]]2.

(i) SUPsep |[al <1 [ AZ]]2-
(17i) min{C > 0: ||Az||2 < C||z||1}.

Démonstration. Le fait que ||[A|| = sup ||Az||2 résulte directement de la linéarité de A.
[lz|l1=1
Pour montrer que ||A|| = sup ||Ax||2 supposons, par I'absurde, qu’il existe y € E; vérifiant

z||1 <1

llyll1 < 1 tel que ||Ayl|2 > ||A]|. En posant x =

il vient que ||z||; = 1 avec

y
[lyllx
1
lyllx

1

|| Az[[2 =
[lyllx

1 Ayll2 > 1Al > [[A]|

ce qui est une contradiction. Finalement notons que puisque, par définition de ||A|l,

| Az]]s

Iedi

< ||All, Ve € Er, x #0

on a que ||[Ax||2 < ||A]]||x]|1, Vx € Ey. Aussi si C < ||A]|, alors par définition du supremum,

il existe x € F; tel que
|| Az

{EI

> C.

Par suite on a bien que

1A]] = min{C > 0 : [[Az[[z < Cl[x[[1}.

Remarque 3.4.6 Il cela clair ultérieurement que ’on peut, souvent, remplacer le supremum
par le maximum dans la définition de la norme et ses caractérisations. Il faudra, pour cela, se
doter de résultats de compacité du type Bolzano-Weirstrass (voir le Chapitre 5).

Remarque 3.4.7 Si A € L(RY,RY) est une application linéaire diagonalisable (c’est a dire
qu’il existe une base de RN constituée de vecteurs propres de A) alors on peut facilement
montrer que

||Al| = max {\ valeur propre de A}.
AER

Proposition 3.4.8 Soient A € L(E1, Es) et B € L(E2, E3). Alors BA:= Bo A € L(E1, E3)
et
|BA[[ < [[BI[ || All

En particulier on a donc, VA € L(E,E) que ||A™|| < ||A||™ pour tout n € N.
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Démonstration. La composition de deux applications linéaires est linéaire et de deux ap-
plications continues est continue (voir Proposition 3.1.7). Pour établir I'inégalité remarquons
que Vz € Fq,

I1BA(x)]|3 = [|B(Az)|[s < [|B[|[|Azll2 < [[ B[ [|All [|z]]1-

Donc ||B||||A]| est une constante C' > 0 qui vérifie ||[(BA)z||3 < C||z||i. De la Proposi-
tion 3.4.5, (iii) on déduit alors que ||BA|| < ||B]| ||A]l. ]

Remarque 3.4.9 On n'a pas en général que ||BA|| = ||B||||A]|. Par exemple dans R? l’ap-
plication linéaire A représentée par la matrice matrice

(Vo)
(ro)(vo)=(o)( )

Donc ||A%|| = 0 et ||A|| > 0.

n’est pas nulle alors que

Exercices : Résoudre les Exercices 3.8, 3.9 et 3.10.

3.5 Applications bilinéaires continues

Soient (Ej,||-]]i),7 = 1,2, 3 trois espaces vectoriels normés. On rappelle qu’une application
a: Fy x Fy — FEj3 est dite bilinéaire si

x1 € By — a(x1,x2) € E3  est linéaire Vag € Fs.

x9 € By — a(z1,x2) € E3  est linéaire Va; € Ej.

Dans la suite de la section on supposera que 'espace vectoriel Ey x Fo est muni de la norme

(21, 22)|o0 = max({|z1[1, [J2][2)

ou de toute autre norme équivalente (voir la Proposition 1.6.1 et la Définition 1.6.2).

Théoréme 3.5.1 (Continuité d’une application bilinéaire) Soient (E;, || - ||;) pour i =
1,2,3 des espaces vectoriels normés et a : B4 X Eo — E3 une application bilinéaire. Alors les
affirmations suivantes sont équivalentes :

(i) a est continue en (0,0).
(ii) a est continue partout.

(i1i) 1l existe C > 0 tel que ||a(x,y)||s < C||z||[1||ly||l2 pour tout (z,y) € Ey x Es.
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Démonstration. Sans restriction on peut supposer que Ej X Fs est muni de la norme

[|(*s )]0 Supposons que a soit continue en (0,0). Comme a(0,0) = 0, il existe a > 0 tels que
lzlli < a et [jyllz <= |la(z,y)|ls <1

Pour x,y quelconques non nuls il vient

H (erl HyH2> H

En utilisant la bilinéarité de a(-,-) il vient alors

et donc

lla(z )lls < (ae) |zl |lyll2

et donc (1) = (7i7). Il s’ensuit I’équivalence de (i),(ii) et (iii). Maintenant, supposons qu'il
existe C > 0 tel que

la(z, y)lls < Cllzlhillyll2,  V(z,y) € Ex x Ea.
On a, V(x,y) € E1 X E9, V(Z,7) € By X Ey

a(m,y) - a‘(fvy) = a(x,y) - Cl(l‘,y) + a(;v,y) - a(fay) = a(x,y _g) + a(:v - an)
D’ou
lla(z,y) — a(@, Y)lls < Cllz|[1[ly = 7ll2 + Cllz — Z|[1][¥]]2.

Par suite a est bien continue sur E; x Es. [ ]

Définition 3.5.2 On note L(F1, E9; E3) l’espace vectoriel des applications bilinéaires conti-
nues de B1 x Ey dans Fs.

Remarque 3.5.3 Attention de ne pas confondre L(E, E2; E3) avec L(Ey x Ea; E3) ’espace
des applications linéaires continues de E1 x FEy dans E3 !

Dans l'esprit que ce qui a été fait pour les applications linéaires on peut montrer le résultat
suivant :

Théoréme 3.5.4 (Norme d’une application bilinéaire) Soient (E;, ||-||;) pouri=1,2,3
des espaces vectoriels normés. L’application

a\x
a € L(Ey, Ex; By) — |lal| = sup HUZ:9ls
x£0,y£0 ||9U|| ||y||2

est une norme sur L(E1, Eq; E3). On peut aussi caractériser ||al| par
sup  a(z,y)llz ou sup —|la(z,y)l[3
llz[[1=1[lyll2=1 [lzl[1 <L [yll2<1

ou
min{C > 0 : [la(z,y)lls < Cllelli/lylla. V(. y) € Er x B},
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Exemple 3.5.5 (i) On considére E = C([0,1],R) muni de la norme || - ||co. Clairement

(i)

b:(f,g) € ExE— f(0)g(0) e R

est une forme bilinéaire continue. Cette forme n’est plus continue si ’'on munit E de la
norme || - ||1. En effet si elle était continue Uapplication partielle

f€E— f(0)g(0), (g9€F fixé)

le serait (voir la Proposition 3.1.10). Or en prenant g telle que g(0) # 0 cette application
est un multiple de la masse de Dirac 0y dont on a vu qu’elle n’était pas continue (voir
UExemple 3.4.2).

Soit E un espace vectoriel normé. On appelle L(E,R) le dual topologique de E et on
le note E'. Soit a : (f,z) € E' x E — f(z) € R. Clairement a est bilinéaire et puisque
V(f,z) e E' x E

[f (@) < flleemllelle

on a que la(f,z)| < |[fllzer)llzlle. Par suite a est continue sur E' x E. On appelle
cette application I'application de dualité et on la note

(f,z) € E' xE— <fa$>E’,E-

Le crochet (-,-) s’appelle le crochet de dualité.

Remarque 3.5.6 Plus généralement si (E;, || - ||;) pour 1 < i < n+ 1 sont des espaces
vectoriels normés on définit les applications multilinéaires de Fy X - -- X By, dans E,11 comme
des applications linéaires par rapport a chaque variable x; € E; pour 1 < i < n. On montre
alors que les applications multilinéaires continues satisfont les versions correspondantes des
Théorémes 3.5.1 et 3.5.4.

Exercices : Résoudre ’Exercice 3.11.
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Chapitre 4

Espaces métriques complets

4.1 Généralités-Exemples

Définition 4.1.1 (Suite de Cauchy) Soit (E,d) un espace métrique. Une suite (z,) C E
est dite de Cauchy si d(zp,xm) — 0 lorsque n,n — oco. Autrement dit si

Ve >0, Ing € N tel que d(xy, zm) < &, Vn,m = ng.
Remarque 4.1.2 La notion de suite de Cauchy est une notion uniforme (voir la Définition 3.3.6).

Proposition 4.1.3 (Premiéres propriétés des suites de Cauchy) Soit (E,d) un espace
métrique.

(i) Toute suite convergente est une suite de Cauchy.

(ii) Soit () C E une suite de Cauchy admettant une suite extraite convergente. Alors la
suite (x,,) C E est convergente.

(iii) Toute suite de Cauchy est bornée.

Démonstration.

(i) Siz, — z alors Ve > 0, I3ng € N tel que d(z,,x) < &,Vn,m > ny et donc
d(xn, Tm) < d(Tp, x) + d(xm, ) < 22, Y = ng.

ii) Soit (x,) C E une suite de Cauchy et (x4(,,)) une suite extraite telle que x4,y — = pour
#(n) #(n)
un x € E. Pour tout ¢ > 0 fixé

dng € N tel que d(zy, ) < €, Vn,m = ng.
Aussi il existe p € N tel que ¢(p) > no. Par suite d(zy,), ) < € et

d(wp, ) < d(Tn, Typ)) + d(Tp), ) < €+ €, Yn = no.

39
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(iii) Soit (x,) C E une suite de Cauchy. Il existe ng € N tel que d(zp,,zn) < 1, Vi = ng.
Donc

($n) = {*730’ T 7$n071} U (mn)n2n0

est bornée.

Définition 4.1.4 (Espace métrique complet) Un espace métrique (E,d) est dit complet
si toute suite de Cauchy de (E,d) est convergente dans (E,d)

Exemple 4.1.5 (i) (R,|-]|) est complet mais (Q,|-|) n'est pas complet.

(ii) Considérons E =]0,1] muni de la distance usuelle | - | et (z,) = (1) C E. Puisque
xn — 0 dans (R, |-]), (x,) est une suite de Cauchy dans (R, |-|) et donc de Cauchy dans
(E,|-|). Pourtant elle ne converge pas dans (E,|-]).

Proposition 4.1.6 (Fermeture et sous ensembles complets) Soit (E,d) un espace
métrique complet et soit FF C E. Alors (F,d) est complet si et seulement si F' est un fermé de
E.

Démonstration. Supposons que F' soit fermé dans E. Soit (z,) C F une suite de Cau-
chy. C’est aussi une suite de Cauchy de E et donc elle converge dans E car E est complet.
Maintenant puisque (z,) C F et que F' est fermé la limite est dans F' et donc F est complet.
Réciproquement supposons F' complet. Soit (z,,) C F telle que x,, — x dans FE. La suite (z,,)
est de Cauchy dans F et donc aussi dans F. Or, par hypothese, les suites de Cauchy de F'
sont convergentes dans F' et donc x € F. Cela prouve que F est fermé. [

Remarque 4.1.7 Nous avons vu que ]0,1] et Q (les deur muni de la distance usuelle) ne
sont pas complets. C’est “normal” car il ne sont pas des fermés de (R,|-]).

Le résultat suivant montre qu’une partie de la Proposition 4.1.6 reste vraie méme si F
n’est pas complet. Il résulte de la partie réciproque de la preuve de la Proposition 4.1.6.

Proposition 4.1.8 Soit (E,d) un espace métrique et soit F C E. Si (F,d) est un espace
métrique complet alors F' est un fermé de E.

Définition 4.1.9 (Espace de Banach) Un espace vectoriel normé et complet (pour la dis-
tance induite par la norme) est appelé un espace de Banach .

Définition 4.1.10 (Espace de Hilbert) Un espace préhilbertien et complet (pour la dis-
tance engendré par le produit scalaire) est appelé un espace de Hilbert.

Remarque 4.1.11 Tout espace de Hilbert est un espace de Banach.
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Exemple 4.1.12 (Deux exemples importants) 1) Soit E = C([0, 1], R) muni de la norme
|| |loc. Montrons que E c’est un espace métrique complet. Soit (f,) C E une suite de Cauchy.
Par définition

Ve >0, Ing tel que sup |fn(z) — f(z)] <€, Vn,m = ng. (4.1.1)
z€[0,1]

En particulier pour tout x € [0,1] fixé la suite (fn(x)) C R est de Cauchy et donc elle est
convergente car R est complet. Notons f(x) cette limite. Maintenant en passant a la limite
m — oo dans (4.1.1) il vient

Ve > 0,3ng tel que |fn(z) — f(2)| < e, Yz €[0,1], Vn = ng

et donc fn, — f uniformément sur [0,1]. Pour conclure il reste a montrer que f est continue
sur [0,1]. Pour cela remarquons que Vx,VZ, Vn € N,

[f(@) = f@)] < [f(@) = ful@)] + | fu(@) = fu(@)] + [ fu(Z) = f(Z)].
Puisque Ve > 0, dng € N tel que

sup |fn(x) — f(2)] <&, Vn =ng
z€[0,1]

il vient que
|f(z) = f(T)] < 2 + [ fulx) = f(Z)], VR = no.

Maintenant en fixant un n > ng arbitraire on a, puisque f, est continue, pour x proche de T

[fu(z) = f(T) <€

et donc |f(z) — f(Z)| < 3¢ pour x proche de T. En conclusion f € C([0,1],R) et E est bien
complet.

2) Soit E = C([0,1],R) muni de la norme

1
Hﬂh=4|ﬂ@ux

Montrons que ce n’est pas un espace métrique complet. Pour cela considérons la suite (f,) C E
définie par
0s10< o<
fa@) =X nz+(1-2)sit—2<a<i
1 s2 % <z <l

On vérifie facilement qu’il s’agit d’une suite de Cauchy. Supposons qu’il existe f € E telle que

1
A|nu»ﬂwwxﬁa

Alors
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Maintenant, d’une part, pour tout n € N,

1

Aﬂﬂmum<4%mm»—ﬂmux+ﬁanuwM_m.
[ 1t@las=o,

et finalement f(z) =0, Va € [0, 1] puisque f est continue. D’autre part, sur [5,1], fo(z) =
et donc comme

donc

1=

/|fn — f(z)|dz — 0 onaque/ |1 — f(x)|dz = 0.

D’ou f(x) =1, Vx € [%,1]. On obtient une contradiction car f posséde alors deux valeurs
distinctes en % Par suite f, n’a pas de limite. Donc E n’est pas complet.

Remarque 4.1.13 Plus généralement on peut montrer que E = C([0, 1], R) muni de la norme

1
1 P
Ity = ([ 1spas)" powr1<p<ox
0
n’est pas complet.

Remarque 4.1.14 La complétude d’un espace métrique n’est pas une notion topologique.
Puisque (R,| -|) est un espace métrique complet il nous suffit, pour voir cela, de construire
une distance d sur R, topologiquement équivalente a | - | telle que (R, d) ne soit pas un espace
complet. Dans ce but on muni R de la distance d(z,y) = |p(x) — ¢(y)| ot

X

'R — 1,1 avec =z .
o:R=]= 1 T

Soit (z,,) = (n). Cette suite est de Cauchy dans (R, d) car

n m
1+n 14+m

d(Tp, Tm) = ’

Pourtant elle n’a pas de limite dans (R,d) ce qui prouve que (R,d) n’est pas complet. Mainte-
nant puisque ¢ : (R,|-|) — (] —1,+1[,|-|) est bicontinue (ce qui en fait un homéomorphisme)
on sait, par I’Ezercice 3.4 que sur R, les distances |-| et d(-,-) = |¢(-) —&(-)| sont des distances
topologiquement équivalentes.

Remarque 4.1.15 Soient (E;,d;), i = 1,--- ,n des espaces métriques complets. On vérifie
facilement que, muni de l'une ou lautre des distances introduites, l’espace produit E =[],
est complet. En particulier il vient que RY est complet.

Exercices : Résoudre les Exercices 4.1, 4.2, 4.3, 4.4 et 4.5.
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4.2 Applications et espaces complets

Théoréme 4.2.1 (Le dual est toujours complet) Soient (E,||-||2) et (F,||-||r) deuz es-
paces vectoriels normés avec (F,|| - ||r) complet. Alors L(E,F) est complet. En particulier le
dual E' := L(E,R) est toujours complet.

Démonstration. Soit (L,) C L(E,F) une suite de Cauchy, c’est a dire telle que ||L, —
Linl|zg,7) — 0 si n,m — oo. Pour tout x € E fixé on a

1Ln(2) = Lin(@)l|F < ||Ln = Linl e, l17] 2 (4.2.1)

et donc (L,(x)) C F est une suite de Cauchy qui donc converge. On note L(x) sa limite.
Maintenant puisque L,(A\z + By) = AL,(z) + BL,(y), Vx,y € E, \,3 € R, en passant a
la limite on a immédiatement que L(A\x + By) = AL(x) 4+ SL(y) et par suite L est linéaire.
Finalement il existe C' > 0 tel que

Ln(@)||F < [|Lnllze,ry ll2]|2 < Cllz]|z, Vn e N

puisque toute suite de Cauchy est bornée. En passant a la limite on obtient donc que, Vx € E,
||L(z)||F < C||z||g cest & dire que L € L(F, F). Finalement de (4.2.1) il vient que

sup  ||Ln(z) — L (z)||Fr — 0 lorsque n,m — oo
z€B,||z||p<1

c’est a dire
Ve > 0, Ing € N tel que ||Ly(z) — Lin(2)||F < &, V||z|] < 1,Vn,m = ny.
D’otu, en passant a la limite, m — oo,
Ve >0, Ing € N tel que ||L,(z) — L(x)||r < &, V||z|| < 1,Vn = ng.

On obtient donc que ||Ly(z) — L(z)|| — 0, quand n — oo, uniformément en ||z|| < 1. Donc,
par définition, L, — L et L(E, F) est bien complet. [

De maniere analogue on peut établir le résultat suivant :

Proposition 4.2.2 Soient (E,|| - ||g), (F.|| - ||F), (G,]|| - ||c) trois espaces vectoriels normés
avec (G,|| - ||a) complet Alors L(E, F;G) est complet.

Théoréme 4.2.3 (Prolongement d’un application définie sur un ensemble dense) Soient
(E1,dy) et (Eq,d2) deux espaces métriques. On suppose que (Ea,ds) est complet. Soit A C Ey

un ensemble dense dans Fy et f : A — FEo une fonction uniformément continue. Alors f se
prolonge de maniéere unique en une application continue sur Eq. De plus ce prolongement est
uniformément continu.
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Démonstration. 1) Montrons tout d’abord 'unicité. Supposons que f et g sont deux prolon-
gements continus de f & Fy. Comme A C E est dense, il existe (z,) C A tel que x,, — x. Alors
f(x) = f(xn) = g(z,), ¥n € N. D’autre part, par continuité, f(z,) — f(z) et g(z,) — g(x).
Comme f(x,) = g(x,), par I'unicité de la limite, on en déduit que f(z) = g(x).

2) Montrons l'existence. Si x € F; comme A est dense dans Fy, il existe (x,) C A tel que
z, — . On va montrer :

(i) Pour toute suite (x,) C A telle que x,, — z, la suite (f(x,)) converge dans (Es, d2).

(ii) Si(x,) C Aet (yn) C A sont deux suites telles que =, — x et y, — =, alors lim f(z,) =
lim f(yn). Cette propriété montre que la limite trouvée en (i) ne dépend pas du choix
de la suite (z,) mais seulement de z € Ej. Ceci permet de définir une fonction f(z) =
lim f(x,) ou (x,) C A est une suite quelconque qui converge vers = € Fj.

(iii) La fonction f est uniformément continue.

(i) Comme (FE3, da) est complet, il suffit de montrer que (f(z,)) est de Cauchy. Soit € > 0 fixé.
Comme f est uniformément continue sur A, il existe 6 > 0 tel que Va,y € A avec dy(z,y) < 9
on a da(f(x), f(y)) < e. On sait que x,, — x dans (A,d;), donc (zy,) est de Cauchy dans
(A, d;). Donc

dng € N tel que Vm,p > ng on a di(xm,z,) < a

et il vient que
Vm,p = ng on a do( f(xm), f(zp)) <e.
Cela montre que (f(zy)) est de Cauchy dans (Es2,ds2) qui est complet, donc elle converge.

(ii) Montrons 'indépendance de la limite par rapport au choix de la suite (x,) C A.
Par I’absurde supposons qu’il existe z € E et deux suites (), (yn) C A telles que x,, — =z,
yn — x dans (E1,dy) avec f(x,) — l; dans (F2,d2) et f(yn) — l2 dans (E1,d2) et i # la.

On considere alors la suite (z,) C A définie par z9,-1 = z, et 29, = y, c'est a dire
T1,Y1,L25° 5 Tns Yny 41, Ynt1, " - Alors Zn — X mais (f(x'fl)) est la suite f(x1)7 f(y1)7 f($2)a
flya), -+, f(xn), f(yn), -+ qui ne converge pas car les termes d’ordre impairs tendent vers [y

et les termes d’ordre pairs tendent vers lo et [ # . Cela fournit une contradiction avec le
Point (i) car z, — x avec (z,) C A.

(iii) Montrons que f est uniformément continue. Soit ¢ > 0 fixé. Comme f est uni-
formément continue sur A il existe § > 0 tel que, Va, b € A avec di(a,b) < donads(f(a), f(b)) <
5. Soient x,y € Ey avec di(z,y) < g. Soient (x,,) C Aet (y,) C A deux suites telles que z,, — x
et y, — y dans (F1,dy). On peut choisir un ng suffisamment grand tel que, a la fois

() < 5 et di(ony) < 3

pour tout n > ng et aussi

do(f(xn), () < 5 et da(f(yn), f(y)) <

W m
W m

pour tout n > ng (par définition de f)). On a aussi, pour tout n > ng,

6 & O
d1(Tn, Yn) < di(@n, ) +di(z,y) + di(y, yn) < 3 + 3 + 3= J.
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D’ou do(f(n), f(yn)) < §. En rassemblant ces informations il vient que

= 5 = - e €
A(F(@), FW) < da(F (@), F(n)) + o f ), F ) + o fun), F@) < 5+ 5+ 5 =2
Donc pour tout € > 0 on a trouvé 6 > 0 tel que
5 _ _
di(wy) < § = d(F@), Fy) <
Donc f est uniformément continue. Finalement il est évident que f = fsur AC F. [

Remarque 4.2.4 Dans le Théoréme 4.2.3 le continuité uniforme est cruciale. Par exemple
sur ([0,400[,| - |) considérons f : ]0,400[— R donnée par f(z) = L. Cette application est
continue mais pas uniformément continue et on ne peut pas la prolonger en une application
continue sur [0, +o0].

Comme corollaire du Théoreme 4.2.3 on a le résultat suivant :

Proposition 4.2.5 Soient (E1,||-||1) et (E2,|| - ||2) deuz espaces vectoriels normés avec
(E2,||-|]2) complet. Soit A C Ey un sous espace vectoriel dense dans Ey et f € L(A, Eq). Alors
f s’étend de maniére unique en une application linéaire continue sur E1 de méme norme.

Démonstration. Nous savons déja que f admet une extension continue unique f. Montrons
que f est linéaire. Soient x,y € F1, A, 8 € R quelconque, il nous faut montrer que f (A +
By) = Af(x) + Bf(y). Soient (zn) C Aet (yo) C A tel que z, — = et y, — y. Clairement
ey + Byn — Az + By et donc f(Az, + Byn) — f(Az + By). D’autre part, comme A C )
est un sous espace vectoriel et que f est linéaire sur A, f Az, + Byn) = fAxn + Byn) =
M (zn) + Bf(yn) — M(z) + Bf(y). Par suite f est bien linéaire. Maintenant soit = € F)
arbitraire et (z,) C A avec x,, — x. On sait que

1 (@a)ll2 < IIfllcam)llznll, ¥ € N.

Par suite en passant & la limite (f et || - || sont continues) il vient que

1f@)ll2 < 1fllea o]l
et donc, par définition, ||f]| L(B1Es) S [ fllz(a,E,)- Dun autre coté on a trivialement que
1l ecams) < IFlc(e, ) Puisque f prolonge f. n

4.3 Des Applications importantes de la notion de complétude

Nous allons maintenant présenter quelques applications importantes de la complétude.
Commencons par deux rappels :

Rappel 4.3.1 On dit que [ : (E1,d1) — (E2,d2) est une application lipschitzienne s’il existe
L > 0 tel que Vx,y € E1 on a do(f(x), f(y)) < Ldi(x,y). On appelle la plus petite constante
L € R qui vérifie cette propriété la constante de Lipchitz.



46 CHAPITRE 4. ESPACES METRIQUES COMPLETS

Rappel 4.3.2 On dit que f : (E,d) — (FE,d) est contractante s’il existe k < 1 telle que
Va,y € E on ad(f(z), f(y)) < kd(z,y).

Théoréme 4.3.3 (Théoréme du point fixe de Banach) Soit (E,d) un espace métrique
complet et soit f: E — E une application contractante. Alors

(i) Il existe un unique x € E tel que f(x) = x (on dit alors que x € E est un point fixe).

(ii) Toute suite (x,) C E qui satisfait xn41 = f(xy) converge vers x € E.

Démonstration. Soit (z,,) une suite définie par 1 € E et x,41 = f(x,) pour tout n > 1.
Soit k < 1 tel que d(f(z), f(y)) < kd(x,y). Alors

d(Tps1,Tn) = d(f(zn), f(Tn-1)) < kd(xp, Tp—1)
< kzd(xn—lwrn—?) < k3d(£n—27$n—3)
< tee kn_ld(.%'Q, xl).

Soit Ny € N fixé et soient p > m > Ny. Alors

d(xpa ZL'p,1) + d(xpfla xp72) 4+ d(merla xm)
kip_Zd(I‘Q, 351) + ]Cp_sd(l‘g, 1‘1) + -+ km_ld(xz, 561)

— |gp—m-1 + fp—m—2 + . k4 1} kmild(l’g, 1‘1).

<
<

o

. 1
]_ k; 2 ...pimilg ‘727'
+hk+E 4k Z W=
7=0
Donc Vp > m > Ny on a, comme, k < 1
1
d(zp, Tm) < k‘m_lﬁd(l‘g,l'l) < kNo—1
Soit € > 0 fixé. Alors ANy € N tel que

ﬁd(fﬂg, 371).

1
k?NO_lﬂd(l’Q, xl) < e.

Donc Vp > m > Ny on a d(zp, zym) < € et donc (z,) C E est de Cauchy. Comme (F,d) est
complet elle converge donc. Soit z = lim x,,. Maintenant puisque x,+1 = f(x,), Vn > 1, en
passant a la limite et en utilisant la continuité de f il vient que x = f(x). Donc x € E est
bien un point fixe de f.

Pour l'unicité, si z = f(z) et y = f(y) on écrit d(z,y) = d(f(x), f(y)) < k(d(z,y)) et
comme k < 1 il vient que d(z,y) =0 d’ou z = y. ]

Théoréme 4.3.4 (Théoréme de Cantor) Soit (E,d) un espace métrique. Alors (E,d) est
complet si et seulement si pour tout suite (F,) d’ensembles fermés non-vides tels que :

(i) Fi D Fy D F3D -+ D F, D Fui1 D+ (on dit que les (F,) sont emboités).
(ii) diam(F,) — 0
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on a que Np>1F, est un singleton {a}.

Démonstration. Montrons tout d’abord que si (E,d) est complet alors N,>1F), est un
singleton. Pour tout n € N* on choisit un x,, € F,,. Remarquons que, Vn € N* fixé et Vm > n
puisque F;,, C F},, on a que x,, € F},.

Soit € > 0 fixé et soit ng € N tel que diam(Fy,) < e. Alors Vm,p > ng, on a &y, x, € Fy,
donc d(xy,,z,) < diam(F,,) < e. Donc la suite (x,) C E est de Cauchy dans E. Mais
(E,d) est complet et donc (z,,) C E est convergente. Notons a sa limite. Maintenant, comme
Tn € Fpy, YN 2> ng, que x, — a et que Fy,, est fermé, il vient a € F,,. Donc a € F},, pour tout
no € N et par suite a € Np>1F),. Il reste a montrer que N, >1F, ne contient qu'un singleton.
Sia,b € Np>1Fy, on a d(a,b) < diamF,, Vn € N et comme diam(F,) — 0 nécéssairement
d(a,b) = 0 ou encore a = b.

Réciproquement montrons que si I’espace possede cette propriété alors il est complet. Soit
(z5,) C E une suite de Cauchy. Considérons les ensembles, pour n € N,

F, = {xn7$n+17"'}'

La suite (F},) est constituée de fermés et elle est décroissante. Aussi comme (x,) C E est de
Cauchy on a que diamF,, — 0 si n — oco. Par hypothese il vient donc que

N2 Fy

n

comporte un et un seul point, que 'on note x € E. Clairement alors x,, — x. [

Lemme 4.3.5 (Lemme de Baire) Soit (E,d) une espace métrique complet. Soit (O,,) une
suite d’ouverts de (E,d) telle que chaque (Oy,) est dense dans E. Alors

Np>10,  est dense dans E.

Démonstration. On pose A = Ny,>10,,. Montrons que A a une intersection avec tout ouvert
non-vide de E. Cela prouvera (voir la Remarque 3.1.13) que A est dense. Soit  C E un ouvert
quelconque, Q # (). Puisque O; est dense on a O1 N # () et donc, puisque O1 N est un ouvert
non vide, il existe une boule B(x1,71) C O1 N Q. Maintenant comme B(x1,71) est ouvert et
O3 est dense on a B(xz1,71) N O2 # (). Donc il existe une boule B(xg,r3) C B(x1,71) N Os.
Quitte a diminuer ro > 0 si nécessaire on peut supposer que

ro < % et E(wgﬂ“g) - B(l‘l,Tl) N Os.

Maintenant B(zg,72) N O3 # 0 (car O3 est dense) et donc on peut trouver un z3 et un rg > 0

tels que
) T
B(xg,T3) C B(I'Q,TQ) NO3 et r3 < 52

et ainsi de suite : si on a construit B(zy,r,) on construit B(x,+1,7n+1) tel que

— r
B(2pi1,mn41) C B(2p, 1) N Opgr et rpqq < En
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On va maintenant appliquer le Théoréme 4.3.4 (de Cantor) avec F,, = B(xp,r,). Vérifions
que cela est possible. Comme

B(zpi1,mne1) C B(zn,mn) C B(zn, )

on a que Fy, 1 C Fy,. Aussi diam(F,) < 2r, — 0 et F,, # ), pour tout n > 1. Par le Théoreme
de Cantor. On en déduit alors qu’il existe a € F tel que

ﬂn>1F = ﬂn>1§(xn,rn) = {a}
Par construction, on a B(xy,7,) C O, et donc a € O,, pour tout n > 1. D’autre part,
B(xp,rn) C B(xp—1,mn-1) C -+ C B(x1,7m1) C L.

Donc a € Q. Ainsi QN A # 0 car a € QN (Ny»10,) et on a bien que A est dense. [ |

Corollaire 4.3.6 Soit (E,d) un espace métrique complet et (Fy,) C E une suite de fermés
tels que ¥n > 1 F,, soit d’intérieur vide. Alors

Un}an

est d’intérieur vide.

Démonstration. Soit O,, = E\F),. Alors O,, est ouvert et comme O,, = E\F. = E\() = F
on a que O, est dense. Par le lemme de Baire il vient donc que A = N,,>10,, est dense. Mais
A =Np>1(E\F,) = E\(Up>1Fy). Alors comme A est dense il vient directement que 'intérieur
de Up>1F), est vide. [ ]

Corollaire 4.3.7 Soit (E,d) un espace métrique complet non vide et (F,,) une suite de fermés
telle que Ux1F,, = E. Alors il existe ng € N tel que Fy # 0.

Démonstration. On suppose par l'absurde que F = ) pour tout n € N. Alors par le
corollaire précédent il vient que l'intérieur de U, >1 F,, = (). D’ott E° = ) et donc E = () ce qui

est absurde. ]

Exercices : Résoudre ’Exercice 4.7.

4.4 Séries dans un espace vectoriel normé

Soit (E,|| - ||) un espace vectoriel normé et (z,) C E. On dira que la série > 7 z; est
convergente si la suite (S,) = (3_;_, ;) converge (vers S € E). On écrit alors

=1

Remarque 4.4.1 On vérifie immédiatement que, si la série converge, la suite (Sy) est de
Cauchy. Si (E,||-||) est complet la réciproque est aussi vraie.
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oo
Définition 4.4.2 Une série E xy est dite normalement convergente si la série des normes

n=1

oo
Z [|xn|| est convergente.

n=1

On a alors le résultat suivant :

Théoréme 4.4.3 (Convergence des séries normalement convergentes) Soit (E,||-||)
un espace de Banach alors toute série normalement convergente est convergente.

Démonstration. Il suffit d’utiliser le critere de Cauchy :

-l 2.+

s

m
< ZHQ;ZH —0 sin,m— 0.
i=n
n

Remarque 4.4.4 (i) L’intérét du Théoréme 4.4.3 est qu’il permet de ramener le probléme
de la convergence d’une série dans un espace normé a un probleme de convergence d’une
série a termes positifs pour lesquelles on dispose de nombreux critéres de convergence.

(ii) La réciproque du Théoréme 4.4.3 est aussi vraie dans le sens suivant : On peut mon-
trer qu’un espace vectoriel normé dans lequel toute série mormalement convergente est
convergente est un Banach (voir Ezxercice 4.9).

Application 4.4.5 (Exponentielle d’une application linéaire) Soit (E,||-||) un espace
de Banach. On a vu que L(E,E) est un espace de Banach (voir le Théoréme 4.2.1). Soit
feL(EE), on note

ff=fofofo---of ot n apparait n fois et fO = Id.
On al|fll| =1 et

M =11f o fo-o fILIANAN - LFI = LA™

Comme la série numérique

o I/
Z n!

n=>0
est convergente (et que sa somme est ellfll) on en déduit que

> |

n>0

est convergente, c’est a dire que

1 n
>t

n>0
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est normalement convergente (donc convergente par le Théoréme 4.4.3) dans L(E,E). On
note exp(f) => 7 L™ et on appelle cette application linéaire exponentielle de f. On peut

n=0 n!
aussi monter que si f,g commutent, alors exp(f + g) = exp(f)exp(g).

De méme, si A € M,(K), ot K=R,C, la série
- Ly
DA
n20
est normalement convergente dans My(K), donc convergente. On note exp(A) =3 77%, LAn
Application 4.4.6 (Inverse d’une application linéaire) Soit (E,||-||) un Banach et soit
A€ L(E,E) tel que ||A]| < 1. Alors Id — A est inversible et

(Id — A)~ ZAn—Id+A+A2 C AT ).
n=0

Nous venons de voir dans U’Application 4.4.5 que ||A"|| < ||A]||". Comme ||A|| < 1, la série

NUMETLQUE
(o]
ol
n=0

>

n>0

est convergente et donc

est convergente par le Théoréme 4.4.3. On note

Sp=Id+1+ A%+ ..+ A" et § = lim S, (dans L(E, E)).
On a, par calcul direct,

(Id—A)o S, =S, 0(Id—A)=1Id— A"
En passant a la limite il vient alors que
(Id—A)oS=8So0(ld—A)=1d

ou S € L(E,E). Donc Id — A est inversible. Montrons maintenant que l’ensemble

Isom(E,E) := {A € L(E,E) : A inversible, A~' € L(E,E)}
est un ouwvert de L(E, E). Soit T € Isom(E,E). On a, pour B € L(E, E),

T+ B=TId+T'B).

Si ||B|| < HT 1” alors

1T~ B|| < |77 |1B]] < 1.
D’aprés ce qui précéde on a alors que Id + T™'B = Id — (—T'B) est inversible. D’ot
T+ B=To(Id+T 'B) est inversible comme produit de deuzx applications inversibles.

Exercices : Résoudre I’ Exercice 4.8.



Chapitre 5

Espaces métriques compacts

5.1 Généralités

Définition 5.1.1 (Recouvrement, Sous-recouvrement) Soit (E,d) un espace métrique.
Une famille d’ensemble (A;)icr est un recouvrement de E si

UierA; = E.
Si J C I, on dit que (Aj)jcs est un sous-recouvrement de F si et seulement si

UjeJAj - E

Définition 5.1.2 (Ensemble compact) Soit (E,d) un espace métrique. On dit que E est
compact si et seulement si de tout recouvrement de E par une famille d’ouverts (O;);cr on peut
extraire un sous-recouvrement fini. En d’autres termes, pour toute famille (O;)icr d’ouverts
telle que B = U;c1O;, il existe 1,49, -+ ,in tels que B =0y, UO, U---UO;, .

Remarque 5.1.3 (Les compacts sont bornés) Si (E,d) est compact alors (E,d) est borné.
En effet il suffit de d’écrire (recouvrir) E comme E = UzepB(x,1)NE. Comme par hypothése
il existe un sous-recouvrement fini on a directement la résultat (et puisque une réunion finie
de boules de rayon fini est un borné).

Définition 5.1.4 (Espace séquentiellement compact) Un espace métrique (E,d) est
séquentiellement compact si toute suite (x,) C E posséde une sous-suite convergente.

Rappel 5.1.5 (Point d’accumulation) On rappelle que o € E est un point d’accumula-
tion de A C E et on note xg € A" si, Vr > 0, (B(zo,7)\{z0}) N A # 0. De maniére équivalente
on a que xg € A" si et seulement si

(i) Il existe une suite (x,) C A telle que x, # xo pour tout n € N et x,, — xg.
(ii) Tout voisinage de xy contient une infinité d’éléments de A.

Remarquons aussi que A = AU A’ et que A’ est un fermé de E.

o1
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Définition 5.1.6 (Propriété de Bolzano-Weierstrass) Un espace métrique (E,d) posséde
la propriété de Bolzano-Weierstrass si tout ensemble infini A C E posséde un point d’accu-
mulation.

Théoréme 5.1.7 (Théoréme Fondamental) Soit (E,d) un espace métrique. Les asser-
tions suivantes sont équivalentes

(i) (E,d) est compact.

(ii) (E,d) posséde la propriété de Bolzano- Weierstrass.

(iii) (E,d) est séquentiellement compact.

Démonstration. Montrons que (i) = (ii). On suppose donc (E,d) compact et on doit
montrer que tout ensemble infini A C E possede un point d’accumulation. Par 1’absurde
supposons qu’il existe A C F, A infini tel que A’ = (). Puisque A = AUA = AU} = A,
il vient que A C FE est fermé. Donc F\A est ouvert. Maintenant puisque pour tout a € A
on aa ¢ A il existe r, > 0 tel que (B(a, ra)\{a}) N A = (. Autrement dit Ir, > 0 tel que

B(a,r,) N A = {a}. Maintenant on écrit
E = (Uaca Bla.ra)) U (E\A).

Les B(a,r,) C E sont des ouverts, on a aussi montré que F\A est un ouvert. Donc on
a recouvert E par des ouverts. Puisque E est compact on peut alors en extraire un sous-
recouvrement fini. Il existe donc a1, a9, - - - ,a, des points de A tel que

E= ( an B(ai,rai)) U (B\A).

Maintenant si @ € A on a nécessairement que a € Ul"  B(ai, q,). Mais B(a;,7q,) UA = {a;} et
il vient donc que a est l'un des ag,ag, -+ ,a,. On a donc prouvé que A C {aj, - ,ay}, donc
que A est fini, ce qui est absurde. A ce point on a prouvé que (i) = (ii).

Montrons que (ii) = (iii). Soit (x,) C E. On va montrer que (z,) admet une sous-
suite convergente. Pour cela on pose A = {z,, : n > 1} et on distingue deux cas :

Cas 1 : A est fini. Dans ce cas la suite (z,) C F ne prend qu’'un nombre finie de valeurs.
Donc il existe une valeur qui est prise une infinité de fois. Il existe donc une sous-suite (z,, )
tel que z,, = = = constante, pour tout k > 1. Alors trivialement z,, — =.

Cas 2 : A est infini. Comme (E,d) posséde la propriété de Bolzano-Weierstrass A" = ().
Soit x € A’. Alors (B(x, 1)\{:c}> N A # (. Donc 3z, tel que d(xy,,x) < 1. Supposons que
I'on a construit xp,, Zp,, -+ ,Zn, € A tels que z,, # z, d(xy,,z) < % et ng < ng < -+ < N
Soit )

’k+1)'

- mm<d(xm,x)7... ,d(a:nk,x)

Alors r > 0. Comme (B(x, r)\{m}) N A contient une infinité d’éléments de A, il existe zy,
tel que npy1 > ng et x,,,, € B(z,7)\{z}. En particulier d(zy,,,,z) < r < k%_l Ainsi on
construit (par récurrence) une sous-suite (z,,) telle que d(zy,,z) < %, donc x,, — z.
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Donc on a montré que toute suite de E possede une sous-suite convergente, c’est a dire
que (iii) est vrai. Pour compléter la preuve du théoréeme il reste & montrer la partie la plus
difficile & savoir que (iii) == (i). Pour cela on aura besoin de deux lemmes préliminaires :

Lemme 5.1.8 (Lemme de Lebesgue) Soit (E,d) un espace métrique séquentiellement com-
pact. Alors pour tout recouvrement (U;);er C E avec des ensembles ouverts, il existe r > 0 tel
que Yz € E, il existe i € I tel que B(x,r) C Us;.

Démonstration. [Preuve du Lemme de Lebesgue] Par 1’absurde supposons que le lemme soit
faux. Alors : Vr > 0, 3x € FE tel que B(x,r) n’est contenue dans aucun des U;. En particulier,
Vn > 1 il existe z, € E tel que B(xy,, %) n’est contenue dans aucun des U;,¢ € I. Comme
(E,d) est séquentiellement compact, la suite (x,) C E posséde une sous-suite convergente :
I(xp,) et Jz € E tel que z,, — z. Comme = € E = U;crU;, il existe ip tel que = € Uy,.
Comme Uj, est ouvert, il existe r > 0 tel que B(z,2r) C Uj,. Maintenant comme z,, — z, il
existe kg tel que Vk > kg on a

1
d(zp,,z) <r e — <
ng

Montrons que B(xy, , %) C B(x,2r). En effet, si y € B(xy,, é) on a

1
d(y,z) < d(y, xpn,) + d(xp,, ) < —+ d(zp,,x) <r+1 <2
k

Donc B(zy,,, n—lk) C B(z,2r) C Uj,. Cela est absurde car B(xy,, i) n’est contenue dans aucun
des U;. Le lemme le Lebesque est donc démontré. [

Lemme 5.1.9 Soit (E,d) un espace métrique séquentiellement compact. Alors ¥r > 0, il
existe un nombre fini de points x1,x2,--- ,x, € E tel que E = U B(x;,r).

Démonstration. [Preuve du Lemme] Supposons, par l'absurde, que c’est faux. Alors il existe
r > 0 tel que F ne peut pas étre recouvert par un nombre fini de boules de rayons r > 0. Soit
x1 € E. Alors B(x1,7) # E, donc il existe zo € E\B(z1,7). Ona B(x1,r)UB(z2,r) # E, donc
dxs € E\(B(x1,7) U B(x2,7)) et ainsi de suite. Supposons que l'on a construit z1,x2, -,y
tel que x;41 # B(x1,7) U B(xg,7)U---U B(x;,7) pour i =1,2,--- ;n— 1. Alors

d(xip1,25) >, Vj < i,

Comme B(z1,r)U---U B(zy,r) # E, il existe
tni1 € E\(B(o1,r) U+ Blan,r)).

Par récurrence, on construit donc une suite (x,,) telle que x, 11 € B(x1,7r)U---UB(zp,7),Vn >
1. Comme E est séquentiellement compact, (x,) possede une sous-suite (x,,) convergente.
Mais on a d(zy, Tm) = 7 si m # n. Donc d(zy, , n,) = 7 si k # p ce qui est absurde. Le lemme
est alors prouvé. [
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Fin de la preuve du Théoréme Fondamental : Il restait & montrer que (iii) = (i).
Soit (E,d) un espace métrique séquentiellement compact. Montrons que (E,d) est compact.
Soit (U;)ier un recouvrement de E, ou les U; sont des ouverts. Par le lemme de Lebesgue, il
existe r > 0 tel que Vo € E, il existe i € I tel que B(z,r) C U;. Par le second lemme, il existe
X1, , &y tel que E C B(xy,7)UB(x9,7)U---UB(zy,r). Mais pour chaque k = 1,2,--- ,n il
existe iy, € I tel que B(xy,r) C U;,. Alors E C B(xy,r)U---UB(xy,r) C Uy UU;, U---UU;,.
Donc U, , U, - -+, U;, est un sous-recouvrement fini de E. Donc E est compact. [

n

Théoréme 5.1.10 Soit (E,d) un espace métrique et A C E.
(i) Si (A,d) est compact, alors A est fermé dans E.
(ii) Si (E,d) est compact et A est fermé alors (A, d) est compact.

Démonstration. Montrons (i). Soit (A, d) compact. On suppose que (x,) C A et z, — =
dans E. Comme (A, d) est séquentiellement compact (par le Théoreme fondamental) il existe
une sous-suite (l‘nk) et y € A tel que x,, — y. Mais puisque z,, — x on a aussi x,, — x et
par unicité de la limite il vient que y = z, d’ou = € A. Donc A est fermé.

Montrons (ii). Soit (O;)icr un recouvrement de A par des ouverts de A. Alors Vi € I, il
existe U; ouvert de E tel que O; = U;NA. On a E = (E\A) U (UijerU;). Comme E\A est
ouvert il s’agit d’une recouvrement de F par des ouverts. Donc 341,19, - - - , i, tels que

E = (E\A) U (UL Ui).

Alors A C Ul U; et aussi A C U 1(U; N A) = U, 0;. Donc (A4, d) est compact. [ ]

Théoréme 5.1.11 (Dans RY les fermés bornés sont les compacts) Un ensemble K C
RN est compact si et seulement si K est borné et fermé dans (RY |- ).

Démonstration. Si K C RY est compact alors K C RY est borné (voir la Remarque 5.1.3).
Par le Théoreme 5.1.10 K est fermé. Réciproquement supposons K fermé et borné. Puisque
K est borné toute suite de K possede une sous-suite convergente (voir le cours de Ly). Main-
tenant puisque K est fermé la limite d’une telle suite est dans K. On en déduit que K est
séquentiellement compact. Par le Théoreme fondamental K est alors compact. [

Proposition 5.1.12 (Produit d’espaces compacts) Soient (E1,d1) et (Ea,d2) deux es-
paces métriques compacts. Alors E1 x Ey (muni de la distance produit) est compact.

Démonstration. Soit ((:L’n, yn)) C E1 X Ey une suite quelconque. Alors la suite (z,) C E}
possede une sous-suite convergente (car Ej est compact, donc séquentiellement compact par le
Théoréme fondamental). Soit (z,, ) une telle sous-suite. Comme E3 est compact, (yn,) C E2
possede une sous-suite convergente qu’on note (?/nkp) Alors ((a:nkp,ynkp)) est une sous-suite
convergente de (x,,yn). Donc E; X Es est séquentiellement compact et donc Ey x Es est
compact. ]

Théoréme 5.1.13 (Les espaces compacts sont complets) Soit (E,d) un espace métrique
compact. Alors (E,d) est complet.
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Démonstration. Soit (x,) une suite de Cauchy dans E. Comme F est compact, (z,) possede
une sous-suite (zp, ) convergente. Mais une suite de Cauchy qui possede une sous-suite conver-
gente est convergente (voir la Proposition 4.1.3). Donc (z,,) est convergente. ]

Exercices : Résoudre les Exercices 5.1, 5.2 et 5.3.

5.2 Fonctions continues sur un compact

Théoréme 5.2.1 (L’image d’un compact est un compact) Soient (E,d;) et (F,d2) deux
espaces métriques et soit f : E — F une fonction continue. Si (E,d) est compact, alors f(E)

est un compact de (F,ds). Plus généralement, si K C E est un compact de E, alors f(K) est

un ensemble compact de (F,ds).

Démonstration. Supposons (F,d;) compact. Soit (O;) un recouvrement de f(E), ou les
O; C F sont des ouverts. Puisque f est continue, f~1(0;) C E est un ouvert pour tout i € 1.
On a

f(E) C Uie1O; = E C Uier fH0y).

Donc (f~(0;))ier est un recouvrement de E par des ouverts. Comme (F,d) est compact il
existe un sous-recouvrement fini, c’est & dire Jiq, i, - - - i, tels que E C f~1(0;,) U f~1(0;,) U
~UfH0;,). Alors f(E) C O4,U0;,U---UO0;, . Donc {O;,, - - - ,0;,, } est un sous-recouvrement
fini de f(F). Ainsi de tout recouvrement de f(E) par des ouverts on peut extraire un sous-
recouvrement fini. Donc f(FE) est un compact de (F,da).

Plus généralement, si K C E est un compact de F alors (K, d) est un espace métrique
compact (et cela méme si (E, d) n’est pas compact). Comme la restriction de f a K est continue
sur K par ce que l'on vient de prouver on a que f(K) est compact dans (F,ds). [

Corollaire 5.2.2 Soient (E1,dy) et (Ea,da) deux espaces métriques et soit f : E1 — Es
bijective et continue. Si (E1,dy) est compact, alors f~1: Ey — Ey est continue (c’est a dire f
est un homéomorphisme entre (E1,dy) et (Eq,ds)).

Démonstration. On va montrer que I'image inverse par f~! de tout fermé de F; est un
fermé de Es. Cela prouvera que f~! : Ey — E; est continue. Soit F C E; un fermé. Comme
E; est compact alors F' C Fj est compact. Par le Théoreme 5.2.1, f(F) C Ey est un compact
et donc f(F) C Ej est fermé. Mais on vérifie facilement que (f~1)~Y(F) = f(F). Ainsi pour
tout F' C Ej fermé on a que (f~1)"}(F) C Fy est fermé. Par suite f~1 : By — Fj est bien
continue. ]

Théoréme 5.2.3 (Une fonction continue sur un compact atteint ses bornes) Soit
(E,d) un espace métrique compact non vide et soit f : (E,d) — R une application continue.
Alors f atteint son infimum et son supremum. En particulier elle est bornée.

Démonstration. Nous allons donner deux preuves de ce théoreme.

Preuve 1 : Puisque f : E — R est continue et que (F,d) est compact il vient du
Théoréeme 5.2.1 que f(E) C R est compact. Donc, par le Théoreme 5.1.11, f(E) C R est
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fermé et borné. Puisque f(F) est borné il vient que f : F — R est bornée. Puisque f(E) est
fermé l'infimum est le supremum appartiennent & f(E) (voir cours de L2). On rappelle que
ici que sup(f) € f(E) <= Ja € E tel que sup(f) = f(a) = max f(F). Idem pour I'infimum.
Preuve 2 : Soit m = inf,cp f(x). Alors m € RU{—o0} et il existe une suite (z,,) C E tel
que f(x,) — m. En effet, si m = —o0, il est clair que pour tout n € N, 3z, tel que f(z,) < —n.
Sim € R, m+ 1 n’est plus un minorant de f(E), donc 3z, € E tel que m < f(z,) < m+ +.
Dans les deux cas on a f(z,) — m. Comme (F,d) est compact, la suite (z,) possede une
sous-suite convergente. Il existe donc (z, ) et = € E tel que x,, — x. Comme f est continue il
vient que f(zn,) — f(z). D’autre part, f(x,,) — m car (f(xy,) est une sous suite de (f(zp,)).
Par unicité de la limite il vient alors que f(z) = m = infycp f(y). Donc m = f(z) € R et
I'infimum est atteint. Idem pour sup,cp f(y)- [ |

Théoréme 5.2.4 (une fonction continue sur un compact est uniformément continue)
Soit (E1,d1) un espace métrique compact et (E2,ds) un espace métrique. Soit f : (Eq1,d1) —
(E1,ds) une fonction continue. Alors f est uniformément continue.

Démonstration. Soit ¢ > 0 fixé quelconque. On va montrer qu’il existe 6 > 0 tel que
Va,y € Ey avec di(x,y) < ¢ on a do(f(x), f(y)) < e. Supposons que cela ne soit pas vrai.
Alors

Vo >0, dz,y € E; tel que di(z,y) < 0 et di(f(z), f(y)) = e.

En particulier, pour § = %, oun > 1, il existe x,,y, € F tels que

dirnyn) <+ et do(fan), fln) > < (5.2.1)

Comme (E4, dy) est compact, la suite (x,,) C E; possede une sous-suite (x5, ) C E; convergente
vers un élément x € F7. On a alors

1
dl(ynk’x) < dl(ynkvxnk) +d1(xnk7$) < Fk +d1($nk,$) — 0.

Donc y,, — . Maintenant de la continuité de f en x € F, il vient
f(xn,) — f(x) dans By et f(yn,) — f(x) dans Es.

Alors
dQ(f(xnk’ f(ynk)) < dQ(f(l'nm f(l‘)) + dz(f(l‘), f(ynk)) — 0.

D’autre part de (5.2.1) on a que da(f(zn, ), f(Yn,)) = € pour tout k. Cette contradiction prouve
le théoreme. ]

Exercices : Résoudre les Exercices 5.4 et 5.5.
5.3 Compacité dans les espaces vectoriels normés de dimension
finie

Théoréme 5.3.1 (En dimension finie toute les normes sont équivalentes) Soit E un
espace vectoriel de dimension finie. Alors toutes les normes sur E sont équivalentes.
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Démonstration. Soit (er, ez, ,e;) une base de E. On considere 'application ® : R¥ — E
définie par

k
P(x) = O(xq, 22, -+ ,2) = inei c F.
i=1

Clairement @ est une bijection de R¥ dans £. On munit R* de la norme || - ||» définie par
lelloe = 1o, 2, o)l = oz o

et I/ de la norme || - ||p définie par

k

lello = | 3 ier|, = ma o

1=
Il vient immédiatement que ® : (R¥|| - [|c) — (E,]| - [[o) est une isométrie et donc, en
particulier, I'image par ® de la sphere unité de (R¥, || - ||o) est la sphere unité de (E,]| - ||o)
(c’est a dire {z € E : ||z||p = 1}. Maintenant puisque ® est continue et que la sphere unité de
(R¥,||]|oo) est compacte (c’est un ensemble fermé-borné) on en déduit, par le Théoreme 5.2.1,
que la sphere unité de (E,|| - ||o) est aussi compacte. Soit N une norme quelconque sur E.

Remarquons que

k k k
N(x) = N(inei) < ZN(ﬂfz‘ei) = Z |2i| N (e)
i=1 1=1

i=1
< Klzllo
k
ou l'on a posé K = ZN(ei). Ceci montre que N est continue sur (E,|| - ||p). Par le
i=1
Théoreme 5.2.3 il vient alors que, sur la sphere unité de (E, || - ||o), /N atteint son infimum et

son maximum. En particulier il existe T € E avec ||Z||o = 1 tel que
N(z) > N(Z) = a > 0 pour tout = € E tel que ||z||p = 1.

Il vient alors que, pour tout x € F,

N<||$|| ) < a cest a dire N(x) = al|z||o.
Lo

En utilisant I'existence d’un maximum on obtient de maniere similaire que
N(z) < B||z|lo pour un 5 > 0.

A ce point, voir la Remarque 3.3.8, on a bien montré que toutes les normes sont topologique-
ment équivalentes sur un espace de dimension finie. [

Exercices : Résoudre ’Exercice 5.6.
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5.4 Caractérisation de la dimension finie par la compacité

Le résultat suivant donne une caractérisation (topologique) de la dimension finie.

Théoréme 5.4.1 Soit (E,||-||) un espace vectoriel normé. La boule fermée B(0,1) est com-
pacte si et seulement si E est de dimension finie.

Démonstration. Le fait que, si F est de dimension finie, alors la boule unité fermée est com-
pacte résulte directement que I'observation, immédiate par la preuve du Théoreme 5.3.1, que
B(0,1) est compacte pour la norme ||-||o et du fait que toutes les normes sont équivalentes sur
E. On sait en effet que la compacité est une notion topologique. Pour démontrer I'implication
directe nous utiliserons le

Lemme 5.4.2 (Lemme de Riesz) Soit (E,||-||) un espace vectoriel normé. Soit F C E un
sous-espace fermé distinct de E. Alors, pour tout € > 0, il existe x. € E tel que ||zc|| =1 et
dist(ze, F) > 1 —¢.

Démonstration. [Preuve du Lemme de Riesz] Soit x € E, x ¢ F. Soit 6 > 0 définit par
dist(z, F) = 6. Pour tout € €]0,1[, Jy. € F tel que

€
(5§H$—y5\]<5+:6.

1
Soit x, = ﬁ Notons que ||z¢|| = 1. Pour y € F' quelconque on a
L= Ye
Iy =zl =l = = | = =gl G = vl ) =l
y— x| = = T —ye|ly+y: ) — || A.
) Hx—ya\l Yell ) )

Puisque ||z — ye|ly + y- € F on a que
HH!L‘—yeHerya—xH > 6. (5.4.2)

11 vient alors de (5.4.1) et (5.4.2) que, Yy € F,

ly—aell> 0 » 0 _ 0= _
[ el e Sl s e

Par suite on a bien que dist(ze, F) > 1 —e. ]

Suite de la preuve du Théoréme 5.4.1 Il nous reste & montrer que si B(0,1) est
compacte alors nécessairement E est de dimension finie. De la compacité de B(0, 1) il résulte,
voir le Lemme 5.1.9 qu'il existe Z = {x1, 22, -+ ,z,} C B(0,1) tel que

1

dist(z, Z) < Z,Vm € B(0,1).
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On désigne par F' le sous-espace vectoriel engendré par Z. Pour conclure il suffit de montrer
que F' = E. Puisque F' D Z on a que

dist(z, F) < dist(z,Z), Vx € E.

Si on suppose que F' # F il existe alors, par le Lemme de Riesz, un = € E avec ||z|| = 1 tel
que

dist(z, F) >

=~

Notons que 'on peut utiliser le Lemme de Riesz car F' est un espace de dimension finie donc
complet (voir I'Exercice 5.6) et en particulier F' est donc fermé dans E (voir la Proposi-
tion 4.1.6). On a alors aussi que dist(z, Z) > 2. Maintenant comme z € B(0, 1) cela contredit
le fait que

1
dist(x,7) < T Vz € B(0,1).

Remarque 5.4.3 Dans ’énoncé du Théoréme 5.4.1 on peut remplacer la boule unité fermé
par n'importe quel ensemble fermé et borné de E.

Exercices : Résoudre ’Exercice 5.7.
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Chapitre 6

Espaces métriques connexes

6.1 Généralités

Définition 6.1.1 Un espace métrique (E,d) est dit connexe si, en dehors de E et de () il
n’existe pas de partie d la fois ouverte et fermée. Une partie de A est dite connexe si (A,d)
est connexe.

Rappel 6.1.2 On dit que (A;)ier constitue une partition de E si

UjerA; = E et AiﬂAjZQSii#j.

Remarque 6.1.3 Dire que (E,d) est connexe est équivalent a dire qu’il n’existe pas de parti-
tion de E, E = E1UE3 avec Ey, Eq non vides tout deuzx ouverts (ou tout deuz fermés). En effet
st on suppose que Fq et Eo sont ouverts alors comme Ey est le complémentaire de Eq il doit
étre a la fois ouvert et fermé. D’ott Eo = () ou E5 = E en contradiction avec l’hypothese. Idem
pour E1, Es fermés. Cela montre l'implication directe. Réciproquement s’il existe une partie d
la fois ouverte et fermé O C E telle que O # E et O # () alors on peut écrire E = O U CgO.
Ici O C E est ouwvert et CgO est aussi ouvert car O C E est fermé. On a donc trouvé une
partition de E en deux ouverts dont aucun n’est l’ensemble vide.

Exemple 6.1.4 (i) Soit E = {0,1} (muni de la distance usuelle sur R). Cet ensemble

n'est pas connexe. Pour voir cela posons O1 = {0}, Oz = {1} alors Oy =] — 1, 1[NE et
Os :]%, %[OE sont des ouverts disjoints de E. On a de plus O1 U Oy = E mais Oy # ()
et 02 7é @

(i) Une partie A C R qui n’est pas un intervalle n’est pas connexe. En effet, il existe alors
xz,y € A eta€lz,y| tels que a ¢ A. Les ensembles A1 =] — 00, a[UA et Ay =]a, +oo[UA
forment une partition de A en deux ouverts (de A) non vides.

Proposition 6.1.5 (L’image d’un connexe par une application continue est connexe)
Soient (E1,dy1), (Ea,da) deux espaces métriques et f : (Ey,dy) — (E2,ds2) continue. Si (Ey,dy)
est connexe alors f(Ey) Uest aussi.
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Démonstration. Par hypothese f : (E1,d1) — (f(E1),d2) est continue. Si f(E;) n’est pas
connexe alors il existe O, O deux ouverts non vides tels que f(F1) = OUO’ soit une partition.
Il vient alors que Fy = f~1(0) U f71(O’) est une partition de E; en deux ouverts non vides.
Cette contradiction prouve la proposition. [

Remarque 6.1.6 Comme corollaire de la proposition précédente on déduit immédiatement
que si (E1,dy) et (Eq,ds) sont homéomorphes et l'un est connexe, 'autre ’est aussi.

Théoréme 6.1.7 (Caractérisation d’un connexe par une application) Un espace
métrique (E,d) est connexe si et seulement si toute application continue f : E — {0,1} est
constante.

Démonstration. Supposons tout d’abord (E,d) connexe. Soit f : E — {0,1} continue.
Par la Proposition 6.1.5, f(F) est un sous-ensemble connexe de {0,1}. Puisque {0,1} n’est
pas connexe (voir la Remarque 6.1.4 (ii)) on a soit f(E) = {0} soit f(E) = {1}. Donc f est
constante.

Réciproquement on suppose que toute application continue f : E — {0, 1} est constante et
on va montrer que (F,d) est connexe. Supposons par I’absurde que (E, d) ne soit pas connexe.
Alors il existe Op, Oy ouverts disjoints avec O1 # () et Oz # () tel que E = O1 UOs. On définit
alors f : E — {0,1} par

1sixz e Oy

f(x):{ 0siz e Oy
Alors f=40) = 0, f~1({0}) = Oq, f~1({1}) = Oy et f~1({0,1}) = O1 U Os. Donc f~1(U)

est un ouvert de E pour tout ouvert U de {0,1}. Cela montre que f est continue. Pourtant f
n’est pas constante. Cette contradiction montre que (E,d) est connexe. ]

Proposition 6.1.8 Soit (E,d) un espace métrique et soit (A;)icr une famille de sous-ensembles
connezes de E tels que NicrA; # 0. Alors A = U;erA; est un conneze de (E,d).

Démonstration. Soit a € N;erA;, alors a € A; pour tout ¢ € I. Soit f: A — {0,1} une
fonction continue. Alors la restriction f|4, de f & A; est continue pour chaque i € I. Comme A4;
est connexe forcément f|4, est constante et donc f(x) = f(a), pour tout z € A;. Ceci est vrai
pour tout i € I. Puisque pour tout x € A il existe ¢ € I tel que x € A; on a que f(z) = f(a).
Donc f est constante sur A et par le Théoreme 6.1.7 il vient que A est connexe. ]

Proposition 6.1.9 (La fermeture d’un connexe est connexe) Soit (E,d) un espace
métrique et soit A C E un ensemble connexe. Alors tout ensemble B tel que A C B C A est
connexe. En particulier A est connexe.

Démonstration. Soit f : B — {0,1} une fonction continue. Alors f|a est une fonction
continue sur A a valeurs dans {0, 1}. Comme A est connexe, f|a est constante, on note a €
{0,1} la valeur de la constante. Soit x € B. Comme x € A, il existe une suite (x,) C A tel
que z, — x. Alors f(z,) = a,Vn € N (car x,, € A) et aussi f(z,) — f(z) car f est continue.
D’ou f(x) = a. Donc f est constante sur B et donc B est connexe, par le Théoreme 6.1.7. ®
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6.2 Connexes dans R

Théoréme 6.2.1 (Dans R les connexes sont les intervalles) Un sous-ensemble A C R
et connexe si et seulement si A C R est un intervalle.

Démonstration. On sait déja, voir 'Exemple 6.1.4 (ii) que si A est connexe, A est un
intervalle. Supposons donc que A C R soit un intervalle et montrons que A C R est connexe.
Soit f : A — {0,1} une fonction continue. Si f n’est pas constante il existe a,b € A tel
que f(a) = 0 et f(b) = 1. Comme A est un intervalle f possede la propriété de la valeur
intermédiaire, & savoir qu’il existe ¢ compris entre a et b (et donc ¢ € A) tel que f(c) = 3.

Cela est absurde et donc f est constante. Par suite A est connexe, par le Théoréeme 6.1.7. =

Théoréme 6.2.2 (Généralisation du Théoréme des valeurs intermédiaires) Soit (F,d)
un espace métrique conneze et soit f : E — R continue. Alors f(E) est un intervalle.

Démonstration. Du fait que F est connexe et f est continue il vient, de la Proposition 6.1.5
que f(F) est un connexe de R. Donc f(FE) est un intervalle (voir ’Exemple 6.1.4 (ii)). ]

6.3 Connexité par arcs

Définition 6.3.1 (E,d) est dit connexe par arc si pour tout x,y € E il existe ¢ : [0,1] — FE
continue telle que ¢(0) = x et ¢(1) =y (on dit alors que ¢ est un arc d’extrémités x et y.)

Théoréme 6.3.2 (La connexité par arc implique la connexité) Soit (E,d) un espace
métrique connexe par arc. Alors (E,d) est connexe.

Démonstration. Pour tout x,y € E I'image de I'arc qui les joint est connexe, c’est a dire
{¢(N) : A €]0,1]} est connexe (voir la Proposition 6.1.5). Or E peut s’écrire comme la réunion
des arcs joignant un point fixé T aux points de z € E et I’on conclut grace a la Proposition 6.1.8.

|

Remarque 6.3.3 La réciproque du Théoréme 6.3.2 est fausse. C’est a dire qu’il existe des
espaces MELriques connexes qui ne sont pas conneres par arcs.

6.4 Composantes connexes

Théoréme 6.4.1 Soit (E,d) un espace métrique et soit x € E. Il existe un plus grand (au
sens de l'inclusion) sous-ensemble connexe de E qui contient x € E.

Démonstration. On pose

A={ACE:Aconnexe et x € A}.



64 CHAPITRE 6. ESPACES METRIQUES CONNEXES

Comme {z} est connexe et {x} € A on a A # . On a aussi Nacp A # 0 car x € NaepA.
D’apres la Proposition 6.1.8 on a que C = Ugecp A est connexe dans F. Clairement C' est le
“plus grand” connexe contenant x € E. En effet, si D est connexe et x € D, alors D € A donc
D CUgep =C. [ |

Définition 6.4.2 (Composante connexe) On note C(x) le plus grand ensemble conneze
de E contenant x € E et on l’appelle la composante connexe de x € F.

Proposition 6.4.3 C(z) est un fermé de (E,d).

Démonstration. Puisque C(z) est connexe on a, par la Proposition 6.1.9, que la fermeture
C(x) de C(z) est connexe. Comme z € C(z) on a que C(z) C C(z). Evidemment on a aussi
que C(z) C C(z). D’ou C(z) = C(z) c’est a dire que C(x) est fermé. ]

Proposition 6.4.4 (Homéomorphisme et composantes connexes) Si(E1,d;) et (E2,ds)
sont homéomorphes alors leurs composantes connexes se correspondent par I’homéomorphisme.

Démonstration. Soit f : (E1,d1) — (F2,d2) une bijection bicontinue. Soit = € Ej, par la
Proposition 6.1.5, f(C(z)) est connexe et contient f(z). Donc f(C(x)) C C(f(x)). Supposons,
par ’absurde, que

f(C(x)) # C(f(x)).
Alors C(z) # f~1(C(f(x)). Or C(f(x)) est connexe et f~! est continue, donc f~1(C(f(z)) es

un connexe. C’est une contradiction avec la définition de C(z) car on a C(x) C f~1(C(f(x ))
]

Remarque 6.4.5 On utilise souvent la Proposition 6.4.4 pour montrer que deuxr espaces
métriques ne sont pas homéomorphes. Par exemple R et R? ne sont pas homéomorphes car
sinon, en notant f : R — R? I’homéomorphisme éventuel, R\{0} serait homéomorphe a
R2\{f(0)}. Or R\{0} a deux composantes connexes alors que R®\{f(0)} est connere (car
connexe par arc).
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Chapitre 1
Série 1

1.1 Enoncés des exercices

Exercice 1.1 Dans R2, dessiner les boules ouvertes de centre 0 et de rayon 1 pour les dis-
tances sutvantes :

— di(z,y) = |z1 — y1| + |22 — vo|
- dg(l’,y) = \/(xl - 91)2 + (.TQ — y2)2

= doo(w,y) = max{|z1 — y1], [22 — y2/}.
Corrigé

Exercice 1.2 (Les espaces métriques sont séparables) Soit (E,d) un espace métrique.
Montrer que pour tout x,y € E avec x # y il existe deuxr ouverts Oy, Oy tels que x € O,
y €Oy et O NOy =10.

Corrigé

Exercice 1.3 Soit E un ensemble non vide. Soit d une distance sur E. Montrer que § =
min(1,d) est une distance sur E.

Corrigé

Exercice 1.4 (i) Soient di,dy deux distances sur l’ensemble E. On suppose qu’il existe
C1,Cy > 0 tels que

Vx,yE Ea Cldl(xay) gdZ(x)y) < ngl(«fﬂ,y)- (11)
Montrer que dy et da sont topologiquement équivalentes.
(i1) Soit (E,d) un espace métrique. Montrer que d' = #‘ld est une distance sur E topologi-

quement équivalente a d.

(i1i) En prenant E =R, d(x,y) = |x — y| au point(ii) montrer que d et d' ne vérifient pas la
double inégalité.

Corrigé
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Exercice 1.5 (i) Soit 01,...,6, : E X E — [0,00[ des semi-distances sur E. Montrer que
§=>",0; et & =maxigicn d; sont des semi-distances.

(it) Soit § : E x E — [0, +o00[ une semi-distance sur E et a : E' — E quelconque. Montrer
que &' définie par §'(2',y') = 0(a(2’), a(y’)) est une semi-distance sur E'.

Corrigé

Exercice 1.6 Soit E un ensemble non vide. Soit d : E x E — R définie par d(z,y) = 0 si
r=yetdx,y)=1siz#y.
(i) Montrer que d est une distance sur E.

(ii) Déterminer pour tout x € E et tout r > 0 les boules ouvertes B(z,r). En déduire tous
les ouverts et les fermés de (E,d).

Corrigé

Exercice 1.7 (i) Soit (E,d) un espace métrique et A C E un ensemble. Montrer que A =
A\A°.
(ii) Soit R muni de la distance d(x,y) = |z —y|. Soit A =]0,1[NQ. Déterminer A, A°. En
déduire A, A, 0A°.

Corrigé

Exercice 1.8 Soit (E,d) un espace métrique, A, B deux parties non vides de E, A ouvert.
Montrer que AN B C AN B. Donner un contre-ezemple dans R lorsque A n’est pas ouvert.

Corrigé

Exercice 1.9 Soit dy,ds deuxr distances sur un ensemble E mon vide. Montrer que si pour
toute suite (x,) d’éléments de E et tout x € E on a la propriété :

T, — T au sens di st et seulement st x,, — x au sens ds,

alors di et do sont topologiquement équivalentes. Est ce que cette condition est nécessaire ?

Corrigé

Exercice 1.10 (i) Montrer que d : (z,y) — |1 %‘ est une distance sur ]0,1][.

(i) Montrer que d est topologiquement équivalente sur]0,1[ a dy définie par do(z,y) = |z—y|.

(iii) Montrer qu’il n’existe pas de distance D sur R topologiquement équivalente a dy sur R
telle que D et d coincident sur]0,1].

Corrigé

Exercice 1.11 Soit (E,d) un espace métrique, A C E. Soit B C A un ouvert de (A,d). B
est-il nécessairement un ouvert de (E,d) ¢ Trouver une condition simple sur A qui garantisse
que c’est le cas.

Corrigé
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Exercice 1.12 Soit p > 1 et q défini par % + % =1
(i) Soit y € RT. Pour x > 0 on pose

f(l‘):;-l-;—xy.

Déterminer T € R tel que f'(T) =0 et calculer f(T).

P g0
(ii) En déduire que Vz,y € RY, zy < % + %

(iii) Soient (ai,...,an), (b1,...,bn) € R™. Soit p > 1. En appliquant b) avec
b,
(D izt laglP)e (D i1 [bi] 1)
démontrer l'inégalité de Holder :

n

1> aibil < (O lail?) (3 [bil ).
=1 =1 =1

(iv) Montrer l'inégalité
n n n
D lai + 0P <> aillas + 5P+ |bllai + bifP !

=1 =1 i=1

puis en déduire l'inégalité de Minkowski

1 1 1
(Z a; +bz~p> "< (Z mrp) T (Z w) y
=1 i=1 i=1

Corrigé

1.2 Corrigés des exercices

Exercice 1.1

On a, par définition B((0,0),1) = {(z,y) € R? : d;(z — 0,y — 0) = d;(w,y) < 1} pour i =
1,2, 00. Pour d; on obtient un losange s’appuyant sur les points (—1,0),(0,1),(1,0), (0, —1).
Pour da la sphére usuelle centrée en (0,0) et de rayon 1. Pour dy on obtient le carré de coté
1 centré en (0,0). On vérifie sur ces examples que la notion de boule dépend de la distance
choisie.

Exercice 1.2

Soit d = d(x,y) > 0. Il suffit de prendre Oy = B(z, §), O2 = B(y, g)
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Exercice 1.3

On va vérifier les trois propriétés qui définissent une distance.

(i)

(i)
(iii)

d(z,y) = 0 = min(1,d(z,y)) = 0 = d(z,y) = 0 = x = y. Aussi, si x = y alors
§(z,y) = 0.

min(1,d(z,y)) = min(1, d(y, z)) évidemment.

A t-on que §(z, z) < d(x,y) + 0(y, 2)? On va pour montrer que c’est vrai en distinguant
plusieurs cas.

Supposons que d(z, z) < 1 alors c¢’est clairement ok par I'inégalité triangulaire appliquée
ad(z,z).

Supposons que d(z,z) > 1. A-t-on alors

1<0(z,y) +6(y, 2)?
C’est clairement ok si d(z,y) > 1 ou d(y,z) > 1. Si cela n’est pas le cas et comme

d(z,z) > 1 il suffit de remarquer que, puisque par l'inégalité triangulaire, d(x,z) <
d(x,y) + d(y, z), on a nécessairement que d(x,y) + d(y,z) > 1.

Exercice 1.4

(i)
(i)

(iii)

Ce point & déja été montré dans le cours (voir la Proposition 1.1.14).

Par définition deux distances sont topologiquement équivalentes si et seulement si elles
définissent les mémes ouverts. Cela sera clairement le cas si toute boule centrée en un
point pour une distance contient une boule centrée en ce point pour 'autre distance.
Montrons donc que Vo € E,Vr > 0 il existe ' > 0 tel que

By(x,r') C Ba(,7).

Pour cela il faut montrer que, r > 0 étant fixé on peut trouver un v’ > 0 (assez petit)
pour lequel

d(x,y) /
—— < =d(x,y) <.
1+d(x,y) (@,9)
Mais .
A, y) <+ rd(,y) = d(z,y)(1—r') <7 = d(a,y) < ——
—r
et en prenant 7’ > 0 assez petit on a bien que 12—;, < 7. On procede de méme pour
I'inclusion d’une boule By(z,r) C By (z, 7).
On voit que si |z — y| — oo alors
emgl
1+ [z -yl

On ne peut donc pas satisfaire I’équation (1.1) (raisonner par I’absurde en posant d; = d,
dy = d' et en supposant que C7 > 0 existe).
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Exercice 1.5

Pour montrer que § est une semi-distance il faut vérifier que

(i) Siz =y alors 6(z,y) =0.

)

(ii) o(x,y) =d(y, ), Yo,y € E.

(iii) 6(x,2) < 0(z,y) +0(y,2), Va,y,2 € E.
)

(i) Montrons que 6 = > | §; et 6 = maxi<i<n d; sont des semi-distances. Pour § = > | §;
on a
(i) C’est évident.
(ii) C’est evident aussi.
(iii) On écrit

Pour ¢ = maxi<i<, §; on a

(i) Evident.

(ii) Evident.

(ili) Pourun j=1,--- ,non a

§'(x,z) = max 6;(z, z) = §;(x, 2)

1<i<n (
< iz, y) +05(y, 2)
<
< max 0i(z,y) + max 4;(y, 2).

(ii) On a
(i) Sia’ =4 alors a(z') = a(y’) dou ¢'(2/,y") = 0.
(ii) d(a(z), a(y")) = d(ay), a(z)) caréest une semi-distance.
(iii) On écrit

(a(2), aly") +d(aly), a(¥))
(o y") + (), 7).

Exercice 1.6

(i) Montrons que d est une distance sur E.
(a) d(z,y) = 0 <= = =y est évident.
(b) d(z,y) = d(y, z) est évident.

(c) Sid(z,z) =0 c’est ok. Sinon x # z et on ne peut pas a la fois avoir x = y et y = 2.
D’ou 'un des deux nombres d(z,y) ou d(y, z) est égal a 1 et on a le résultat.
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(ii) Par définition B(x,r) ={y € E : d(z,y) <r}.Sir €]0,1]ona B(x,r) = {z}.Sir > 1 on
a B(x,r) = E. On se souvient (voir la Remarque 1.1.8) que les ouverts sont exactement
les réunion de boules ouvertes. Par suite n’importe quelle partie de E est un ouvert (et
idem pour les fermés).

Exercice 1.7

(i) Il s’agit ici de montrer que ANCgpA = A\A°. Siz € A\A° alors x € A et comme z ¢ A°,
toute boule centrée en x rencontre CgA. D’ou 2 € CgA. Dotz € AN CgA.
Réciproquement si € ANCEA alors x € A et toute boule centrée en x rencontre CrA.
Dot x ¢ A°. D’ou x € A\ A°.

(ii) II vient immédiatement A = [0,1], A° = (. Maintenant comme A = A\A° il vient
A = A = [0,1]. Aussi 94 = A\(A)° et donc 94 = [0,1]\]0,1[= {0,1}. Finalement
OA° = A°\(A°)° = A° = ).

Exercice 1.8

Soit € AN B, il faut montrer que toute boule centrée en z contient un point de A N B.
Puisque x € A et que A est ouvert il existe une boule centrée en x entierement contenue dans
A et comme z € B elle rencontre B. On prend alors ce point.

Pour le contre-exemple on peut prendre : A = Q et B = R\Q. Il vient ANB =QNR = Q.
Mais ANB =0 et donc ANB = 0.

Exercice 1.9

On va utiliser le fait que deux distances sont topologiquement équivalentes si elles définissent
les mémes fermés (car alors les ouverts sont les mémes). Montrons tout d’abord que si F' est
un fermé au sens d; alors F' est fermé au sens dy. Pour cela on va utiliser les suites. Soit
(xn) C F tel que x,, — x € E au sens do, il faut montrer que x € F. Mais par hypotheése on a
alors que x,, — = au sens d; et comme F' est un fermé de E on a que x € F. On conclut par
I'unicité de la limite. Les roles de dq et dy étant symétrique cela termine la preuve.

Cet exercice montre qu’il est suffisant de montrer que
T, — 2 au sens dp si et seulement si x,, — x au sens dy

pour prouver que di et ds sont topologiquement équivalentes. Clairement la réciproque est
vraie car la notion de convergence de suite ne dépend que de la notion d’ouvert.

Exercice 1.10
(i) I convient principalement de vérifier (les deux autres propriétés sont immédiates) que
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Mais
‘1 1’_‘1 1 1 1‘
Tz T Yy Yy =z
1 1 1 1
<l
T Yy y oz

=d(z,y) + d(y, 2).

(ii) Puisque la convergence des suites défini la topologie (voir I'Exercice 1.9) il suffit de
vérifier que
T, — x au sens d si et seulement si x,, — x au sens dy.

Il est clair que =, — x au sens d implique que =, — x au sens dy car, comme |z|, |z,| < 1,

Tn

1 1‘_‘@“

Tn T

> |z — xp].
Ty
Réciproquement si x, — x au sens dy alors, pour n € N assez grand (x,,) reste bornée
loin de zéro, disons que x, > 5 pour n € N assez grand et il vient alors que

1 1 2
———’\—2]:):—3@”\.
T, xl "z

(iii) Supposons, par ’absurde, qu’'une telle distance D existe. On considére alors la suite des

couples (2—, 4—) 0, 1] pour n > 1. Comme d et dy sont topologiquement équivalentes
n’ 4n

sur R et que do(5-,0) — 0 on a que D(5,0) — 0. De méme D(4-,0) — 0. Maintenant,

en utilisant I'inégalité triangulaire,

1 1 1 1
D(—, —) < D(—.,0) + D(—,0).
(2n’4n) (2n )+ (4n )
. 1 1 1 1 . ..
Comme, par hypothese, D(Q—, 4—) = d(z—, 4—) = 2n on obtient alors une contradiction.
n’ 4n n’ 4n

Exercice 1.11

On rappelle que B C A est un ouvert de (A, d) si et seulement si B=0ONAou0O CFE
est un ouvert de £. On voit que si A C E est un ouvert alors tout ouvert de de (A4,d) est
aussi un ouvert de (F,d). En revanche si A C E n’est pas un ouvert de F alors cela n’est pas
vrai. Comme contre exemple considérons : A = [0,1[ et B = [0, 1[. B est un ouvert de A car

B=]- %, %[OA mais B n’est pas un ouvert dans R.

Exercice 1.12

(i) Ona f'(x) =a2P~! —y. Don f/(2) =0 =z = (y)ﬁ Posons T = (y)ﬁ il vient

P 1
f(@) = ~yr1 + L -yt
p q
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Oou encore 1 1
f(@)=-y?+ —y! —y?=0.
p q

Puisque Z est un minimum global on a donc f(x) > f(z),Vx > 0.

C’est évident par la définition de f.

Pour tout i =1,--- ,nona
|ai] |bi] L faif L [bil?
< = —
< .
(Zn |a,’p)11>(zn ‘b’q)fll p Z?:l ’a’i‘p q Z?:l |b7«|q
i=1 1% i=1 19
En sommant sur ¢ =1,--- ,n il vient

2 iy lail [bil
1 1

1
(X \a¢|p> (Y, |bi|q) i P g

On dérive alors I'inégalité de Holder,

n n 1 n 1
Sa < (S ) (S ur)’

On a

n

n n
Dolai+bil? = lai + billa; + 0[P~ <Y (la] + [bil)|a; + biP"
=1

i=1 =1
Mais par Holder

1

S laillas + 5Pt < (S fad?) (3 Jos + bioD)
i=1 i=1 1=1

et n n 1 n 1
> lbillas + bl < (30 I0al?) " (3 Jas + i)
i=1 i=1 i=1

Puisque

q(p—l):p%l(p—l):p

on en déduit que

n " . . o l
; la; + b;|P < [(; |az‘]P>" + (; |b¢\p)1’] (;‘ai +bi‘p>‘1_

Finalement puisque

on obtient le résultat.



Chapitre 2

Série 2

2.1 Enoncés des exercices

Exercice 2.1 Soit (E,|.||) un espace normé sur R.

(i) Montrer que la distance d associée a ||.|| vérifie :
Ve,y,t € E, dlx +t,y+t) =d(z,y),
Vae,y € B, € R, d(Ax, \y) = |\ d(z,y).
(i1) Montrer (si E n’est pas réduit & un point) que quelle que soit la distance d',

d =min{1,d'} est une distance qui ne découle pas d’une norme.

Corrigé

Exercice 2.2 Soit (E,N) un espace vectoriel normé.
(i) Soit F' un sous-espace vectoriel de E. Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de E.
(ii) Soit F' un sous-espace vectoriel de E d’intérieur non vide. Montrer que F = E.

Corrigé

Exercice 2.3 (i) Montrer que dans tout espace métrique on a : Vx € E, Vr >0, B(x,r) C
B'(z,r) ( B'(z,r) désigne la boule fermée de centre x et de rayon r).

(i) Montrer 1’égalité B(x,r) = B'(z,r) dans tout espace normé.

(iii) On considére R? muni de la distance ds. Soit E = ({0} x [0,1]) U ([0,1] x {0}). On
munit E de la distance restriction de dow 0@ E X E. Déterminer la boule ouverte de E de
centre (0,1) et de rayon 1, son adhérence ainsi que la boule fermée de E de centre (0, 1)
et de rayon 1.

(iv) Conclure.

Corrigé

Exercice 2.4 Soit E = I>(N) := {(z,) : Y i, 27 < 00}.

1= K3

7
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(i) Montrer que Uapplication E x E — R définie par (x,y) — > ;2 x;y; est bien définie et
que c’est un produit scalaire sur E.

(ii) Soit F ={x € E:x9=0}. Montrer que F est un sous espace vectoriel fermé de E.
(iii) Déterminer F*.

Corrigé

Exercice 2.5 Soit E un espace préhilbertien, F' une partie non vide de E.

(i) Montrer que F* est une sous-espace vectoriel fermé de E.
(ii) Si (F) désigne lespace vectoriel engendré par F. Montrer que (F) C (FJ-)J'.

(iii) Déterminer F' N FL dans le cas ot F' est un sous-espace vectoriel.

Corrigé

2.2 Corrigés des exercices

Exercice 2.1
(i) On a immédiatement
dlx+ty+1t)=|[(z+1) = (y+ 0l = [z —yll = d(z,y).
d(Az, My) = ||Az = Myl| = [Al |z — yl| = [A[ d(z, y).

(ii) Si l'on suppose qu'il existe une norme correspondant a cette distance (on a montré a
I’Exercice 1.3 qu'il s’agit bien d’une distance) on devrait avoir, en particulier, que

d(0, Ay) = |Ald(0, y).

Mais d(0, A\y) < 1, d(0,y) > 0 et |A\| — oo et I'on obtient une contradiction.

Exercice 2.2

(i) Tl nous faut montrer que Az + By € F, pour tout z,y € F et \, 3 € R.

Puisque = € F il existe (z,,) C F tel que x, — x. De méme il existe (y,) C F tel que
Yn — y. On a Az, + By, € F car F C E est un sous-espace vectoriel et clairement aussi
ATy + Byn — Az + By. D’ou Ax + By € F.

(ii) Supposons, par 'absurde, qu'’il existe x € E\F. Soit g € F° un point intérieur de F. Il
existe alors B(xg,2r) C F. Maintenant on peut écrire :

||z = @ol| r(z — o)

r=1x0+ (r—x9) =x0+ = o]

ce qui montre que x € F puisque zg € F, [l — @ol| r(z — o)

€ F et que F est un
ro |z — o

sous-espace vectoriel. Cette contradiction montre que I'on a bien que F' = E.
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Exercice 2.3

(i) Montrons que Vo € E, Vr > 0, B(xz,r) C B'(z,r). Siy € B(z,r) alors 3(x,) C B(z,r)
tel que z, — y. On a alors

d(z,y) < d(z,zy) + d(xn, y).

Puisque d(z, z,) < r et que d(zy,,y) — 01l vient que d(z,y) < r et donc que y € B'(z,r).

(ii) Montrons que dans un espace normé : B(x,r) = B'(x,r). Soit y € B’(x,r). On peut
supposer que ||z—y|| = r (car bien sir B(x,r) C B(z,r)). Il nous faut montrer que toute
boule ouverte centrée en y rencontre B(z,r). Soit B(y,d) une telle boule. Considérons
I’élément

y+ 5 (@ —y)
Puisque H%(a: —y)|| = g on a que y + %(a: —vy) € B(y,0). Aussi
) 4 )
e =+ =)l = i1~ o —y(1— )]
) )
=1=-lle—yll=(r—3) <r

et c’est ok.

(iii) On rappelle que doo((z1,y1), (T2,32)) = max{|x1 — xa|, |[y1 — y2|}. 11 vient alors (faire un
dessin au besoin) que B((0,1),1) = {0}x]0,1], B((0,1),1) = {0} x [0,1] et finalement
que la boule fermée de E de centre (0,1) et de rayon 1 est E.

(iv) En général on n’a pas B'(z,r) C B(x,r).

Exercice 2.4

(i) Montrons que l'application E x E — R définie par (z,y) — (2,y) := > o iy est bien
définie. On a, pour tout n € N,

izn;|$iyi| < (Zz: ) (Zyz)

Par suite, comme Y 1 ; 7 et > | y? convergent par hypothese, on a que Y &, x;y; est
absolument convergente. Donc elle converge (voir cours de L2). Par suite application
est bien définie. Clairement aussi elle est définie positive car

o0
Z z? >0
i=0

si x € E est non trivial. Les autres propriétés du produit scalaire sont évidentes. Notons
que la norme associée a ce produit scalaire est

||x!|—xfc§:(ix)

=0

D=
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Le fait que F' C E est un sous-espace vectoriel est évident. Pour montrer que F' C F est
fermé on va montrer que son complémentaire est ouvert. On a CgF' = {z € E : xg # 0}.
Soit z € CgF. Montrons que 1'on peut trouver une boule B(z,7) C CgF. On a

B(z,r)={y e E: Z(z, —yi)* < r?).
i=1

En particulier donc si y € B(z,7) on a que |29 — yo|> < r2. Puisque zy # 0 en prenant,
par exemple, r = @ on voit que yo # 0 pour tout y € B(z,r). On a donc bien montré

que CgF est un ouvert.
Par définition F- est donné par FX = {x € E: (r,y) =0,¥y € F}. On a

o0
(z,y) = zoyo + szyz

i=1

On voit si x est tel que x; # 0 pour un ¢ > 1 alors en prenant y = (0,--- ,24,-+-) € F
on a que (z,y) # 0. Remarquons aussi que (z¢,0,---,0,---) € F pour tout choix de
ro € R. Par suite on a exactement que F* = (29,0,---,0,---).

Exercice 2.5

(i)

(i)
(iii)

On rappelle que F+ = {z € E : (z,y) = 0,Vy € F}. La structure de sous-espace
vectoriel est évidente (il suffit de vérifier que Axy + Bz € FLsixy, 20 € F- N, 3 € R}
Montrons que F* est fermé, c’est a dire que Cr(F*) est ouvert. Soit x € Cg(F™t).
Montrons que I’on peut trouver une boule B(z,r) entierement contenue dans CpF*.
Puisque z € Cg(F*) il existe y € F tel que (x,7) # 0.

On peut décrire B(z,r) comme ’ensemble des points de la forme x +tz ol z € E est tel
que ||z|]| =1et out € [0,1]. Alors

(x+tz,y) = (z,y) + t{(z,y).

On a
|z, 9)| < 2]l |[yl| = [ly]| = constante.

Donc, en prenant ¢ > 0 suffisamment petit, puisque (z,y) # 0, on s’assure alors que
(x +tz,y) #0.

Cela prouve que B(z,r) C Cg(F*‘).

On vérifie facilement que (F) C (F*)L. Puisque (F1)* est fermé il vient alors que

(F) c (Fh)*~.

Soit z € FNF*. Comme x € F+ = 0 on a que {x, ) pour tout y € F. D’ol1 en particulier
en prenant y = x € F il vient que (x,z) = 0 c’est a dire que z = 0.
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Série 3

3.1 Enoncés des exercices

Exercice 3.1 Soient (E,d) et (F,0) deux espaces métriques et f : E — F une application.
Montrer que les trois assertions suivantes sont équivalentes :

i) f est continue.

it) L’tmage réciproque par f de tout fermé de F est un fermé de E.

iii) Pour tout BC F, f~Y(B)cC f~1(B).

Corrigé

Exercice 3.2 Soit (E,d) un espace métrique et f : E — R une application. On veut montrer
que f est continue sur E si et seulement si VA € R, les ensembles Fy = {x € E : f(z) < A} et
Gr={z € E: f(x) > A} sont ouverts.

(i) Montrer l’implication directe.

(ii) Montrer que l’image inverse d’un intervalle ouvert de R est un ouvert de E.

(i1i) Conclure.

Corrigé

Exercice 3.3 On considére l’espace vectoriel des suites réelles nulles a partir d’un certain
indice (dépendant de la suite). Montrer que cet espace est dense dans IP(N) pour 1 < p < oo
mais pas dans [*°(N) (I’ensemble des suites bornées muni de la norme ||z||coc = sup,, |zn|).

Corrigé

Exercice 3.4 Soit (E,d) un espace métrique et f : (E,d) — (E,d) un homéomorphisme.
Montrer qu’alors

6:(z,y) € Ex E—d(z,y) =d(f(z), f(y))
est une distance topologiquement équivalente a d.

Corrigé

81
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Exercice 3.5 Soient (F,d),(F,d) deux espaces métriques et f : E — F une application.
(i) Montrer que si f est continue le graphe G(f) de f est fermé dans E x F'.
(i) Montrer que le graphe peut étre fermé sans que f soit continue.

(i1i) En étudiant 'application g de E sur G(f) définie par g(x) = (x, f(x)), montrer que si
f est continue alors E et G(f) sont homéomorphes.

Corrigé

Exercice 3.6 Soit (E,d) un espace métrique. Montrer que d est une application uniformément
continue de £ X E dans R;..

Corrigé

Exercice 3.7 Soient (E,d) et (E',d') deux espaces métriques et f : E — E' une application
continue. On pose

dy(x,y) = d(x,y) + d'(f(x), f(v))-
(i) Justifier que dy est une distance sur E.

(it) Montrer que dy est uniformément équivalente a d si et seulement si f est uniformément
continue.

Corrigé

Exercice 3.8 Soit E = P(]0,+00[,R) l’espace vectoriel des polynémes a variable réelle et a
coefficients réels. On définit sur E une norme en posant, sip € E,

|pl| = Jnax, Ip(z)].

(i) Justifier que p — ||p|| est bien une norme.
(ii) Soit a = 0 et L, la forme linéaire de E dans R définie par Lqo(P) = p(a). Montrer que
L, est continue ssi a € [0, 1] et lorsque c’est le cas déterminer sa norme.
(iit) Soient 0 < o < 3. On définit ¢op : E — R en posant

B8
bap(p) = / p(z) da.

Trouver une condition sur a et 3 nécessaire et suffisante pour que cette forme linéaire
soit continue et lorsque c’est le cas déterminer sa norme.

Corrigé

Exercice 3.9 Soit E [’espace vectoriel des fonctions polynomes p : [0,1] — R telles que
p(0) = 0.
(i) Montrer que N : p — ||p/||oo est une norme sur E, telle que Vp € E, ||p|loc < N(p).

1
x
(i) Montrer que lapplication de E — R, L(p) = / ]& dx est bien définie et définit une
0 T
application linéaire, continue pour la norme N, de norme 1.
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(111) Soit (pn)n>1, la suite de E définie par p,(xz) = 1 — (1 — x)". Montrer que VYn > 1,
n

L) =Y+
=1

(iv) Conclure sur la continuité de L lorsque E est muni de la norme ||.||cc-

Corrigé

Exercice 3.10 On rappelle que Iy est I’ensemble des suites réelles telles que

e}

2]7, = D lanl* < 00 avee & = (zn)nz1.
n=1

On note l/2 le dual topologique de ly. Pour tout y = (yn)n>1 € l2 on définit Uapplication

00
¢y il — R, x= (:En)n>1 - anyn
n>1

(i) Montrer que ¢, est une forme linéaire continue et que ||dyll; < [|ylls,-
2

1) Montrer que » = |yl et en déduire que Uapplication ® avec @ : y € ly — B, € L.
Yyl 2 Y 2
2

est une isométrie.

Corrigé

Exercice 3.11 Soit E = C([0,1],R) muni de la norme ||f||s et F = C([0,1],R) muni de la
norme || fl]1.

(i)
(ii)
(iii)
(iv)
(v)

(vi)

1
Montrer que Uapplication v : E x E — R, u(f,g9) = / f(x)g(x)dx est bilinéaire et
0

continue.
€T
Montrer que Uapplication V : Ex E — E, V(f,g)(z) = / f(t)g(z —t)dt est bilinéaire
0
et continue.

On note V(f,g) par f * g et on Uappelle la convolution de f et g. Montrer que f * g est
commutative.

Montrer que (f,g) — f * g appartient aussi a L(F, F; F).

Soit ® : F x F — E définie par ®(f,g) = f * g. Montrer la continuité des applications
partielles

Gr:geF—fxgel et ®y:feF — fxge k.

En étudiant ®(fy, gn) avec fo(x) = ™ et gy(x) = (1 — )™ montrer que ® n'est pas
continue.

Corrigé
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3.2 Corrigés des exercices

Exercice 3.1
(i) Montrons que (i) = (ii). Clairement pour tout A C F' il vient que
J7H(CrA) = CalfH(A)].
Par suite si B C F' est fermé on a
Ce|f7'(B)] = £ (CrB).

Puisque Cr B est un ouvert et que f est continue f~*(CrB) est un ouvert. Il vient donc
que f~Y(B) est fermé. Cet argument montre aussi que (1) = (7).
(ii) Montrons que (ii) = (iii). Par (ii) f~!(B) est un fermé de E. De plus il contient
F7YB). D'ou
f~L(B)  f1(B).

(iii) Montrons que (iii) = (i7). Si B C F est fermé alors, par (iii), on a directement que

f~1(B) C f~Y(B). Par suite nécessairement f~1(B) = f~1(B) et f~1(B) est fermée.

Exercice 3.2

(i) Supposons que f soit continue et montrons que Fy, G sont ouverts. C’est évident en
fait, il suffit de remarquer que F) = f~1(] — 0o, A[) et que G\ = f~1(] — 0o, A[).

(ii) Soit JA, [ un intervalle ouvert. On a

FHOx D) = 710 = oo, ul) N FTHIA, +o0 )

qui est ouvert par hypothese et comme réunion de deux ouverts.

(iii) Tout ouvert U de R est une réunion d’une famille (] \;, p5[ ), @ € I) d’intervalles ouverts.
On a

F7HU) = Uier f 71 (N, i)

Donc f~1(U) est ouvert puisque réunion d'une famille d’ouverts.

Exercice 3.3

Pour montrer que ’espace des suites nulles a partir d’une certain indice, notons le C;, est
dense dans [P(N) il suffit de montrer que pour tout z € IP(N) et pour tout € > 0 on arrive a
trouver un élément de C'- situé a une distance inférieure & £ > 0 de 2. Mais puisque x € [P(N)
il existe N, € N tel que

Donc en prenant
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on a bien trouvé un élément de C; comme cherché car

o0
le—yllh =D |z’ <&
i=Ne+1
Maintenant soit z = (1,1,---,1,---) € L*™ Pour tout élément y € C; on a que ||z — y||loc =1

et donc C n’est pas dense dans [*°(N).

Exercice 3.4

On sait déja que ¢ et une semi-distance (voir I’Exercice 1.5) Comme 6(z,y) = 0 <=
d(f(x), fly)) = 0 <= f(x) = f(y) < = = y c’est donc une distance. Pour prouver que
d et § sont topologiquement équivalentes on va utiliser le fait que deux distances dy et ds
sont topologiquement équivalentes si (E, dy) et (E,d3) ont les mémes suites convergentes (voir
I’Exercice 1.9).

Soit z, — z dans (F,d) (i.e. d(xy, ) — 0) alors, par continuité de f, f(z,) — f(z) dans
(E,d). Autrement dit 6(x,,x) = d(f(zn), f(z)) — 0. Réciproquement si (x,,x) — 0 ie.
f(x,) — f(x) dans (E,d) on a, par continuité de f~!, x, — = dans (FE,d).

Exercice 3.5

On rappelle que G(f) = {(z, f(z)) : x € E}.

(i) Pour montrer que G(f) est fermé considérons une suite ((xn,yn)) C G(f) telle que

(Tn,Yn) — (z,y). Il nous faut montrer que (z,y) € G(f) c’est a dire que y = f(x). Mais
xn, — x et donc, par continuité de f, y, = f(z,) — f(z). Douy = f(z).

(ii) 11 suffit de considérer la fonction
Lsiz£0
f(‘”)_{ Osiz=0

Clairement f n’est pas continue et pourtant, puisque

G(f) - {(x7y) Y = 1} U {(070)}

on a que G(f) est fermé. En effet {(x,y) : zy = 1} est I'image réciproque de 1 par
Papplication (x,y) — zy qui est continue.

(iii) Clairement g(E) = G(f). De plus g est continue car ses deux composantes le sont.
Maintenant ¢g~! existe, c’est la projection sur la premiere composante p;. Comme p; :
G(f) — E est continue il vient que g~! est continue. C’est donc un homéomorphisme.
Par suite E et G(f) sont homéomorphes.

Exercice 3.6

On choisit sur £ x E la distance dgx g donnée par

dExE ((567 Y), (xlv y/)) = max{d(z, :U,)v d(y, y,)}'



36 CHAPITRE 3. SERIE 3

On sait, par la Définition 1.6.2, que ce choix particulier n’aura pas d’influence sur le résultat.
Il nous faut montrer que Ve > 0 il existe d > 0 tel que

dExE<(a:,y), (x’,y’)) <d = ‘d(a:,y) —d(2',y)| <e.

On a
d(LU, y) - d(xl’ y/) < d(l‘, .73‘/) + d(’rlv y) - d(‘/l"/u y/)
< d(z,2") +d(@' ) +d(y',y) — ', y)
= d(l’, wl) + d(yla Z/) < szXE((wv y)a (x/’ y,))

De méme on a que
d(x,a yl) - d(.f, y) < d(xla I’) + d(i% y,) < 2dE><E((x7 y)7 (I’l, y/))

et 'on conclut.

Exercice 3.7

(i) On vérifie que df(z,y) = 0 = d(x,y) = 0 = x = y. L’inégalité triangulaire est
évidente.

(ii) On sait par le cours que d et dy sont uniformément équivalentes si et seulement si
i:(E,d) — (E,dy) est uniformément continue ainsi que son inverse (voir la Définition 3.3.4).

Montrons tout d’abord que si f est uniformément continue alors d et dy sont uni-
formément équivalentes. Montrer que ¢ est uniformément continue revient a montrer
que

Ve >0, Ja > 0 tel que d(z,y) < a = df(z,y) < e.

Mais, f étant uniformément continue, Ve > 0, Ja > 0 tel que

d(z,y) < a = g

On peut aussi supposer, sans perte de généralité, que o < §. D’otr
d(z,y) < a = dy¢(z,y) <e.
Aussi on a trivialement que
Ve > 0,3a > 0 tel que df(z,y) < a = d(x,y) <€

pour o = ¢ et donc linverse de i : (E,d) — (E,dy) est uniformément continue.
Réciproquement montrons que si f n’est pas uniformément continue alors d et dy ne sont
pas uniformément équivalentes. Par hypothese il existe alors € > 0 et ( (T, yn)) CExE

tels que
d(xn,yn) — 0 mais d'(f(zn), f(yn)) = e

Par suite il existe € > 0 et (zp,yn) C E x E tels que
d(xm yn) — 0 et df(xnayn) = €.

D’ou d et dy ne sont pas uniformément équivalentes.
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Exercice 3.8

(i)
(i)

(iii)

Puisque p = 0 sur [0, 1] alors p = 0 sur [0, +o0 (en effet un polynéme qui a une infinité de
zéro est identiquement nul). Les autres propriétés définissant une norme sont évidentes.

Supposons que a € [0,1]. On a

< —
Ip(a)l Jnax, Ip(z)| = |pl|

et donc L, est continue. On rappelle que

[[Lal| = sup :
pEE,p#0 ||P||

Comme on a toujours que |Lq(a)| = |p(a)| < ||p|| nécessairement ||L,|| < 1. Maintenant
en prenant le polynéme po(z) = 1 il vient que [po(a)| = 1 et que ||po|| = max,¢cp 1) p(z) =
1. D’ou, par définition du supremum,

L
||La|| > ’ a(p0)| - 1.
[Ipol|
Comme on sait déja que ||Lg|| < 1 nécessairement ||L,|| = 1. Montrons maintenant

que si a ¢ [0,1] alors L, n’est pas continue. Il suffit pour cela de construire une suite
(pn) C E telle que |pp(a)| — oo et telle que (||pn||) reste bornée. Considérons pour cela
pn(x) = 2". Sur [0, 1] on a toujours max,e(o 1] [pn ()| < 1 mais |pp(a)| — oo.

Supposons que 0 < a < 8 < 1. Alors on a que

’/jp(x)dx’ < |f — a| max |P(z)| = (8 — o)l|p||.

z€[0,1]

Par suite ¢o3 est bien continue et en prenant p(x) = 1 il vient aussi directement que
pagll = B — o

Supposons maintenant que 4 > 1 et montrons que ’on peut avoir

B
/ p(z)dx — 400 avec ||p|] < 1.
(e

On reprend pour cela la famille p,(x) = ™. 1l vient

p 1
/ dr = [6n+1 . an+1]

n+1

- 1 - n nil DR n
= 2B a)(F*+ 5" a4 o)
>(ﬁ—a)ﬂ — 400 sin — 0.

n+1

Comme auparavant, ||p,|| < 1, Vn € N.
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Exercice 3.9

(i) Montrons que N est une norme.
(i) Si|[p'|loc =0 comme

plx) = p(0) + /0 (bt = /0 " byt

on a que p(z) =0, Vx € [0, 1]. Réciproquement si p =0 on a |[p/||oc = 0.
(ii) Le fait que [|(Ap)||co = || ||P]|c0 est évident.
(i) 1174+ Phlloe < Pl + [1phlloc st vident.

X
Maintenant puisque |p(z)| = ‘/ p’(t)dt‘ <IP[loos Yz € 10,1], on a que ||p[loo < N(p).
0

L(p) —/01 E /Oxp’(t)dt}dw

1 x
xr — / P (t)dt
Z Jo

est continue sur [0, 1], L(p) est bien définie. La linéarité de L est évidente. Maintenant,
d’une part

(ii) Puisque

et que

1 x
W< ||y [ vod] <k

D’ou ||L|| < 1. D’autre part, on a pour p(z) = z, L(z) = folﬁ = 1. D'ou ||L|]| > 1.
Finalement donc ||L|| = 1.

(iii) On fait le changement de variable y = 1 — 2. Il vient alors

po(@) =pn(l—y)=1-[1-(1-y]"=1-y"

D’ou

ll_yn 11_yn 1 .-
L) = [ Ty = [y [y
o 1—y o 1 0

-y

B 1 1 g =1
—[y+2y+ oy ]0—;i-

(iv) Puisque ||pn|loc =1, Vn > 1 et que |L(py)| — oo on en déduit que L n’est pas continue.

Exercice 3.10

(i) La linéarité est évidente. On a aussi

0 1 o0 1
2 2
<(2) (X)) =l
n=1

n=1

0y(@)] = | > @t
=1

d’ot [[¢y|lyy, < [ylls,-
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(ii) Il suffit de “tester” ¢, avec x = y. Il vient

x
dy(w) => vl =lylli-
i=1

Dot [[¢ylli, = |[y[li,- En utilisant le Point (i) on conclut alors que [|gy[ly, = [|yll, et
dont ® : y € Iy — ¢, € l5 est bien une isométrie.

Exercice 3.11

(i) Il est évident de vérifier la linéarité par rapport a chacune des variables. Maintenant

1
| /0 F@)g(@)dz] < | fllsollglloc

et donc u : F x E — R est bien continue.
(ii) La preuve est identique a celle du Point (i).

(iii) En faisant le changement de variable s = z — ¢ il vient

x 0 T
/0 F (gl — tydt = / £ — 5)g(s)(—ds) = /0 f(x — $)g(s)ds.

Donc le produit de convolution est bien commutatif.

(iv) La bilinéarité est claire. Maintenant en changeant 'ordre d’intégration

/01)/Oxlf(t)g(x—t)|dt‘dx_/ol dt[/tlf(t)g(x—t)dx] —/Olf(t)[/tlg(x—t)dx}dt.

Mais . ) )
| [ ste=tiae] < [ lota—0laa < [ lotaid = lglh.
t t

Aussi

1 1
/0 f(tydt < /0 £t = || £]].

Finalement il vient
I1f *gllr < |If1 [lgllx

et donc (f,g) — f x g appartient aussi a L(F, F; F).
(v) Pour f € E fixé on a

| [ st - o] <17l [ loto — lat < gl

De méme il vient, en fixant g € F que

| /Oxf@)g(w—t)dt\ < llgllsel 11

Donc les deux applications partielles sont bien continues.
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(vi) On a

! 1
n
= doe = ——.
I frll1 /0 x"dx 1

1 0 1 1
ol = [ =aprae = [yrean = [yra=

et, en faisant le choix particulier x = 1,

T n 1 1
max / t" [1 — (z — t)} dt > / t"t"dt = .
z€[0,1] Jo 0 2n+1

Maintenant on a

q)(fnagn) (n+1)2

||fn||1||gn”1 n 2n +1

et donc ® n’est pas continue (car elle est non bornée).




Chapitre 4

Série 4

4.1 Enoncés des exercices

Exercice 4.1 Soient E un espace vectoriel normé, a € R, X une partie de E telle que
(r,y) e X?, vty = |lz—yll >«

Montrer que X est une partie compléte de E.

Corrigé

Exercice 4.2 Soit (E,|| - ||) un espace vectoriel normé. Soit (x,) une suite de Cauchy de
(E,||-]|) et soit M >0 tel que Vn € N, ||z,|| < M.

x
Montrer que la suite <—n) est une suite de Cauchy dans la boule unité fermée. En déduire,
que (E,|| -||) est complet si et seulement si la boule unité fermée est compléte.

Corrigé

Exercice 4.3 Soient (E,d) et (E',d') deux espaces métriques et f : E — E' une application
isométrique (i.e. telle que d'(f(x), f(y)) = d(x,y),V(z,y) € E x E). Montrer que l’image par
f d’une partie compléte de E est fermée dans E'.

Corrigé

Exercice 4.4 Soit (E,d) un espace métrique et A une partie de E. On suppose que toute
suite de Cauchy d’éléments de A converge dans E. Montrer que A est complet.

Corrigé

Exercice 4.5 Soit (E,d) un espace métrique. Soit (x,) une suite de Cauchy dans E, non
convergente.

(i) Montrer que pour tout x € E la suite (d(z,zy)) C R est convergente vers un nombre
g(x) > 0.

1
(ii) Montrer que l'application x — ﬁ est continue de E dans R.
g(x

91
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1
(iii) Montrer que l'application x — (—) n’est pas bornée.
gz
Corrigé

Exercice 4.6 Soit (E,d) un espace vectoriel métrique. Pour toute partie non vide A C E et
pour tout point x € E& on définit la distance de x a A par

A) = inf .
d(z, A) = inf d(z, 2)

(i) Montrer que x € A si et seulement si d(z, A) = 0.
(i) En supposant que x € E et y € E montrer que

d(w, A) < d(z, ) + d(y, A).

En déduire que x € E — d(x, A) est Lipchitzienne de constante 1 sur E.

Corrigé

Exercice 4.7 Soit f :]0,+o00[— R une application continue et telle que, pour tout > 0
lim,, o f(nz) = 0. Le but de Uexercice est de montrer que limg_, 4~ f(x) = 0.

(i) Soit € > 0. On introduit pour chaque n € N*
Fole) = {2 > 0 tel que ¥p > n, | f(pa)| < ).

Montrer qu’il existe N € N et 0 < a < b tels que ]a,b[C Fn(¢).
(ii) Conclure.

Corrigé

Exercice 4.8 Montrer qu’un espace métrique E est complet si et seulement si toute suite
(un)n dans E telle que d(up, un+1) < 27", n € N converge.

Corrigé

Exercice 4.9 Soit E un espace vectoriel normé. Montrer que les énoncés suivants sont équivalents.
1) E est complet.
2) Tout série normalement convergente dans E est convergente.
Corrigé

4.2 Corrigés des exercices

Exercice 4.1

Soit (u,) C E une suite de Cauchy, alors pour n,m € N assez grand on a
Q
[ — uml| < 5

2

D’ott nécessairement (u,) C E est constante a partir d'un certain indice. D’ou (u,) C E
converge.
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Exercice 4.2

Soit (zy,) C (E,||-||) une suite de Cauchy telle que ||z,|| < M. On sait que Ve > 0,3ng € N
telle que
||Zn, — Tm|| < eM, Vn,m = ny.

Donc il vient immédiatement que Ve > 0, Ing € N tel que

Hfin _Zm ’ <e
M M
et donc la suite (%) est bien de Cauchy dans la boule unité fermée.

Si (E,|| - ]|) est complet alors B(0,1) est complete (car elle est fermée). Si B(0,1) est
complete montrons que (E, || - ||) est complet. Soit (z,) C (E,|| -||) une suite de Cauchy, on
sait que toute suite de Cauchy est bornée et donc par ce qui précede il existe M > 0 telle que

Tn, —
(M) est de Cauchy dans B(0,1).

Donc, par hypothese, elle converge dans B(0,1), c’est & dire que pour un y € B(0,1) on a

Mn — y. Maintenant il est facile de voir que =, — My € E.

Exercice 4.3

Soit A C F une partie compléte. Pour montrer que f(A) C E’ est fermée il faut montrer
que pour toute suite (y,) C f(A) telle que y, — y il existe Iz € A tel que f(z) = y. Puisque
(yn) C f(A), I(xy,) C A tel que f(zy) = yn. Maintenant (y,) C A est de Cauchy (puisqu’elle
converge) et f est une isométrie. Par suite (z,) C A est aussi de Cauchy. Donc, puisque A est
complet, x,, — = € A. Finalement, par la continuité de f (évidente car f est une isométrie),
il vient que f(x,) — f(z). Par I'unicité de la limite on déduit que y = f(x).

Exercice 4.4

Soit (x,) C A une suite de Cauchy. Il nous faut montrer que (x,) converge dans A. Par
définition de A, pour tout n € N fixé, il existe y, € A tel que d(zy,yn) < % Montrons que
(yn) C A est de Cauchy. On peut écrire, Yn,m € N

|yn_ym| <|yn_$n+xn_$m+$m_ym|< |yn_33n|+‘l'n_l'm|+’$m_ym’

On a |y, — xn| — 0 et |2y — ym| — 0 par construction. Aussi |z, — x| — 0 car (z,,) est de
Cauchy. Par suite (y,,) C A est bien une suite de Cauchy et donc, par hypothese, on a y,, — y.
Montrons que z, — y. On a

[y — Zn| = |y — Yn + Yn — Tu| <Y — Ym| + |Yn — Tl

Avec |y — yn| — 0 car y, — y et |y, — x,| — 0 par construction. D’ou z,, — y et comme
(yn) C A il vient que y € A.
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Exercice 4.5

(i) On va montrer que (d(z,zy)) C R est de Cauchy. On a
d(z,zy) < d(x,zm) + d(Tm, ).

D’ou
d(z,xy) — d(x, ) < d(XTm, Tn)

et en échangeant le role de n et m on a globalement
d(x,zy) — d(z, xm)| < d(Tn, Tm).

Par suite (d(x,z,)) est bien de Cauchy et donc elle converge vers un g(z) € R. Main-
tenant si g(z) = 0 alors d(z,z,) — 0, c’est a dire que z,, — z et donc que (z,) est
convergente contrairement a I’hypotheése. Donc g(z) > 0.

(ii) Puisque g(x) # 0, Vo € E il suffit de montrer que x — g(x) est continue. Soit (y,,) C E
tel que y,, — y. Montrons qu’alors g(ym,) — ¢g(y). On peut écrire, pour tout n,m € N,

d(@n, Ym) — d(@n, y)| < d(Y, Ym)-
En posant a la limite n — oo, pour m € N fixé il vient

19(Ym) — 9(y)| < d(Y, Ym)-

En passant a la limite m — oo il vient alors, puisque d(y, ym) — 0, que g(ym) — 9(y).

(iii) Dire que ﬁ est bornée c’est dire que
Ja > 0 tel que g(y) > «a, Vy € E.

Mais puisque (z,,) C E est une suite de Cauchy,

a

dng € N tel que d(xy,, Tn) < 5 Vn > ng.

En prenant y = z,, on a d(y,r,) — g(y) d’ott nécessairement g(y) < § ce qui est une
contradiction.

Exercice 4.6

(i) Six € A il existe (z,) C A tel que d(xp,z) — A. D’on 0 < d(z, A) < d(x,z,) — 0 et
donc d(x, A) = 0. Inversément si d(z,A) = 0, 3(z,) C A tel que d(z,z,) — 0. D’ou
z € A

(ii) On peut écrire pour tout z € A,
d(z,2) < d(z,y) + d(y, 2).

Il existe (z,) C A tel que d(y, z,) — d(y, A) et on a clairement que d(z, z,) > d(x, A),
pour tout n € N. D’ot
d(z,a) < d(z,y) +d(y, A).
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Il vient alors que

d(z,A) —d(y, A) < d(x,y).

En échangeant les roles de = et y il vient que

c’est & dire que  — d(x, A) est lipchitzienne de constante 1.

Exercice 4.7

(i) Montrons tout d’abord que chaque F,(¢) est fermé. On a
Fo(e) = Mpzn{z : | f(pz)| < €}
Comme = — f(px) est continue alors chacun des ensembles, pour p > n fixé,
{z:|f(pz)| <€}

est fermé et donc F,(g) est fermé. Maintenant, Vz > 0, lim, o f(nxz) = 0 et donc il
existe ng € N tel que Vn > ng, |f(nz)| < €. Par suite z € F,,(¢). Il vient donc que

10, +00= Uy Fu(2).
Par suite, en appliquant le Corollaire 4.3.7 du Lemme de Baire, il vient que
AN € N tel que Fy(g)° # 0.
Par suite IN € N et |a, b[C]0, oo[ tel que |a,b[C Fn(e), c’est a dire que
Vz €la,b], Vp = N, |f(px)| < e.

(ii) L’idée est ici de montrer que les intervalles |(n — 1)a, (n — 1b], Jna, nb| se chevauchent
pour n € N assez grand. On recouvre alors toute la droite pour x > 0 assez grand. Pour
cela il suffit de montrer que (n — 1)b > na pour n € N assez grand. On a (n — 1)b >
na <= n > 2. Par suite, pour M = [;2-]+ 1 on a que |f(z)| < ¢, Vz > Ma. D'ou

: b+a
limg 400 f(z) = 0.

Exercice 4.8

Montrons 'implication directe. Pour cela il convient de montrer que les suites (u,) C E
telles que d(up, upt1) < 27" sont de Cauchy. On peut écrire, pour tout m > n,

d(umy un) < d(uma um—l) + -+ d(un—i-ly un)

1 1 1
Sggtomat o To
1 1 1
:27 1+§+"'+W

1
<

2n—1
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et donc (uy,) C E est bien de Cauchy.

Montrons maintenant I'implication inverse. Pour cela on considere une suite de Cauchy et
on montre qu’elle converge. On va utiliser le fait qu'une suite de Cauchy qui contient une sous-
suite convergente est convergente. Montrons donc que si (u,) C E est une suite de Cauchy
on peut trouver une sous-suite, notée (un,) telle que d(un,,,u,, ) < 27k, Soit n; € N telle
que d(up, uq) < % si p,q < n1. On définit par récurrence ng1q comme le plus petit des entiers

k-+1)

strictement plus grand que n; € N tel que d(up,uy) < 2 si p,q = ng+1, la sous-suite

ainsi construite répond a la question.

Exercice 4.9

L’implication directe a déja été vu au cours, voir le Théoreme 4.4.3. Montrons I'implication
inverse. Soit (z,) C E une suite de Cauchy. D’apres la correction de I’Exercice 4.8 il existe
une sous-suite telle que |[zn,,, — Zn,|| < 27, Vk > 1. On vérifie facilement que la série de
terme général zx = zy,,, — Ty, est normalement convergente, donc convergente. On note z sa
somme. Mais

Ty =21 = (Tny — Ty_y) + @y — Tnyey) +oF (22— 21) = o1+ 2p2 4+ 21— 2

D’ou x,, — z + x1. Puisque (z,,) C E est convergente on en déduit que (x,) elle méme
converge et donc que E est complet.



Chapitre 5

Série 5

5.1 Enoncés des exercices

Exercice 5.1 Soit (E,d) un espace métrique et A C E. Montrer que (A,d) est compact si et
seulement si ¥ (O;)ier telle que A C UierO; ou les O; sont des ouverts de E il existe Iy C I
finie telle que A C Ui, O;.

Corrigé

Exercice 5.2 Soit (E,d) un espace métrique. Soit (x,) C E une suite qui converge vers un
x € E. Montrer que l’ensemble A = {z,, : n € N} U {x} et un compact de E.

Corrigé
Exercice 5.3 Soit K une partie compacte non vide d’un espace métrique (E,d).
(i) Montrer que Vx € E,Jy € K tel que

d(z,y) = zléllf(d(x7z) =d(z, K).

(ii) Soit U une partie ouverte de E contenant K. Montrer qu’il existe r > 0 tel que Vo € E

on a limplication
dz,K)<r=z¢eU

(indication : raisonner par l’absurde).

Corrigé

Exercice 5.4 Soit f : R — R une fonction continue telle que f(x) > 0,Vx € R.

(i) Montrer que 3o > 0 tel que f(z) > a, Ya € [0,1].

(ii) Est-ce encore le cas six € R ?

Corrigé

97
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Exercice 5.5 Soit (E,d) un espace métrique, (F,d) un espace métrique compact.

(i) Montrer que si le graphe de f est fermé dans E x F muni de la distance produit alors f
est continue de (E,d) dans (F,0).

(i) Considérer la situation (E,d) = (R,|-1]), (F,0) = (R,|-|) et f: E — F définie par
fx) =1 siz#0 et f(0) =0 et discuter la nécessité de I’hypothése que (F,6) soit un

x
espace métrique compact.

Corrigé

Exercice 5.6 Montrer que tout les e.v.n de dimension finie sont complets (on admet que
(R,|-]) est complet).

Corrigé

Exercice 5.7 Soit (E, < -,- >) un espace de Hilbert. Soit F' C E un sous espace fermé distinct
de E. On admettra qu’il existe v € E tel que ||x|| =1 et d(z, F) =1 (ici || - || et d sont la
norme et la distance associées ¢ < -, > ).

(i) Montrer que si E est de dimension infinie alors on peut construire une suite (z,) de E
telle

que ||z, — || = 1,Vn #m € N.

(i) En déduire que si la boule unité fermée de (E, < -,- >) est compacte alors nécessairement
FE est de dimension finie.

Corrigé

5.2 Corrigés des exercices

Exercice 5.1

Soit (O;)icr tel que A C U;crO;. Alors
A= < User Oz) NA= Ui€I<Oi N A)

ot les O; N A sont des ouverts de A. Maintenant comme (A, d) est compact il existe Iy C I tel
que

A = Ui, (0N A)
et donc A C U;c10;.

Réciproquement si A = U;c;O; ou les O; sont des ouverts de A alors O; est de la forme
U; N A ou U; est un ouvert de E. On écrit alors

A= UieI(Ui N A) = (UiEIUi) NA.
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D’ou
A C UierU;

et alors, par hypothese,
AC Uz’eIOUi-

Finalement il vient que
A= (Uielo Ui) N A= Uer, (Ui N A) = Uier,Oi

et donc on a bien que (A, d) est compact.

Exercice 5.2

Soit (U;)ier un recouvrement ouvert de A. Il existe jo € I tel que x € Uj,. Or Uj, est
ouvert et x, — z. Il existe donc un indice ng € N tel que Vn > ng, x,, € Uj,. Soit U;, tel que

xy, € U;, pour k < ng. On peut écrire C' C Uj, U [Ukéno U; } On a donc réussi a extraire un

sous-recouvrement fini.

Exercice 5.3

(i) Soit (yn) C K telle que d(z,y,) — d(x, K). Puisque K C E est compacte on peut
extraire une sous-suite (yp, ) de (yn) telle que yp, — y. Maintenant par continuité de la
distance, voir I’Exercice 3.6, il vient que d(z,yy,,) — d(z,y). D’ou d(z,y) = d(z, K).

(ii) Supposons par contradiction que cela ne soit pas le cas. Alors 3(z,) C E et I(r,) C R
avec r,, — 0 tels que d(zy, K) < 1 et z, € U. Considérons une suite (y,) C K telle que
d(xn, yn) = d(zn, K). Cette suite existe par (i). Aussi, puisque K C E est compact il
existe (yn,) C K telle que yp, — y. Il vient alors que

Il vient donc que z,, — y € K C U. Puisque U est un ouvert il existe une boule ouverte
centrée en y et contenue dans U. Il vient donc que z,, C U pour n; € N assez grand.
Ce qui est une contradiction.

Exercice 5.4

i) On va montrer directement ce résultat. Soit (x,,) C [0, 1] telle que f(zn) — inf (o 1) f(2).
Puisque (z,,) C [0,1] est compact, il existe (zy,) C [0,1] telle que z,, — x¢ pour un
ro € [0,1]. Par continuité de f on a f(zn,) — f(zo) et donc f(xo) = inf,ecp1) f(2).
Comme f(zg) > 0 on a que inf,cp ) f(z) > 0 et en posant o = f(x¢) il vient que
f(z) > o, Y € [0,1].

1
ii) Sur R cela n’est plus forcément vrai. Pour voir cela il suffit de considérer f(x) = Tl
x
On a bien f(x) > 0, pour tout x € R mais inf,cg f(7) = limy_ f(z) = 0.
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Exercice 5.5
(i) G(f) est fermé si et seulement si
Ty — xet f(z,) —y=y= f(x).

Supposons que cela soit le cas et montrons qu’alors f est continue. Soit (z,,) C E telle
que x, — x il faut montrer que f(z,) — f(x). Mais f(x,) € F qui est compact. D’ou
f(zpn,) — y pour une sous-suite (x,,) de (x,) et puisque le graphe est fermé on a
f(@n,) = f().

Supposons par contradiction qu'’il existe une sous-suite (z,,;) C E telle que f(xn;) #
f(x). Alors on peut en extraire une sous-suite qui converge vers f(z) ce qui est une
contradiction.

(ii) Montrons tout d’abord que le graphe est fermé. On a

G =1, 7) 2 £ 0} U{(0,0)}

Supposons qu'il existe une suite (x,,) telle que z,, — = et ﬁ — y € R. Alors nécessairement
(i) est bornée et donc x,, /4 0. D’ou i — L et G(f) est bien fermé. Mais d’autre part
si z, — 0" on a ﬁ — +o00 # f(0) c’est a dire que f n’est pas continue. L’hypothese
que (F,9) est compacte est donc nécessaire.

Exercice 5.6

Soit (E,|| - ||) un espace vectoriel normé quelconque. On note N < oo sa dimension. On a
montré dans la preuve du Théoreme 5.3.1 qu’il existe une bijection isométrique entre

RY, 1] [l0) et (B[l Ilo)-

On vérifie facilement que s’il existe une bijection isométrique entre deux espaces métriques
alors si 'un est complet I’autre 'est aussi. On sait que si un espace vectoriel normé est complet
alors il le reste si on remplace la norme par une autre norme équivalente (la complétude est une
notion uniforme). On en déduit alors successivement, puisque RY muni de la norme produit
usuelle est complet (voir la Remarque 4.1.15), que (R™, || || ) est complet puis que (F, || - ||o)
est complet et finalement que (F, || - ||) est complet.

Exercice 5.7

(i) On construit ainsi la suite : 1 quelconque avec ||z1|| = 1, x2 correspondant au choix
F = {x1}, x3 correspondant au choix F' = {xj,z2} et ainsi de suite par récurrence.
Clairement par construction, ||z, — || = 1,Vn,m € N.

(ii) C’est évident a ce point car il est équivalent de montrer qu’en dimension infinie la boule
unité fermée n’est pas compacte. Mais, par (i), on a réussi a construire une suite qui
n’admet aucune sous-suite convergente. Donc, par le Théoréme fondamental, la boule
unité fermée n’est pas compacte.



Chapitre 6

Série 6

6.1 Enoncés des exercices

Exercice 6.1 Soit (E,||-||) un espace vectoriel normé et G C E un convexe. Montrer que G
est conneze.

Corrigé

Exercice 6.2 Montrer qu’un produit fini d’espaces métriques connexes est connexe.

Corrigé

6.2 Corrigés des exercices

Exercice 6.1

Soit x,y € G. Puisque G C E est convexe on a que [z,y] :={(1—t)z+ty:t € [0,1]} C G.
Le “segment” [x,y] est I'image de [0, 1] par lapplication continue A € [0,1] — Az + (1 — \)y.
Comme [0, 1] est connexe, [z,y| l'est aussi, par la Proposition 6.1.5. Pour conclure il suffit de
remarquer que puisque G est convexe on peut écrire G = U,cq[T, z], o T € G est arbitraire
mais fixé et utiliser la Proposition 6.1.8.

Exercice 6.2

11 suffit de le montrer pour un produit de deux espaces. Soit (x1, z2) € E1 X E et (2}, z) €
E; x E,. Montrons que les composantes connexes de (z1,z2) et (2}, 2%) sont égales (ce qui
prouvera le théoreme). Notons que E; x {245} est homéomorphe & E; et donc connexe (par la
Proposition 6.4.4). De méme {21} X E3 est homéomorphe & E3 et donc connexe. Maintenant
Ey x{zh}n{z1} x By = (x1,24) # 0. Donc, par la Proposition 6.1.8, Fy x {z5}U{z1} X E2 est
connexe et il contient (z1,x2) et (), z}). Donc ces points ont la méme composante connexe.
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Troisieme partie

Devoirs
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Devoir 1

Exercice D1.1 Soit (E,d) un espace métrique et O C E. Montrer que O est ouvert si et
seulement si pour toute suite (x,,) de E qui converge vers un élément de O il existe ny € N tel
que T, € O pour tout n = ng.

Exercice D1.2 Soit f définie sur R par f(x) =z +1 six >0, f(x) =z sinon.
(i) Montrer que d définie par d(x,y) = |f(x) — f(y)| est une distance sur R.
(ii) Calculer les boules ouvertes B(0,r) pour cette distance, suivant r.

(11i) Calculer Uintérieur de [0,1[, l’adhérence de | — 1,0].

(iv) Soit A une partie de R ne contenant pas 0. Montrer que A est ouvert dans R pour la
topologie usuelle si et seulement si A est un ouvert de (R, d).

Exercice D1.3 Soit E l’ensemble des fonctions continues de [0,1] dans R.

(i) Montrer que l’application N : E — Rt définie par N(f) = fol x| f(z)| dz, est une norme
sur E telle que : Vf € E, N(f) < ||f];-

(ii) Soit (f,) la suite définie pour tout n > 1 par f,(x) = n —n’z siz < 1/n, fo(z) =0
sinon. Montrer que (f,) converge vers la fonction nulle dans (E,N). Converge-t-elle
dans (E,|| ||;) ¢ Est-ce que les distances associées sont topologiquement équivalentes ¢

(i1i) Soit a €10,1]. Soit B = {f € E : f(x) = 0Vx € [0,a]}. Montrer que les topologies
induites sont les mémes sur B pour N et || ||, et que B est fermé dans (E, || ||;). Calculer
Uintérieur de B.
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Devoir 2

Exercice D2.1 Soit H un espace préhilbertien.

(i) Montrer que l'application produit scalaire (x,y) € H x H — R est continue sur ’espace
produit H x H.

(i) En déduire que si F C H alors F* est fermé.
(i4i) Montrer que si F C H alors (F)*+ = F*.

Exercice D2.2 Soit ¢y l’espace vectoriel des suites réelles (x,,) convergentes vers 0 muni de
la norme || - ||so. Soit I' Uespace vectoriel des suites réelles (x,) telles que la série Y oo o |zn]
converge.

(i) Vérifier que I' est un sous espace de cq.

(ii) Montrer que I' est dense dans (co,|| - ||oo)-
(iii) Montrer que I* muni de la norme || - ||oo n'est pas fermé dans co.
(iv) Est-ce que les normes || - || €t || |[1 = Yoo g lzn| sont équivalentes sur 1! 2

Exercice D2.3 Soit E [’espace vectoriel des suites réelles convergentes x = (zp)nen de limite
0, muni de la norme ||x||ococ = SUP, ey |Znl-

Soit E' le dual topologique de E (i.e. l'ensemble des applications linéaires continues de
E—-R).

Soit I'(R) Uespace vectoriel des suites réelles © = (Tn)nen 0t la série > ooy |yi| est conver-
gente, muni de la norme ||y||1 = > oo |vil-

L objectif de ’exercice est de montrer que E' peut étre identifié a I'(R) au sens o il eviste
une isométrie surjective entre ces deux espaces.

(i) Pour tout y € I'(R) on définit Uapplication linéaire Ly : E — R,x — > o0 2.
a) Montrer que Ly est bien définie, que c’est un élément de E" et que ||Ly|| < ||y||1-
b) Montrer que Ve > 0, ||Ly|| > ||y|[1 — € et en déduire ||L,||.

(i) On considére Uapplication L : IY(R) — E',y — L,. Montrer que L est une application
linéaire continue qui conserve la norme (i.e. une isométrie).
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(iii) Soit T € E'. On pose e, = (0,0,..0,1,0,...) (le 1 est en n-iéme position).
a) Montrer que Yo = (zp)p>1 de E la suite dont le terme d’ordre N est Efio Ti€;
converge vers x dans E.
b) En déduire que la série de terme général x,T(ey,) est convergente et de somme T (x).
¢) Montrer que Y >, |T(en)| < oo.

(iv) Déduire de ce qui précéde que lisométrie L : I'(R) — E' est surjective.



Devoir 3

Exercice D3.1 Soient E un espace vectoriel normé, (u,) une suite de Cauchy dans E et (vy,)
la suite définie par

n € N*.

_un gy
n )

Un

Montrer que (vy,) est de Cauchy dans E.

Exercice D3.2 Soit (E,d) un espace métrique complet et U € E un ouvert non vide. Le but
de l’exercice est de montrer que I’on peut munir U d’une distance § topologiquement équivalente
a la distance induite par d sur U, telle que (U, d) soit complet.

(i) On définit application § : U x U — R par

1 1

§(x,y) = max{d(z,y), |d(:1;,E\U) ~ d(y, E\U) 3

Vérifier que § est bien définie et qu’il s’agit bien d’une distance.

(ii) Montrer que d et 6 sont topologiquement équivalentes sur U (indication : utiliser la
propriété que si d et § admettent les méme suites convergentes elles sont topologiquement
équivalentes).

(iii) Conclure.

Exercice D3.3 Soient (E,dy) et (F,ds2) deux espaces métriques. Soit f : E — F une applica-
tion continue. On suppose que l'image réciproque par [ de tout compact K de F' est compacte.
Montrer que f est alors fermée (i.e. que l'image d’un fermé par f est un fermé).

Exercice D3.4 Soit (X,d) un espace métriqgue. On munit l’espace produit X x X de la dis-
tance

d((z1,51), (22, 92)) = d(z1,22) + d(y1, y2)
(0t (z1,11) € X x X et (z2,y2) € X x X.)
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(i) Soit W un ouvert de (X x X,d) et (z,y) € W. Montrer qu’il existe v > 0 tel que si
d(z,T) <r et d(y,y) <r alors (T,7) € W.

(ii) On suppose que (X, d) est compact et que l'ouvert W contient la diagonale {(x,x) : x €
X}. Montrer qu’il existe r > 0 tel que

V(z,y) e X x X d(z,y) <r= (z,y) € W.
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