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Chapitre 1

EDP d’ordrel-Méthodes des
caractéristiques

Il existe une infinité d’équation aux dérivées partielles.Il n’existe pas une mé-
thode universelle pour résoudre toutes celles-ci.Il faut donc restreindre notre champ
d’étude.On réalisera ceci en exigeant que ’équation satisfasse certaine propriétés.par
exemple qu’elle soit linéaire.C’est ce que nous décrirons dans ce section.Nous énu-
mérerons aussi quelques-unes des équations aux dérivées partielles classiques. Beau-
coup de domaines sont fortement dépendants de la théorie des équations aux déri-
vées partielles.L’acoustique, I'aérodynamique, la dynamique des fluide, 1’élasticité,
I’électrodynamique, la géophysique, la mécanique quantique, la météorologie, I’'océa-
nographie, la physique des plasmas sont quelques-uns de ces domaines.

1.1 Dérivation des fonctions composées

Proposition 1.1. On rappelle les formules de dérivation des fonctions composées
a plusieurs variables. Par exemple dans le cas :

Exemple 1.1.
g(S,t) =f (x(s,t),y(s,t),z(s,t))

On a
0y _0for  9foy  0fo:
ds Oxds Oyds 0z0s

(1.1)
dg Ofdx _Ofdy _Of 0=

ot dx ot  Oyot 0z 0t

3
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Ce que l'on peut également noter :

gs = fxxs + fyys + fzzs

gt = f:cxt + fyyt + fzzt

1.1.1 Deérivées partielles d’ordre supérieure

Proposition 1.2. Les dérivées d’ordre deux sont les dérivées premieres de fonctions
qui sont elle-mémes dérivées partielles premiéres d’une fonction. Et ainsi de suite
pour les dérivées d’ordre supérieur.

Pf 0 (0f

%‘%(%)
Pf 0 [of
axay_a_x(a_y)

o’f  of
oxdy  Oydx

Si les dérivées partielles d’ordre 2 sont continues

Exemple 1.2.

De méme on a

Proposition 1.3.

1.2 Concepts de base et définitions

Définition 1.1 (EDP). Une équation auz dérivées partielles ou EDP, est une rela-
tion farsant intervenir une fonction inconnue u de R™ dans R ,les variables xq, xs, ...,

Ou  Ou u _d%u 0"Mu

Ox1? Oxg? """ a_z%’ Ox10xa’ """ Oz
ou ou  *u  Du o"Mu

U S B B2 DD’ D =0
T T X1 T10T2 Ty,

L’équation (1.3) est considérée dans domaine Q de R".

Les solutions de l’équation aux dérivées partielles (1.3) sont les fonctions qui
vérifient cette équation dans 2.

ses dérivées partielles, ( > Elle s’écrit de facon géné-

rale :

F (xl,xz, Ly (1.3)

Exemple 1.3.
Pu  Pu
ox2 Oy
Les fonctions u(x,y) = (z+y)? et u(z,y) = sin(x—y) sont toutes deuz des solutions
de (1.4).

(1.4)
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Définition 1.2 (L’ordre d’'une EDP). L’ordre d’une équation auz dérivées partielles
est ['ordre de la dérivée partielle d’ordre le plus élevé intervenant dans [’équation.

ou\” ou\’
— — | =1 1.5
(&) + (&) &
— L’équation (1.4) est d’ordre 2.
— L’équation (1.5) est d’ordre 1.

Exemple 1.4.

Définition 1.3. En mathématiques, un probléme est dit bien posé s’il a une solu-
tion et si cette solution est unique.

1.2.1 Equation aux dérivée partielle linéaire

Définition 1.4. Une équation auzr dérivées partielles est linéaire par rapport a la
fonction u et a toutes ses dérivées partielles. On peut écrire sous la forme :

L(u) = f (1.6)
L : lopérateur aux dérivées partielles associé a une EDP.

Exemple 1.5.
— L’équation (1.4) est linéaire homogeéne.

Définition 1.5. Une équation aux dérivées partielles homogéne est :
L(u) =0

Théoréme 1.1.

1. Siu est solution de (1.6) et v solution de l’équation homogéne.alors u+v est
solution de (1.6)

2. Siuy est solution de L(u) = f1 et uy est solution de L(u) = fy alors uy + ug
est solution de L(u) = f1 + fa

1. Comme : L(u) = f et L(v) = 0.
Donc : L(u 4 v) = L(u) + L(v) = f car la linéarité de L.
Alors : u + v est solution de (1.6)
2. Nous savons que L(uj) = fi et que L(ug) = fo.
Par conséquent L(uy + us) = L(uy) + L(ug) = f1 + fo.
Nous avons donc que u; + us est solution de L(u) = f + fo.

Théoréme 1.2. La solution générale d’une équation différentielle linéaire d’ordre n
dépend linéairement de n fonctions arbitraires.
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Exemple 1.6. Considérons par exemple, I’équation linéaire homogéne

Pu
oxdy

En intégrant par rapport a y,on obtient :

8u_

%—f@)

En intégrant ensuite par rapport a x,et en notant F' est une primitive de la fonction
arbitraire f, on obtient :

u(z,y) = F(z) + h(y)

Les fonctions F' et h sont deuz fonctions quelconques.

1.2.2 Equation aux dérivée partielle quasi-linéaire

Définition 1.6. Une équation aux dérivées partielles quasi-linéaire est linéaire par
rapport auz dériwées partielles d’ordre le plus élevé de la fonction w.

Définition 1.7. On dit qu’une équation aux dérivées partielles du premier ordre est
quasi-linéaire si elle est de la forme :

S e )2 = st w) (1.7
: Ox;

ot
*u(x) est la fonction inconnue de x.
* fi(z,u) et s(x,u) sont des fonctions connues de x et de u

Exemple 1.7.

wQ% + yu(z, y)g—Z =z (1.8)

1.2.3 Equation aux dérivée partielle Non-linéaire

Définition 1.8. On dit qu’une équation aux dérivées partielles est complétement
non linéaire si elle dépend non linéairement de ses termes d’ordre le plus élevé.

H(z,v(z),v,(z)) = 0,Vz € IR" (1.9)

Nous allons résoudre cette équation par la méthode des caractéristiques, en la
réecrivantcomme

H(z,v(z),p) = 0;p = v.(z),Vx € R",p € R".
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: OH . A .
Si H, # 0, par exemple oo # 0, on peut, en invoquant le théoréme des fonctions
implicites, tirer p, de I’équation, ou de maniére équivalente se ramener au cas ou

gTH vaut identiquement 1. Identifiant z,, au temps on peut alors réécrire (1.9) sous
la forme

v + f[(%,tw,vg) =0,

Exemple 1.8. L’équation (1.5)

1.2.4 Les conditions aux limites

Définition 1.9.

2. On appelle condition de Dirichlet une condition ot on impose la valeur de
la fonction recherchée sur le bord 0S). Une probléme du premuier type est
un probléme ou tout le bord est soumis a des conditions de Dirichlet.

1. On appelle condition de Neumann une condition ot on impose la valeur de
la dériwée normale de la fonction recherchée sur le bord 0S2. Un probléme du
deuxiéme type est un probléme ot tout le bord est soumis a des conditions
de Neumann.

1i. On appelle condition de Fourier-Robin une condition ou on impose une
relation entre la valeur de la dérivée normale de la fonction recherchée et sa
valeur sur le bord 0f).

1.3 Equation aux dérivées partielles du premier ordre

On s’intéresse maintenant & la résolution d’une équation aux dérivées partielles
quasi-linéaire du premier ordre :

f(x,y, U(:E,y))g—z +9(z,y, U(:my))g—z = h(z,y,u(z,y)) (1.10)

1.3.1 Solution générale

Une solution u de (1.10) peut étre vue comme une fonction associant a un point
(z,y) du plan une altitude z = u(z, y) ,et étre interprétée comme une surface de R3.
On choisit alors de rechercher les solutions de (1.10) sous forme implicite, i.e. des
fonctions ¢ définissant implicitement u comme solution de (1.10) :

o(x,y, z) = Constante <= z = u(x, y)

. . . . . 9,
D’aprés le Théoréme des fonctions implicites (A.1) , en tout point ou 8_80 +
2
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dp O
Ju or du oy
v _ _ Oz ¢ = 1.11
ox 8_<ﬂ ¢ oy 5_90 (1.11)
0z 0z
u est alors solution de (1.10) si :
gl ) 5 + 9o u(e ) 55+ oyl 52 =0 (112
@ est donc une intégrale premiére du systéeme
dx _ dy _ dz (1.13)

fxy.2)  g(z,y,2)  h(z,y,2)
Le systéme (1.13) est appelé systéme caractéristique de (1.10). Ceci nous
améne donc au théoréme suivant :

Théoréme 1.3. Les solutions de (1.10) sont les intégrales premiéres du systéme
caractéristique (1.13). Si ¢ et ¢ sont deux intégrales premiéres indépendantes et
F une fonction de deuzx variables non constante, alors les solutions s’écrivent sous
forme implicite :

F(o(x,y,u(z,y)), o(x,y,u(z,y))) = Constante (1.14)

Exemple 1.9. Soit a résoudre :

0 0
2y - U)a—z +ylu— -’E)a—Z = (z =y
Le systéme caractéristique est : (u(z,y) = 2)
dx dy dz

z(y—2) ylz—z) =2(r-—y)

Les intégrales premieres sont données par :

(,y,2) — ¢(z,y,2) = r+y+z

(z,y,2) — p(z,y,2) = Yz

Les fonctions de la forme (x,y, 2) — ¥(z,y,2) = F(o(x,y, 2), p(x,y, 2)) décrivent
l’ensemble des intégrales premiéres.
On peut donc donner les solutions u sous forme implicite :

(x,y) — F(z +y+u(z,y), zyu(x,y)) = Constante
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ou ou
1.3.2 C ticulier : f(z,y)— ) =0
as particulier : f(x y)ﬁx + g(x,y) 7y

C’est I'équation des intégrales premiéres de :
de dy
V]
Une solution est donc de la forme u = H(z,y) ou H est une intégrale premiéres de :
de dy
fog

Soit ¢ I'une de ces intégrales premiéres, on sait que toutes les autres sont de la forme
F(y) , F étant de classe C.

Théoréme 1.4. Soit :

ou ou
et -
dx dy

= (1.16)
fley) gl y)
son systéme caractéristique. Pour résoudre (1.15) on cherche une intégrale premiére
z de (1.16) toute solution de (1.15) est alors de la forme u = F[z] ot F' est de classe
Ct.

Exemple 1.10.

ou ou
——x—=0 1.17
Yo %oy (1.17)
Le systéme caractéristique de (1.17) est donné par :
dv  dy
y (1.18)
0=dz

On voit directement que (x,y,2) — ¢(z,y,2) = z est une intégrale premiére. Par
ailleurs :

1
0 = zdx + ydy = 5d(:ﬁ +9?)

Autrement dit, (z,y,2) — @(z,y,2) = 2% +y? est également une intégrale premiere.
Toutes les solutions sont donc définies implicitement sous la forme :

(z,y) — F(2® +y*, u(z,y)) = Constante

ce qui conduit a :
u(z,y) = g(z* +y?)

Les solutions sont les surfaces de révolution d’aze (O;vecz)
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1.3.3 Courbes caractéristiques

Définition 1.10. f, g, h étant trois fonctions, supposées de classe C' dans ouvert
de R?, on appelle courbes caractéristiques de [’équation auz dérivées partielles du
premier ordre

[, y,ulz, y))% +g(z,y, U(w,y))g—z = h(z,y,u(z,y)) (1.19)

les solutions de son systeme caractéristique

de _  dy _ dz
f(z,y,2)  g(z,y,2)  h(z,y,2) (1.20)

Théoréme 1.5. D’aprés la Proposition 2.6 voir [?, page 21], une infinité de
surfaces solutions passe par chaque courbe caractéristique.

Définition 1.11. On appelle pied de la caractéristique passant par le point de
coordonnées (x,y) le point d’intersection de la caractéristique et de la ligne sur
laquelle les conditions initiales sont données (en général l'aze des abscisses).

1.4 Application pour 'Equation de Transport

On donne, dans ce section, quelques résultats concernant les solution des équa-
tions de transport. On trouvera plus de détails sur les aspects mathématiques dans
un ouvrage comme (HORMONDER, 1997).

Dans ce section, on donne quelques résultats sur les solutions de transport a
coefficients constants.

Soit I'équation de transport suivante :
ou ou
— +k—=0 VteR" VzeR 1.21
ot ox (1.21)
Ou k € R une constante.
Le systéme caractéristique de ’équation de transport (1.21) est donné par :

dz=0
1.22
L ds (1.22)
ok
Aprés intégration, on obtient :
Z=0C (G
—

kt = x4+ ¢ co=kt—ux
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Donc les intégrale premiére de (1.22) sont donner par :

o(r,y,2) =2

oz, y,z) =kt —x
Alors les solution sont définie implicitement sous la forme
F(u(z,y), kt — x) = Constante

Ce qui conduit & :
u(z,y) = g(kt — z) (1.23)

ol g une fonction arbitraire.

1.5 EDP non linéaire de premier ordre

1.5.1 Enveloppes de surfaces
1.5.1.1 Enveloppes & un paramétre
On considére la famille de sphéres d’équation
F(r,y,2,) ) =2+ 1>+ (2 = A\)?=1=0

Toutes ces sphéres sont centrées sur 'axe Z au point w, de coté \. Elles sont toutes
tangentes au cylindre X de rayon 1 et d’axe zj.
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Le ¥ est 'enveloppes de surfaces S
Quand pu — A, I'y , vérifié les deux équations

Donc
F(z,y,z,\)

N\ —
Si pu— A, alors

F(z,y,2,\) =0

F(z,y,2,1) =0

(F(Qc,y,z,)\) - F(:L',y,z,u)

1
—(F(z,y,2,\) — F(z,y,z,1u) =0 quand
1

ulln/\ A— M =0
oF
&S —=0
O\
Donc I’équation de I'y sont

F(z,y,z,A\) = 0

oF _ 0

ON B

AFp

chapitre 1

L’équation de Y s’obtient en éliminant A\ entre ces deux équations. Donc :

F(z,y,2,\)
S P+ y? + (2 — )2

-
-

Définition 1.12. Soit (S)) une famille de surfaces dépendant d’un paramétre \

oF
O

Donc Ty,

Et Yest 22 +9% =1

d’équation

F(z,y,2,\) =0

On suppose que F de classe C? et

z

:I:2+y2

z

$2+y2

o'r
ON?

£0

0
1

2(z—A) =0

—_

—_
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On appelle courbe caractéristique de la surfaces S la courbe I'y si elle existe,
située sur .S, d’équation

{F(Ly,z,)\) = 0
I'y< OF
a(fﬂ,y%)\) =0

La surface 3 engendrée par les courbes I'y s’appelle 'enveloppe de la famille (S).
L’équation de X s’obtient en éliminant A entre les équations de I').

Remarque 1.1. Une famille (S\) n’a pas toujours d’enveloppe comme :

2 +yt 4=
N’ont pas d’enveloppe parce que

oF
o —1#0,Vz,y, 2, A
1.5.1.2 Enveloppes a deux paramétres

On considérons (S, de rayon 1 centrées sur le plan z = 0 au point w) , de
coordonnées © = A,y = u. Elles sont toujours tangentes au plans z = 1 et z = —1
aux points Py, et Q) , coordonnées (A, i, 1), (A, pu, —1).

R
R TI Lt S
- - .-
o Pt . " " . -
i ! *
. .
;

Donc

F(x7y7za)‘7/1') = (l‘—)\)2+(y—ﬂ)2+22—1: 0
or = 2x—-)\)= 0
i

i = 2y—p) = 0
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Définition 1.13. Soit (S ,) une famille de surfaces dépendant de deux paramétres
A, i d’équation

F(x7y327>\7lll/) = O

On suppose que F de classe C? et

O*F

ON? 70
et 92

—— 40

o
On appelle point caractéristique de (S ,) un point tq :

F(x,y,z,A\,p) = 0

0
_(xayazv)\au) = 0

o

a_/ﬁ(x’y’ Z, )\7/’L> =0

Les points caractéristiques formes 'enveloppe de la famille & deux parameétres (S, ,,).
Y son équation s’obtient en éliminant A et u entre les trois équations.

Remarque 1.2. Une famille (S\) n’a pas toujours d’enveloppe comme :

(=N +y*+22=p

N’ont pas d’enveloppe parce que

F
OF ) L 0Vey 2 ap
op
Exemple 1.11.
)\2
F<l'7y727)\):(x—)\)2+y2—|—22_zzo
S wwehm = 2N -5 =0
4
4 16
(1’—536)2—1-:1/2—%22—?:(;2 = 0
L o 2 2 4,
<:>§SC +y 4z - ?x
&y + 22 — g2
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1.5.2 EDP associé a une famille de surface de deux para-
metres
Soient z = ¢(z,y),p = — —, F(z,y,2z, A, 1) = 0 I’équation de (S,,) et
Y
oF
5 #0.

Définition 1.14. L’EDP associé & une famille (Sy,) est la relation qu’on obtient
en éliminant \, i entre les équations

([ F(z,y,2,\,pn) = 0
or or
ox p@z N
OF | OF

L oy " Yo

Exemple 1.12.

F(%y,Z’)\aﬂ):($—>\)2+(y—u)2+22—1

(=N +@y—p+22-1 = 0

2(x — \) + 2pz =0

2(y — p) +2q2 =0
:>{x—)\ = —pz
y—p = —qz

<:>z2(1—|—p2+q2):1,/\:x+zp,,u:y—|—zq

1.5.3 Facteur intégrant

Soit I’équation
A(z,y)dz + B(z,y)dy = 0 (1.24)

On appelle Facteur intégrant de (1.24) une fonction p tq

gam®=7%w3)
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A B
1.5.4 Cas particulier 8— = (9_
Jy ox

Théoréme 1.6. Soient A et B deur fonctions C! tq

04 _op
oy  Ox

T y
Soit (xo,y0) € Q et H(z,y) :/ A(u,y)du—i—/ B(xzg,v)dv

. . o Yo
Cette fonction est solution de

0A , 0B
1.5.5 Cas général — # —
oy ~ Ox

On cherche le Facteur intégrant. Soient A et B deux fonctions C!

On a
0 0

a_y(“A) = 5, (WB)

S’écrit aussi
ou 0A 0B

Blo) g — Alwo) e = nle.)5 — 5)

Donc
)

Hie) = [ plup) A ydu+ [ o) Blao.o)de

Zo Yo

(méme preuve)

1.5.6 Recherche pratique de facteur intégrant

Soit

o ol 0A OB
B ——A — = —_— -
(2,9)5, — Alz,y) 9 pu(z, y)( o o)
Soit U une intégrale premiére dépendance de p du systéme caractéristique suivant :
de —dy du
B(z,y) A(z,y) JA OB

M(%y)(a—y - %)

avec U(z,y) =k
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Exemple 1.13. Résoudre (x + y)dz + dy =0

On remarque

0A
dy

On cherche un facteur intégrant p solution de

E%(,u(x, Y)(z+y)) = E%(M(xa y)1)

_17£

Le systéme caractéristique

On résoud maintenant
e"(z+y)dr +e"(1)dy =0

x Y
H(ac,y):/ e“(u+y)du—|—/ edv =k

Zo Yo

Donc
(L’intégration par partie)
e(ut+y—1); +e® =k

La solution qui passe par (0,0) est

e(r+y—1)=kouy=ke*—z+1

1.5.7 résolution de G(z,y, z, p, q) =0
oG oG 3G 8G
Ona X =30y =58 2= 50 Q o

1. On cherche une intégrale premiére H du systéme caractéristique suivant

dr  dy dz —dp —dq

P Q pP+qQ X+pZ Y+qZ
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2. Pour chaque valeur de A, on calcule p, ¢ solution de
{ G(z,y,2,p,q9) = 0
H(z,y,2,p,9) = A
3. z est fixé, on résout pour chaque A ’équation
pdx + qdy =0
Les solution sont définies implicitement ®(\, z,y, 2) = ¢(z)
4. On choisit xg, celui-ci étant fixé, on détermine ¢(2) avec (N, zg,y, 2) + ¢(2)
est solution de
4(w0,9, 2)dy — dz = 0
Alors :
F(z,y,z, A\ p) = 2\ z,y,2) + o(2) + 1
intégrale premiére de G(z,y, z,p,q) =0
4. On choisit yo, celui-ci étant fixé, on détermine ¢(z) avec ®(\, z, yo, 2) + ¢(2)
est solution de
p(x, Yo, 2)dr —dz =0
Alors :
F(z,y,z, A p) = 2\ z,y,2) + &(2) + 1
intégrale premiére de G(z,y, z,p,q) =0

Exemple 1.14. Trouvez une intégrale premiére complete de

2pg—p—q=0
e e, oG oG oG

X=—=0Y=—=0/4=—=pg,P=—=2¢—1,Q0Q=—=2zp—1
ox Jy 0z b4 dp ¢ @ dq b
1. On cherche une intégrale premiére H du systéme caractéristique suivant :
de  dy dz _ —dp —dq
zq—1 zp—1 2zpg—p—q pq ¢p
comme :
—dp  —dgq
p’q  ¢p
—dp ~ —dg
p? P
S 2
p q
In(p) = In(q) +c
donc £ =
onc = = ¢
q
Alors

H(z,y,2,p,q) =
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2. Pour chaque valeur de A, on calcule p, ¢ solution de

cpq —p —4g
p

q

= 2A* —\q¢—q
p =

¢*(A\z) =

A+1
Az

el

q:

N =N —q =

0
A=p= X\
0

Aq

0
(A+1)q
A+

z

p

3. z est fixé, on résout pour chaque A ’équation

pdx + qdy
A+1

A+1

dr +

Ai1

<~
— (Mdz+dy) =
—

Az

A +y) =

Donc ®(\, z,y,2) = A\x + y.

dy= 0

)

™ O
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4. On choisit xy = 0, celui-ci étant fixé, on détermine ¢(z) avec ®(X,0,vy,2) +
o(2) =y + o(z) = w(y, 2) est solution de

q(0,y,2z)dy —dz =0

TR
ow B
% - a(y,z) -
— aly,z) =
= ¢(z) =
= ¢(2) =

Alors :

1
F<x7y7z7>\7,u’):)\x+y__z+:u:0
q

intégrale premiére de G(x,y, z,p,q) = 0 Donc

1
z=qAr+y+p) =

Az

A
Az +y+p)
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4’. On choisit yo = 0, celui-ci étant fixé, on détermine ¢(z) avec ®(\, 2,0, z) +
Az = w(zx, z) est solution de

p(z,0,z)dr —dz =0

g—: = pa(z,z) = A

5= —alen) = d()
— a(x,2) = %
= ¢(2) = —§
= ¢(z) = >

, Az

= ¢) = A1

_ Az

= B = o

Alors : )
F(z,y,z,\ 1) :)\x+y—2()\—i1)+,u20

intégrale premiére de G(x,y,z,p,q) =0



Chapitre 2

EDP linéaires du second ordre

2.1 Equation aux dérivée partielle du second ordre

Définition 2.1. On appelle E.D.P linéaire d’ordre inférieure ou égale a 2 dans un
domaine Q C RY et d’inconnue

u: ) — R

une équation de type

5 a5 43 i) B 4 afayute) = )

ij=1 i=1
Par convention, on supposera que a;;(x) = a;;(x)

Avec A(z) = (a;j)1<ij<n la matrice N x N symétrique de coefficients devant les
termes d’ordre 2.

2.2 Classification des équations aux dérivées par-
tielles dans RR?

Définition 2.2. a, b, ¢ étant trois fonctions définies dans un ouvert de R?, et F' une
fonction définie dans un ouvert de R®, on appelle équation aux dérivées partielles
semai-linéaire du second ordre,d’inconnue u,une équation de la forme :

0?u 0%u 0%u ou Ou
o) + W)y 4 el G = F (o S 5E) 2

Remarque 2.1. Suite aur Définition 2.1 avant la matrice A est définie sous cette
forme :



alors le polynéome caractéristique de cette matrice :
det(A—N) =X — (a + )\ + ac — b
donc il y a deuz valeur propre Ay et Ay avec :

ac — b? a+c
t A Ao =
¢ At h=

)\1)()\2:

2.2.1 Equation aux dérivées partielles hyperboliques

Définition 2.3. Une équation telle que, dans un domaine € :

v (z,y) — a(z,y)c(z,y) > 0 (2.2)
est dite hyperbolique dans ce domaine.

Remarque 2.2. Dans la Définition 2.3, on dit que [’équation hyperbolique si les
valeurs propre sont non nulles et de méme signe sauf une alors :

MXA<0 = ac—0<0
et ce que donne : = b* —ac>0

Exemple 2.1 (Equation des Ondes). L’étude des vibrations d’une corde infinie, libre
de toute sollicitation, consiste a étudier les variations du déplacement transversal u
au cours du temps. On se donne la position u et la vitesse du déplacement transversal
u au temps zéro. Le modéle correspondant s’écrit :

*u  ,0%u

7~ C3m = 0 VecRWeR' (2.3)
u(z,0) = f(z) donnée
%u(l” 0) = g(x) donnée

2.2.2 Equation aux dérivées partielles paraboliques

Définition 2.4. Une équation telle que, dans un domaine € :

b*(2,y) — a(z, y)e(z,y) = 0 (2-4)
est dite parabolique dans ce domaine.

Remarque 2.3. Dans la Définition 2.4, On dit que [’équation parabolique si une
valeurs propre est nulle.

/\1></\2:0:>b2—ac:0
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Exemple 2.2 (Equation de la Chaleur). Considérons le probléme physique suivant :
on veut connaitre la température dans une barre infinie, sans apport de chaleur et
dont la température est initialement donnée. Le modéle correspondant s’écrit :

trouver u:(x,y) — u(z,y) telle que :
ou  9%u
—— — =0 Vo € RVt € RT 2.5
ot 0x? rem e (2:5)

u(z,0) = f(z) donnée

2.2.3 Equation aux dérivées partielles elliptiques

Définition 2.5. Une équation telle que, dans un domaine € :

b (z,y) — alz, y)e(z,y) <0 (2.6)
est dite elliptique dans ce domaine.

Remarque 2.4. Dans la Définition 2.5, on dit que [’équation elliptique si les
valeurs propre sont non nulles et de méme signe alors :

MXX>0 = ac—0>0
= b —ac<0 (2.7)

Exemple 2.3 (Equation de Laplace). Considérons le probleme physique suivant :
on veut connaitre la température dans un demi plan connaissant la température sur
le bord, sachant que cette température tend vers 0 en s’élotgnant de ce bord et qu’il
n’y a aucun apport de chaleur. Le modele mathématique correspondant s’écrit :

trouver u:(x,y) — u(z,y) telle que :
*u  0*u
—+75 =0 VreRVyeR" 2.8
8x2+8y2 re€R,Vy € (2.8)

u(z,0) = f(x) donnée
u(x,4+00) = 0

2.3 Systéme orthogonal

Soit fonctions {¢,(x)}, continues sur I'intervalle [a, b].
Nous dirons que {¢, ()}, est un systéme orthogonal sur [a, b] si et seulement si :

b .
[ ontaronta) ae={ G 3 7y
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2.4 La constante de séparation

17 t 4
La derniére égalité v ) _ 7 (z) = X dont le premiére membre dépend de ¢

a?y(t)  p(x)

seul et le second de x seul ,n’est possible que si les deux membres ne dépendent ni
de t ni de x i.e sont égaux a une méme constante désignons cette constante par .

2.5 Courbes caractéristiques

Définition 2.6. On appelle courbes caractéristiques de (2.1) les courbes réguliers
de R? dont une représentation paramétrique est

r=X(t),y=Y(t) (2.9)
et telles que :
(X'(1)%c(X (1), Y (1)) = 2X" ()Y ()b(X (1), Y (1)) + (Y'())*a(X (1), Y (t)) = 0 (2.10)

Théoréme 2.1. Si la fonction a n’est pas identiquement nulle, les courbes caracté-
ristiques de (2.1) sont les solutions de l’équation

d

a(x,y) (d_gy;> — 2b(x,y)g—i +c(x,y) =0 (2.11)

Théoréme 2.2. Si la fonction ¢ n’est pas identiquement nulle, les courbes caracté-
ristiques de (2.1) sont les solutions de l’équation

c(z,y) (Z—i) — 20(x, y)j—z +a(z,y) =0 (2.12)

Théoréme 2.3. Si les fonctions a et ¢ sont identiquement nulle, les courbes carac-

téristiques de (2.1) sont les droites x = Constante,y = Constante.

Soit C': x = X(t),y = Y (t) une courbe caractéristique de (2.1).
On considere un parametre t, tel que, au voisinage V;, de ¢y :

a(X(1),Y(t)) # 0

Si X’ sannulait dans V,,, alors, d’aprés la définition 2.6 d’une courbe caracté-
ristique, on devrait avoir a(X (o), Y (t9))(Y'(t0))? = 0 et donc Y'(to),ce qui entre
en contradiction avec la régularité de la courbe caractéristique. Par suite, dans un
domaine ou a ne s’annule pas on a :

X'(t) #0
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La tangente a C n’est donc pas verticale : C' peut étre assimilée a la courbe
représentative d’une fonction y' = g(z) :

{x:X@
y=g(z)=Y(t)

_dy  Y'(t)

Par suite :

") = = = 2.13
/o) =3 = 10 213
En divisant la relation (2.10) par (z.(¢))?on obtient :
dy 2 dy

On démontrer de méme les deux autres théorémes. On voit que la recherche de
caractéristiques (dans les cas non triviaux, i.e. a # 0) se raméne a la résolution

d’un probléme du second ordre en d_y L’existence de solutions réelles dépend alors
x

du signe du discriminant réduit b> — ac, qui caractérise la nature de I’équation aux
?

dérivées partielles.

Ainsi, dans le cas hyperbolique, il existe deux caractéristiques réelles, dans le cas

parabolique une caractéristique réelle et dans le cas elliptique deux caractéristiques

complexes conjuguées :

( dy b VP —ac

b —ac>0— = -4
dr a a
pour a # 0, b2—ac:O:>@:é (2.15)
dr a
d b vac — b?
P —ge<0— Y _24; V77
\ dr a a

2.5.1 L’équation hyperboliques

Etant donnée| une équation hyperbolique (2.1)y, les caractéristiques sont les
solutions de (2.15) :
dy b b — ac

Y _24
dr «a a?

Aprés intégration, on obtient les courbes caractéristiques sous forme implicite :

sz(xay)zcl ) 7’:172

ou les C; € R sont des constantes.
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Exemple 2.4. On considere ’équation :

0%u 0%u
Ve — 2= =C

0x? 0y?
ot x,y € R* et C est une constante réelle. Pour cette équation :

b — ac = 2%y?

Cette équation est donc hyperbolique en dehors des axes de coordonnées.
Les courbes caractéristiques sont les solutions de :

dy2
2 (AY\ _ 2
#(2) =

Il y a donc deux familles de courbes caractéristiques :

dy = dy x
-~ _Z et R
de y dx Y
ou ENcore :
rdr = +ydy

Ce sont donc les courbes
r? +y* = Constante

2.5.2 L’équation paraboliques

Etant donnée| une équation Parabolique (2.1)p, les caractéristiques sont les
solutions de (2.15) :

dy _b
dr  a

Aprés intégration, on obtient une courbe caractéristique sous forme implicite :

p(r,y)=C
oll C € R est une constante.
Exemple 2.5. Soit I’équation :
0*u 9*u 0%u
2 2
Z 49 — =0 2.16
¥ or? * xy@x@y Ty oy? (2.16)
On a:
b2 —ac=0



L’équation est parabolique, elle y admet une famille de courbes caractéristiques défi-

nies par :
dy 2 dy
2 2
22 —2py—2 442 =
’ (da:) Ve ™Y
C’est a dire :
dy _zy _y
de 22 «x
D’ou :
dy dx
Y o

Apres intégration, on obtient :
In(y) =ln(z) +c<—=y=Cux

Donc :
¥ _ Constante
T

2.5.3 L’équation elliptiques

Etant donnée| une équation Elliptique (2.1)g, les caractéristiques sont les so-
lutions de (2.15) :

dy b ac — b?
2924y
dex a ! a?

soient ¢ (z,y) = Constante, et ps(x,y) = Constante, une forme implicite des
courbes caractéristiques. ¢ et o sont complexes conjuguées.

Exemple 2.6. Soit [’équation suivante :

Pu 5 0%u
- i 2.17
0x? e 0y? (2.17)
Pour cette équation on a :
b2 —ac = —e*

Donc cette équation est elliptique.
Alors les courbes caractéristiques sont les solutions de :

dy ’ 2
— | +e*=0
Il y a donc deux familles de courbes caractéristiques :

I — dje®
. 1€
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O1 encore :

D’ot les courbes sont :

dy = tie*dx

y +1e” = Constante

2.6 Réduction a la forme standard du second ordre

2.6.1 Changement de variables

Proposition 2.1. Le caractere hyperbolique, parabolique, ou elliptique d’une équa-
tion aux dérivées partielles du second ordre ne dépend pas du systéme de coordonnées

choisi.

On considére le changement de variables (X (z,y),Y (z,y)) supposé tel que le

Jacobien J ne s’annule pas :

0x
ox
2
dy

)%
Orl _oxov _axor
oY Oor dy Oy Ox
Ay

(2.18)

On pose u(x,y) = u(X,Y), par dérivation composée (voir 1.1) , on obtient :

0x? 0X2 \ or
. ouoY
Y 0x?
u _ o (oxY’
oy 0X2\ oy
ey
aY 0y?
0%u 0?u 0X 0X

ozoy . 0X’ o oy

02u 0% (8X>2

T oxaY oy oy T axX a2 T ov?

0’1 OXOY | 00X | 3T (0YY’
0XoY Ox Oxr 00X 0xz2 0Y?2 \ Ox

0%u 90X oY  oudX o <8_Y>2
dy

0*u (GXG_Y 8X8_Y) 0*u 9Y Y

oxoy \ozw oy "oy oz ) Tovior oy

ou *X  Odu 9*Y

+

On peut alors écrire :

X 0x0dy + )% 0xdy
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82 0*u 82u
2’1‘[ u 82~ ~ 8u du

ol on a poseé :
ou O ou X 0u 9%Y
Flxva — 2 2 e
( "X aY) (z,9) ((9X 9z0y T Y 8x8y)
ta(z,y) 8“82X+%82_Y (z,) 8_%182X+8_ﬂ82_Y
NWEIN\ X 922 7 9y 022 X 92 | Y Oy?

et :
0X 0X 0X 0X\?
Alz,y) = a(z,y) (@) + 2b(z, y)a 6—y+0($,y) (8_y)
0X oY 0X oY 0XoY 0X oY
Ble) = e Gy g+ o) {5 G G e G

oy \? oY oY oY \?
Clo) = ato) (5 ) + 2G5 +eten) (5

On obtient alors :

B*X,Y) - AX,Y)O(X,Y) = J? (b2(x,y) - a(x,y)c(x,y))
,  [(0X0Y Y 0X\* _0X Y 9Y 0X
avec J° = ( ) ( )

aliintet ntttlibtaliiututel 2.1
ox Oy ox Oy —2 Ox Oy Ox Oy (2.19)

comme J # 0, on voit que le signe de la quantité B? — AC donnant le caractére

hyperbolique, parabolique ou elliptique est indépendant du jeu de variables retenu.

On va maintenant voir que les courbes caractéristiques permettent de définir un

changement de variable conduisant & une forme simple de 1'équation aux dérivées
partielles (forme dite standard) ou certains termes parmi A, B ou C ont été annulés.

2.6.2 Formes standard de I’équation hyperboliques

Théoréme 2.4. Soient p1(z,y) = Cy et po(x,y) = Cy les deux familles de courbes
caractéristiques d’une équation hyperbolique (2.1)4.
En posant :

{;( : 521((5:5)) et u(x,y)=u(X,Y) (2.20)
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Cette équation se met sous la forme :

o0*u ou Ou
= —, —,u,X,Y 2.21
oX0Y G(ax’ay’“’ ’ ) (2.21)
En posant ensuite :
X=X+Y SN
L EAT et AX,Y)=aX,?) (2.22)
Y=X-Y
Elle se met sous la forme :
2 2~ ~ o~ A
ou Uy (a—li a—f,@,X,Y) (2.23)
0X? 0Y? 0X oY

Ce sont les deux formes standards d’une EDP hyperbolique.

Démonstration. Si a = c =0, on a déja la premiére forme standard. Si a # 0, alors,
en injectant (2.11) dans Proposition 2.1, et en remarquant que :

Jipy
dy oz
de  Og

dy

on voit que le choix X = ¢;(x,y) conduit & annuler A(X,Y). Si besoin est, on
peut également annuler C' en posant Y = pa(xz,y) ( si c est nul, on garde Y =y ).
Pour la suite, par dérivation composée :

oi _ 0noX oaov on o
0X 0X0X 9y oX 9xX oY
ol ou0X ouoY du  ou

T =N A~ + TN~ < T =
oY 0X0Y 9y oY 99X oY
Et, de méme :
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0*u 0 {8&}

XY X oY
9 [ou ou
- 87{3_)?_5_?]
09X 9 [ou ou) oY 9 [ou Ou
- 07@_2{0_)?_0_?} 87@_?{0_)?_0_?}
- 22 | K
X loX oyl oy loxX oY
_»u %
S ooxXr o2

2.6.3 Formes standard de I’équations paraboliques

Théoréme 2.5. On pose : X = p(z,y). Si Y est une fonction indépendante de X,
alors, en posant :
u(z,y) =u(X,Y) (2.24)

(2.1)p peut s’écrire sous la forme :
0*u ou Ju -

Démonstration. On suppose a # 0. Le changement de variable X = ¢(x,y) permet
alors d’annuler A. Sachant que * — ac = 0 et b* — ac = J*(B? — AC), on voit que
I'on a automatiquement B = 0 (pour Y choisi de maniére a ce que le changement
de variables soit régulier). On se retrouve donc uniquement avec C' # 0, ce qui
correspond a la forme standard.

2.6.4 Formes standard de 1’équations elliptiques

Théoréme 2.6. En posant :

X %Y = #il9) et u(z,y) =u(X,Y) (2.26)
X —1Y = pa(z,y)
(2.1)g s’écrit aussi :
o*u  0*u Ju OJu

Si on fait le changement :
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X=X+iV _ JUPS
A et WX,Y)=aX,7) (2.28)
Y=X-1Y
(2.1)g s’écrit sous cette forme :
o*u s o Ou Ou
7Y _u (u,X,Y, @ —3) (2.29)
0XoY 0X oY
Démonstration. L’équation des caractéristiques (2.11) devient, en injectant les for-

mules de changement de variables (2.26) :

0 _ a(a(X+iY))2+2b(8(X+iY)) (a(x+m)

ox ox oy
(a(X + zy))Q
+ c| ———
dy
= A—C+2B (2.30)

ce qui implique puisque A, B et C sont des fonctions réelles :
A=C et B=0 (2.31)
2.7 Application pour les équations classiques

2.8 Exemple d’une équation a coefficients variables

Soit I’équation suivante :

0*u 0*u Lo, O Ou

el 2 COS(x)@x@y — sin (ac)(())—y2 + sm(x)8—y =0 (2.32)
On a : a(z,y) =1, b(z,y) = — cos(x) et c(x,y) = sin®(z)
Dong : V(z,y) — a(z,y)e(z,y) = cos?(x) + sin®(z) =1 > 0

Alors I’équation est hyperbolique.

2.8.1 Courbes caractéristiques

D’apres le Théoréme (2.1) On a :

dy b b2 — ac
2 vroae +1
e - cos(x)
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Donc :

dy = (—cos(z) £ 1)dx
Aprés intégration, on obtient :

C=y+sin(z)tx C € R Une constante.

Les courbes caractéristiques de cette équation sont :

o1(z,y) =y +sin(z) + x
wo(z,y) =y +sin(z) —z

2.8.2 Forme standard

Soient @1 (z,y) et po(x,y) deux familles des courbes caractéristiques d’une équa-
tion (2.32).

1ér¢ Cas : en posant

XTIy ) = (XY)
Y =y+sin(z) — 2
Alors :
0X 0X
el = 1
o cos(z) + 1 oy
et
oY Y
%—cos(a:)—l 8_3/—1

Par dérivation composée (voir 1.1) on a :

du ﬁﬁ_X+@a_Y_( ()+1)@+( ()_1)@
Oz 0X 0z " oY o Cis . ox COSLT oY
ou ou 0X OudY B ou ou (2.33)

oy 0Xoy ovoy ox oy
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Et de méme on a :

o
ox?

d%u
0y?

0*u
0xdy

ou

9 (2 2 (o 2 4 oo 1%

’u oy
OXOY Ou

70X |
0X? Ox
, ou 0*u 0X
- sm(x)a—y + (cos(z) — 1) (m% +
, ou  Ou , 0%
— sin(x) (8_)( + 8_Y) + (cos(x) + 1) 5%
0*u
0XoY

0 (ou  ou

= 5 (e o)

_ (a?aa_x+ 0%t a_y)+( 0% 0X |
0X2 0y | OXOY oy XY oy
% U oM

oxz T oy T Caxoy

0 (ou\ 0 (0Ou Ou

EAtIRACEES

(82ﬁ0_X+ o*u 8_Y)+(82ﬂ 8_X+

0X?2 0x  0X9OY Ox 0X0Y Ox
o*u 2u

0
%2 + (cos(x) — 1)8_Yu2 + 2cos(x)

- sin(:v)g—)u; + (cos(z) + 1) (

Y2 dr

+2 (cos*(z) — 1)

= (cos(z)+1)

Donc on remplacant (2.33), (2.34), (2.35) et (2.36) dans (2.32) :
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Donc la forme standard est :
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X=X+Y
Y=X-Y
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Alors on remplagant (2.38) dans (2.37) :
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2.8.3 La solution
Comme :
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Aprés intégration, on obtient :
u(X,Y)=F(X)+GY)

Donc la solution générale de 'équation (2.32) est :
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u(x,y) = F(y +sin(z) + z) + G(y + sin(z) — )

oll F' et G étant deux fonctions arbitraires.
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