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Exercice 1. Soit (E, #, ) un espace mesuré. Dans chacun des cas suivants, montrer que
Uapplication p définit une mesure positive et caractériser les ensembles de mesure nulle :

1. B:=P(E) et pour x € E fizé, n(A) = 14(x)

2. E =R, B :={Ac ZR)/A ou A dénombrable } et (A) = 0 si A est dénombrable,
wu(A) =1 sinon.

3. E=N*2="7P (N*) et p définie par p(A) = S ca + avec p(0) = 0.
Exercice 2. Soit (E, %) un espace mesurable et y: B — R, définie par

p(A)y=> m;, VAe B,

;€A

ot (x;)ien est une suite dans E et (m;)n est une suite de R.
Montrer que p est une mesure positive sur E.

Exercice 3. £ = N*, % = P (N*) et i définie par p(A) =Y e -
pour quelles valeurs de o, p est une mesure positive.

Exercice 4. (E, T, p) un espace mesuré, (F, ) un espace mesurable et f : (E, T) — (F, B)
une fonction mesurable. Montrer que lapplication puy : B — R, définie par ps(B) =
p(f~Y(B)) est une mesure sur (F, B).

Exercice 5. On définit l'application p : P(N) — [0,+00], pour tout A C N, par u(A) :=
Yonea az st A est fini, avec la convention § = +00, n(A) = +oo si A est infini, et () =0

1. Montrer que p est additive i.e. pour toute suite finie Ay, ..., A, de parties de N, deux a
deux disjointes, p(UTA;) =31 1 (A;)

2. Montrer que p n’est pas une mesure sur (N, P(N).

Exercice 6. Soient (E,F) un espace mesurable, i : F — [0,400] une application additive et
(@) = 0.
1. Montrer l’équivalence i) < i) ot :
i) p est une mesure sur (E,F).
ii) Pour toute suite (A,)y croissante d’éléments de F, (U, An) = lim, i (Ay)
2. On suppose p(E) < +00. Montrer i) < ii) < iii) < iv) ol
i) Pour toute suite décroissante (A,)y d’éléments de F, (N, An) = lim,, p(A,)
i) Pour toute suite décroissante (A,) d’éléments de F telle que N, A, = 0,lim, u (A,) =
0.

Exercice 7. Montrer que la mesure de Lebesgue est invariante par translation :
pour tout borélien B de RN, on a, pour tout a € RN :

AB +a) = \(B)
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Exercice 8. La mesure de Lebesque est invariante par symétrie :
pour tout borélien B de RN, on a :

An(=B) = An(B)
Exercice 9. Montrer que pour tout ouvert non vide Q de RY, on a Ay () > 0.

Exercice 10. La mesure de Lebesgue est homogéne :
pour tout borélien B de RY, on a : Ax(aB) = |a|NAx(B) pour tout o € R.



