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Chapitre 1

EDP d’ordrel-Méthodes des
caractéristiques

Il existe une infinité d’équation aux dérivées partielles.Il n’existe pas une mé-
thode universelle pour résoudre toutes celles-ci.Il faut donc restreindre notre champ
d’étude.On réalisera ceci en exigeant que I’équation satisfasse certaine propriétés.par
exemple qu’elle soit linéaire.C’est ce que nous décrirons dans ce section.Nous énu-
mérerons aussi quelques-unes des équations aux dérivées partielles classiques. Beau-
coup de domaines sont fortement dépendants de la théorie des équations aux déri-
vées partielles.L’acoustique, I'aérodynamique, la dynamique des fluide, ’élasticité,
I’électrodynamique, la géophysique, la mécanique quantique, la météorologie, I'océa-
nographie, la physique des plasmas sont quelques-uns de ces domaines.

1.1 Dérivation des fonctions composées

Proposition 1.1. On rappelle les formules de dérivation des fonctions composées
a plusieurs variables. Par exemple dans le cas :

Exemple 1.1.
g(S,t) = f(x(s,t),y(s,t),z(s,t))

09 _0f0r 07dy 050
ds 0Ox0ds Oyds 0z0s

On a

(1.1)
dg 0fdx _Ofdy _0f 0=

ot dx ot Oyot 0z 0t

Ce que l’on peut également noter :

gs = fxxs + fyys + fzzs

gt = fxxt + fyyt + fzzt

1.1.1 Dérivées partielles d’ordre supérieure

Proposition 1.2. Les dérivées d’ordre deux sont les dérivées premiéres de fonctions
qui sont elle-mémes dérivées partielles premiéres d’une fonction. Et ainsi de suite
pour les dérivées d’ordre supérieur.



Exemple 1.2.

De méme on a

Proposition 1.3.

0xdy B Oyox

Si les dérivées partielles d’ordre 2 sont continues

1.2 Concepts de base et définitions

Définition 1.1 (EDP). Une équation aux dérivées partielles ou EDP, est une rela-
tion faisant intervenir une fonction inconnue u de R™ dans R ,les variables x1, xa, ...,

Somrin 1 . Ju  Ou 92y 9%u oMu 24 Py
ses dérivées partielles, (8901, Dus? " 022 Durdas? "'300%)' Elle s’écrit de fagon géné-
rale :

P ou Ou u  0%u omu 0 (1.3)
T1,T2y...Tp, U = .
T Ony Oy 02 OOy’ O

L’équation (1.3) est considérée dans domaine §) de R".
Les solutions de l’équation aux dérivées partielles (1.3) sont les fonctions qui
vérifient cette équation dans 2.

Exemple 1.3.
Pu  Pu

pr (1.4)

Les fonctions u(x,y) = (x+y)? et u(z,y) = sin(x—y) sont toutes deux des solutions
de (1.4).

Définition 1.2 (L’ordre d’'une EDP). L’ordre d’une équation auz dérivées partielles
est [’ordre de la dérivée partielle d’ordre le plus €élevé intervenant dans [’équation.

)3

— L’équation (1.4) est d’ordre 2.
— L’équation (1.5) est d’ordre 1.

Exemple 1.4.

Définition 1.3. En mathématiques, un probléme est dit bien posé s’il a une solu-
tion et si cette solution est unique.



1.2.1 Equation aux dérivée partielle linéaire

Définition 1.4. Une équation aux dérivées partielles est linéaire par rapport a la
fonction u et a toutes ses dérivées partielles. On peut écrire sous la forme :

Liu) = f (L.6)
L : Uopérateur aux dérivées partielles associé a une EDP.

Définition 1.5. On dit qu’une équation aux dérivées partielles du seconde ordre est
linéaire si la dépendance par rapport a la fonction inconnue et ses dérivées partielles
est linéaire :

0%u 9%u 9%u ou
ou
+ e(z, y)a—y + f(@,y)u+g(z,y) =0 (L.7)

Exemple 1.5. Soit l’équation (1.4)

O*(au+ Bv)  9?(au+ Pv)

L(au+ pv) = 52 — o7 Vo, € R
P(au) = 9*(Bv) *(au) = 9*(Bv)
( o o )_( o oy ) e pek
0%u 0%u 0%u 0%
- (o o)+ (05 -05r)  veser

= aL(u)+ SL(v) Va,8 € R
Donc U'équation (1.4) est linéaire.

Remarque 1. L’équation du seconde ordre est dite homogéne si la fonction g est
identiquement nulle sur Q de l’équation (1.7) et s’écrit sous la forme.

9%u 0%u 0%*u ou ou
Exemple 1.6.

— L’équation (1.4) est linéaire homogéne.
Définition 1.6. Une équation aux dérivées partielles homogéne est :
L(u) =0

Théoréme 1.1.

1. Siu est solution de (1.6) et v solution de l’équation homogéne.alors u+ v est
solution de (1.6)

2. St uy est solution de L(u) = f1 et ug est solution de L(u) = fo alors uy + us
est solution de L(u) = f1 + fo



1. Comme : L(u) = f et L(v) = 0.
Donc : L(u+v) = L(u) + L(v) = f car la linéarité de L.
Alors : u + v est solution de (1.6)
2. Nous savons que L(uj) = fi et que L(ug) = fo.
Par conséquent L(u; 4+ us) = L(uy) + L(uz) = f1 + fo.
Nous avons donc que u; + us est solution de L(u) = fi + fo.

Théoréme 1.2. La solution générale d’une équation différentielle linéaire d’ordre n
dépend linéairement de n fonctions arbitraires.

Exemple 1.7. Considérons par exemple, I’équation linéaire homogéne

2
0°u _0
0y

En intégrant par rapport a y,on obtient :

ou

- = x

= ()

En intégrant ensuite par rapport a x,et en notant F' est une primitive de la fonction
arbitraire f, on obtient :

u(x,y) = F(z) + h(y)

Les fonctions F' et h sont deux fonctions quelconques.

1.2.2 Equation aux dérivée partielle quasi-linéaire

Définition 1.7. Une équation aux dérivées partielles quasi-linéaire est linéaire par
rapport auz dérivées partielles d’ordre le plus élevé de la fonction u.

Définition 1.8. On dit qu’une équation aux dérivées partielles du seconde ordre est
quasi-linéaire si elle est de la forme :

( ou Ou >82u ( ou Ou > 0%u
a x — +2b|u Y | =———

“ oz oy’ V) o2 "ox’ Oy’ 7 ) Oxdy
Ju Ou 9%u ou Ou
.= = g i 1.

ol a,b,c et F sont des fonctions définies dans un ouvert de R®.

Exemple 1.8.
, 0%u N du
oxdy  Or Y

— L’équation (?77?) est quasi-linéaire.

u

(1.10)

1.2.3 Equation aux dérivée partielle Non-linéaire

Définition 1.9. On dit qu’une équation auxr dérivées partielles est complétement
non linéaire si elle dépend non linéairement de ses termes d’ordre le plus élevé.

Exemple 1.9. L’équation (1.5)



1.2.4 Les conditions aux limites

Définition 1.10.

1. On appelle condition de Dirichlet une condition ou on impose la valeur de
la fonction recherchée sur le bord 0. Une probléme du premier type est
un probleme ou tout le bord est soumis a des conditions de Dirichlet.

1. On appelle condition de Neumann une condition ot on impose la valeur de
la dérivée normale de la fonction recherchée sur le bord 0S). Un probléme du
deuxiéme type est un probleme ou tout le bord est soumis a des conditions
de Neumann.

1i. On appelle condition de Fourier-Robin une condition ot on impose une
relation entre la valeur de la dérivée normale de la fonction recherchée et sa
valeur sur le bord Of).

1.3 Equation aux dérivées partielles du premier ordre

On s’intéresse maintenant a la résolution d’une équation aux dérivées partielles
quasi-linéaire du premier ordre :

ou ou
1.3.1 Solution générale

Une solution u de (1.11) peut étre vue comme une fonction associant & un point
(z,y) du plan une altitude z = u(z, y) ,et étre interprétée comme une surface de R3.
On choisit alors de rechercher les solutions de (1.11) sous forme implicite, i.e. des
fonctions ¢ définissant implicitement u comme solution de (1.11) :

o(x,y, z) = Constante <= z = u(x,y)

0
D’aprés le Théoréme des fonctions implicites (A.1), en tout point ou 7

0z
0:
O 9
ou_ 9z, v __ 0y 1.12
o dy ¢ Oy Oy (1.12)
0z 0z
u est alors solution de (1.11) si :
ol ) 52 + gl o y) 30+ o) 52 =0 (L13)
¢ est donc une intégrale premiére du systéeme
d d d
- YW - ® (1.14)

fzy,2)  g(z,y.2)  h(z,y,2)
Le systéme (1.14) est appelé systéme caractéristique de (1.11). Ceci nous
ameéne donc au théoréme suivant :



Théoréme 1.3. Les solutions de (1.11) sont les intégrales premiéres du systéme
caractéristique (1.14). Si ¢ et ¢ sont deux intégrales premiéres indépendantes et
F une fonction de deuz variables non constante, alors les solutions s’écrivent sous
forme implicite :

F(¢(x,y,u(z,y)), p(z,y,u(z,y))) = Constante (1.15)
Exemple 1.10. Soit a résoudre :
0 0
sy =W, +ylu )5 = (@ =y
Le systéme caractéristique est : (u(z,y) = 2)
dx dy dz

wly—z2) ylz—2z) z2z-—y)

Les intégrales premiéeres sont données par :

(z,y,2) — ¢(x,y,2) = z+y+=z

(z,y,2) — p(x,y,2) = xyz

Les fonctions de la forme (x,y, z) — ¥(x,y,2) = F(o(x,y, 2), p(x,y, z)) décrivent
I’ensemble des intégrales premiéres.
On peut donc donner les solutions u sous forme implicite :

(x,y) — F(z +y +u(z,y), zyu(x,y)) = Constante

ou ou
1.3.2 C ticulier : — — =0
as particulier : f(z, y)ﬁsc +g(x,y) oy

C’est I’équation des intégrales premiéres de :

dr dy
J g
Une solution est donc de la forme u = H(z,y) ou H est une intégrale premiéres de :
de dy
fg

Soit ¢ l'une de ces intégrales premiéres, on sait que toutes les autres sont de la forme
F(p) , F étant de classe C'.

Théoréme 1.4. Soit : 9 5
u U
- i 1.1
f(x,y)ax +9(x,y) 3y 0 (1.16)
et : J p
X Y
— 1.17
flx,y)  g(z,y) (L17)

son systéme caractéristique. Pour résoudre (1.16) on cherche une intégrale premiére
z de (1.17) toute solution de (1.16) est alors de la forme u = F|z] ot F est de classe
CH.




Exemple 1.11.
ou ou

yﬁ_x_x(‘?_y_

Le systéme caractéristique de (1.18) est donné par :

0 (1.18)

dv _ _dy
y oz (1.19)
0=dz

On wvoit directement que (x,y,z) — ¢(x,y, z) = z est une intégrale premiére. Par
ailleurs :

1
0 = zdx + ydy = §d(x2 +9?)

Autrement dit, (z,y,2) — @(z,y,2) = 2*>+y? est également une intégrale premiere.
Toutes les solutions sont donc définies implicitement sous la forme :

(z,y) — F(2* +y*, u(z,y)) = Constante
ce qui conduit a :

u(z,y) = g(z* + y°)

Les solutions sont les surfaces de révolution d’aze (O;vecz)

1.3.3 Courbes caractéristiques

Définition 1.11. f, g, h étant trois fonctions, supposées de classe C' dans ouvert
de R3, on appelle courbes caractéristiques de I'équation aux dérivées partielles du
premier ordre

f(z,y, U(ff:,y))% + g(z, y,U(%y))g—Z = h(z,y,u(z,y)) (1.20)

les solutions de son systéme caractéristique

de —_  dy _ dz
fz,y,2) -~ g(z,y, 2) N h(z,y, 2) (1.21)

Théoréme 1.5. D’apres la Proposition 2.6 , une infinité de surfaces solutions
passe par chaque courbe caractéristique.

Définition 1.12. On appelle pied de la caractéristique passant par le point de
coordonnées (x,y) le point d’intersection de la caractéristique et de la ligne sur
laquelle les conditions initiales sont données (en général l'axe des abscisses).

1.4 Application pour I’équation de Transport

On donne, dans ce section, quelques résultats concernant les solution des équa-
tions de transport. On trouvera plus de détails sur les aspects mathématiques dans
un ouvrage comme (HORMONDER, 1997).



Dans ce section, on donne quelques résultats sur les solutions de transport a
coefficients constants.
Soit I’équation de transport suivante :

ou ou
= Z RT R 1.22
o + k(‘?x 0 VteR",Vzxe (1.22)

Ou k£ € R une constante.
Le systéme caractéristique de I’équation de transport (2.32) est donné par :

dz =20
1.23
s (1.23)
ok
Aprés intégration, on obtient :
zZ=C Ch =2
—
kt =x+ ¢y co =kt —x
Donc les intégrale premiére de (2.33) sont donner par :
o(x,y,2) =2
o(r,y,z) =kt —x
Alors les solution sont définie implicitement sous la forme
F(u(z,y), kt — x) = Constante
Ce qui conduit a :
u(z,y) = g(kt — x) (1.24)

ou ¢ une fonction arbitraire.



1.5 EDP non linéaire de premier ordre

1.5.1 Enveloppes de surfaces
1.5.1.1 Enveloppes & un paramétre
On considere la famille de sphéres d’équation
F(z,y,2, ) =2+ 9>+ (z=A)*—1=0

Toutes ces sphéres sont centrées sur 'axe Z au point w), de cété A. Elles sont toutes
tangentes au cylindre X de rayon 1 et d’axe z;.

Le 3 est 'enveloppes de surfaces S).
Quand p — X, T, » vérifié les deux équations

F(z,y,z,A\) =0
F(a,y, 2 pm) =0
Donc
F(z,y,z,\) =0
1
/\—(F(:U,y,z, )‘) - F(%%%M)) =0 quand A 7& H
M

Sip— A, alors

1
}}_}H&\ E(F<I’yazv /\) - F(%?Ja%ﬂ)) =0



oF

&S —=0
o\
Donc les équations de I'y sont
{ F(z,y,z,A) = 0
OF
il - 0
O\

L’équation de ¥ s’obtient en éliminant A entre ces deux équations. Donc :

F(z,y,z,\) =0
s+ 4+ (-2 =1
OF
il — 9z —\) =
o (z=X) =0

N z = A

N z = A

Donc I'y

Et Yest 22 +9%=1.

Définition 1.13. Soit (S)) une famille de surfaces dépendant d’un parametre X
d’équation

F(z,y,2,\) =0
On suppose que F de classe C? et
O*F
ON? 70

On appelle courbe caractéristique de la surfaces Sy la courbe I'y si elle existe, située

sur Sy d’équation
F(z,y,z,\) = 0
Iy oF

EXY
La surface 3 engendrée par les courbes I'y s’appelle 'enveloppe de la famille (.Sy).
L’équation de X s’obtient en éliminant A entre les équations de I').

Remarque 2. Une famille (Sy) n’a pas toujours d’enveloppe comme :

2yt 42 =
N’ont pas d’enveloppe parce que

OF

=1
o\ # 0Vrx,y,z € R



1.5.1.2 Enveloppes a deux paramétres

On considérons (S, ,) de rayon 1 centrées sur le plan z = 0 au point wy, de
coordonnées x = A,y = u. Elles sont toujours tangentes au plans z = 1 et z = —1
aux points Py , et @5, coordonnées (A, i, 1), (A, , —1). Donc

Flz,y,z,0p) = (=X +@y—p?+22-1 =0
o = —2(x =) =0
g
o = 2y —np =0

Définition 1.14. Soit (Sy,) une famille de surfaces dépendant de deux paramétre
A et u d’équation

F(z,y,z,Ap) =0

On suppose que F de classe C? et
O*F
ON? 70

Et PR
97 7"

On appelle point caractéristique de la surfaces (S, ,) un point tq :

F(xayvza)‘vu) =0
_(:an?z’/a)‘?ﬂ) =0

i

%(x7y7za)‘7u) =0

Les points caractéristiques formes 'enveloppe de la famille & deux parameétres (S5 ,,).
> son équation s’obtient en éliminant A\ et p entre les trois équations.



Remarque 3. Une famille (S),) n'a pas toujours d’enveloppe comme :

e R T

N’ont pas d’enveloppe parce que

oF
— =—1#0r,y,z€ R
op

Exemple 1.12.

/\2
F(‘r7y727)\):(x—A)2+y2-|—22_Z:0
oF A
@ nd) = “2e-N-5 =0

4
= A\ _
3:c
16
($—§$)2+y2+22‘§x2 =0
1 4
3 <:>§x2~|—y2+z2 — §3:2
2 2 1,
Sy tz - ~z
) 3

1.5.2 EDP associé a une famille de surface de deux para-
meétres

0z 0z

Soient z = ¢(z,y),p = el By

0z
2,70

, F(x,y,2,\, u) = 0 I'équation de (Sy,,) et

Définition 1.15. L’EDP associé a une famille (Sy,) est la relation qu’on obtient
en éliminant \, ju entre les équations

F(x,y,2,A\p) = 0
a_F_|_ a_F = 0
ox p@z N
8F+ or 0
L Oy To, ~

Exemple 1.13.

F(:l:,y7z,)\,u) = ($_>\)2+(y—ﬂ)2+22—1



2(x — \) + 2pz =0
2(y — p) + 292 =0
rT—AN = —pz
=
y—p = —qz

S21+pP+@P) =L A=c+pz,p=y+qz

1.5.3 Facteur intégrant

Soit I’équation
A(z,y)dz + B(z,y)dy =0

On appelle Facteur intégrant de (1.25) une fonction u tq

0 0
a—y(uA) =5, (1B)
1.5.4 Cas particulier % = (‘3_B
Jy  Ox

Théoréme 1.6. Soient A et B deux fonctions C! tq

oA _op
oy Oz
x y
Soit (zg,yo) € Q et H(z,y) :/ A(u,y)du+/ B(xg,v)dv
xo Yo
Cette fonction est solution de
0OH 0H
A— — B— =
Jy ox 0
(Preuve : %—I; = B et %—Ix{ = A)
0A K 0B
1.5.5 Cas général — #* —
Oy ~ Ox
On cherche le Facteur intégrant. Soient A et B deux fonctions C*.
On a 5 p
—(uA) = —(uB
o (pd) = 5 (nB)
S’écrit aussi 5 5 oA OB
1 p
B ——A — = _——
(z,9)5. — Alz,y) 9 pu@, y)( oy or

(1.25)



Donc
Hizy) = [ wlwg)Awydus [l 0)Ba,v)de

xo Yo

(méme preuve).

1.5.6 Recherche pratique de facteur intégrant
Soit

o ol 0A 0B
B ——A — = —_— -
(z,y) 5 — Alz,y) o (@, y)( o o)
Soit U une intégrale premiére dépendance de p du systéme caractéristique suivant :
de  dy du
B(z,y)  Alx,y) 0A OB

M(%y)(a—y - %)

avec U(z,y) =k
Exemple 1.14. Résoudre (z + y)dx + dy =0

On remarque

0A 0B
il [
dy 7 ox 0

On cherche un facteur intégrant p solution de

Sl 0o+ ) = (). 1)

o Ou
4 , _— =

p(x,y) + (z +y) 9y~ oz
Le systéme caractéristique

@ B dy du

1 (z+y)  wlr,y)

dx =

Donc z — In(pn) = 0

& = e
On résout maintenant
e(z+y)de +e"(1)dy =0

Donc
Yy

H(x,y):/ 6“(u+y)du+/ edv =k

] Yo

(L’intégration par partie)

e(r+y—1)=kouy=ke*—x+1



1.5.7 résolution de G(z,y,2,p,q) =0

oG oG oG oG oG
On a ox’ oy’ 0z’ 3p’Q dq

1. On cherche une intégrale premiére H du systéme caractéristique suivant :

dr @ B dz —dp —dq

P Q pP+qQ X+pZ Y+qZ

2. Pour chaque valeur de A, on calcule p, ¢ solution de
G(z,y,2,p,9) = 0
H(z,y,z,p.q) = A
3. z est fixé, on résout pour chaque A I’équation
pdx + qdy = 0
Les solution sont définies implicitement
(A, .y, 2) = ¢(2)

4. On choisit zg, celui-ci étant fixé, on détermine ¢(z) avec ®(\, z,y, 2) + ¢(z)
est solution de

q(zo,y, z)dy —dz =0
Alors :
F(z,y,z,A p) = 2\, z,y,2) + ¢(2) +
intégrale premiére de G(x,y,z,p,q) =0

4’. On choisit yo, celui-ci étant fixé, on détermine ¥(z) avec ®(\, z,vy, z) + ¥(2)
est solution de
p(z, Yo, 2)dr —dz =0

Alors :
F(z,y,z, A 1) = (N, z,y,2) + () + p

intégrale premiére de G(x,y, z,p,q) = 0.

Exemple 1.15. Trouvez une intégrale premiére compléte de

z2pg—p—q=0
0G oG oG oG oG

1. On cherche une intégrale premiére H du systéme caractéristique suivant :

dr  dy dz _ —dp —dq
2q—1 2p—1 22pg—p—q p?q¢ DG




Comme :

( —dp _ —dg
P%q pg>
—d —d
o _ q
p q

Alors
p
H(x7y7z7p7 Q) = a

2. Pour chaque valeur de A, on calcule p, ¢ solution de

2pg—p—q = 0

b Y
q
p = g\
=
2PN —qgh—q = 0
P = qA
=

g(zgh—XA—1) = 0

p = qA
Y A+
7= ZA
alors
A+1 A+1
q=——~,P—=
ZA z

3. z est fixé, on résout pour chaque A I’équation

pdx + qdy =
A+1 A+1

o Ayt —
z Az

< Adx + dy =

S Aty =

Donc
O\, z,y,2) = r+y



4.

4.

On choisit o = 0, celui-ci étant fixé, on détermine ¢(z) avec (N, 0,y, 2)+¢(2)

est solution de
Q(07y7 Z)dy - dZ = 0

Soit w(y, z) = ¢(z) +y, si on a
ow

9 qa(y, )
ow
2= a2
Alors
{ 1 = qa(y,2)
P'(z) = —aly,2)
1
Oé<y72,’) = -
1 1
& ¢(z) = —a
, B ZA
<46 = T
z
o) = Ty
Alors :
2\
F(:C,y,z,)\,u) =)\x+y—m+u:0

Intégrale premiére de G(z,y, z,p,q) =0
Les surfaces correspondantes ont pour 1’équation

14+ A
292 " ()
z = (A +y+p)

On choisit yg = 0, celui-ci étant fixé, on détermine ¢(z) avec
(N, 2,0,2) + A\ = w(z, 2)

est solution de
p(z,0,z)dr —dz =0

Sion a .
g_% = pa(y,z) = A
5, = —y.2) = d)
aly,z) = %
sde) = -
s d(z) = —ALHZ
O p——




Alors :

Flz,y,2,A 1) = Ar +y — 5 Z+p=0

(A+1)
intégrale premiére de G(z,y, z,p,q) = 0.

Les surfaces correspondantes ont pour 1’équation

1+ A
2_92 (N
z e Az +y+p)



Chapitre 2

EDP linéaires du second ordre

2.1 Equation aux dérivée partielle du second ordre

Définition 2.1. On appelle E.D.P linéaire d’ordre inférieure ou égale a 2 dans un
domaine Q C RN et d’inconnue

u:d— R
une équation de type
Pu(r) Hu(x) B
> oul) et + 3 Al T+ olaula) = b

ij—1
Par convention, on supposera que a;j(x) = a;;(x)

Avec A(z) = (aij)1<ij<n la matrice N x N symétrique de coefficients devant les
termes d’ordre 2.

2.1.1 Classification des équations aux dérivées partielles dans
RQ

Définition 2.2. a,b, ¢ étant trois fonctions définies dans un ouvert de R?, et F' une
fonction définie dans un ouvert de R%, on appelle équation aux dérivées partielles
semi-linéaire du second ordre,d’inconnue u,une équation de la forme :

0%u 0%u 0%u ou Ou
TY L ob(x, y) ot e _p gu cu 2.1
a(a?,y)ax2 + 2b(, y) 920y + c(z,y) o7 (wyu o ay) (2.1)

Remarque 4. Suite aux Définition 2.1 avant la matrice A est définie sous cette

forme :
A [a(fﬂ,y) b(:v,y)}
b(x,y) clz,y)
alors le polynome caractéristique de cette matrice :

det(A— M) =\ — (a+ )\ + ac — b*
donc il y a deux valeur propre Ay et Ay avec :

ac — b? a+c

)\1)()\2: et )\1+)\2: 5

23



2.1.1.1 Equation aux dérivées partielles hyperboliques

Définition 2.3. Une équation telle que, dans un domaine §2 :

v (z,y) — a(x,y)e(z,y) > 0 (2.2)
est dite hyperbolique dans ce domaine.

Remarque 5. Dans la Définition 2.3 , On dit que ’équation hyperbolique si les
valeurs propre sont non nulles et de méme signe sauf une alors :

MXd<0 = ac—02<0
et ce que donne : => b* —ac>0

Exemple 2.1 (Equation des Ondes). L’étude des vibrations d’une corde infinie, libre
de toute sollicitation, consiste a étudier les variations du déplacement transversal u
au cours du temps. On se donne la position u et la vitesse du déplacement transversal
u au temps zéro. Le modéle correspondant s’écrit :

S~ Cas = 0 Vz € RVt € RY (2.3)
uw(z,0) = f(x) donnée
%u(l’7 O) — g(l’) dOnné@

2.1.1.2 Equation aux dérivées partielles paraboliques

Définition 2.4. Une équation telle que, dans un domaine €2 :
b (2,y) — ale,y)c(z,y) =0 (24)
est dite parabolique dans ce domaine.

Remarque 6. Dans la Définition 2.4, On dit que l’équation parabolique si une
valeurs propre est nulle.

>\1><)\2:0:>b2—ac:0
Exemple 2.2 (Equation de la Chaleur). Considérons le probléme physique suivant :

on veut connaitre la température dans une barre infinie, sans apport de chaleur et
dont la température est initialement donnée. Le modéle correspondant s’écrit :

trouver w:(x,y) — u(z,y) telle que :
ou  *u
gu_gu R,Vi € R* 2.
% 9. 0 Vr € R,Vt € (2.5)

u(z,0) = f(x) donnée



2.1.1.3 Equation aux dérivées partielles elliptiques
Définition 2.5. Une équation telle que, dans un domaine ) :

b*(z,y) — alz,y)e(z,y) <0 (26)
est dite elliptique dans ce domaine.

Remarque 7. Dans la Définition 2.5, On dit que [’équation elliptique si les valeurs
propre sont non nulles et de méme signe alors :

MXA>0 = ac—b>0
— b —ac<0 (2.7)

Exemple 2.3 (Equation de Laplace). Considérons le probléme physique suivant :
on veut connaitre la température dans un demi plan connaissant la température sur
le bord, sachant que cette température tend vers 0 en s’éloignant de ce bord et qu’il
n’y a aucun apport de chaleur. Le modéle mathématique correspondant s’écrit :

trouver u:(x,y) — u(z,y) telle que :
O*u  0%u
—+= =0 Vo € R,Vy € RY 2.8
8x2+8y2 reR,Vy € (2.8)

u(z,0) = f(x) donnée
u(xr,+00) = 0

2.2 Systéme orthogonal

Soit fonctions {¢,(x)}, continues sur I'intervalle [a, b].
Nous dirons que {¢, ()}, est un systéme orthogonal sur [a, b] si et seulement si :

/ab G (7)Pn (1) do = { 0 si o m#£n

#0 si m=n

2.3 La constante de séparation

" t 1"
La derniére égalité v (t) _f (z) = X dont le premiére membre dépend de ¢

a*p(t)  p(x)

seul et le second de x seul ,n’est possible que si les deux membres ne dépendent ni
de t ni de x i.e sont égaux a une méme constante désignons cette constante par \.

2.4 Courbes caractéristiques

Définition 2.6. On appelle courbes caractéristiques de (2.1) les courbes réguliers
de R? ,dont une représentation paramétrique est

v = X(t),y = Y (1) (2.9)
et telles que :

(X'()%e(X (1), Y (1) = 2X ()Y (£)b(X (1), Y () + (Y'(£))*a(X (1), Y (t)) = 0 (2.10)



Théoréme 2.1. Si la fonction a n’est pas identiquement nulle, les courbes caracté-
ristiques de (2.1) sont les solutions de l’équation

a(z,y) (Z—z) — 2b(x, y)g—i +c(z,y) =0 (2.11)

Théoréme 2.2. Si la fonction ¢ n’est pas identiquement nulle, les courbes caracté-
ristiques de (2.1) sont les solutions de l’équation

c(x,y) (2—5) —2b(z, y)j—z +a(z,y) =0 (2.12)

Théoréme 2.3. Si les fonctions a et ¢ sont identiquement nulle, les courbes carac-

téristiques de (2.1) sont les droites x = Constante,y = Constante.

Soit C': x = X(t),y = Y (t) une courbe caractéristique de (2.1).
On considére un parametre ¢, tel que, au voisinage V;, de ¢y :

a(X(t),Y(t)) # 0

Si X’ s’annulait dans V;,, alors, d’aprés la définition 2.6 d’une courbe caracté-
ristique, on devrait avoir a(X (ty),Y (t0))(Y'(t0))* = 0 et donc Y'(ty),ce qui entre
en contradiction avec la régularité de la courbe caractéristique. Par suite, dans un
domaine ol a ne s’annule pas on a :

X'(t) #0

La tangente a C n’est donc pas verticale : C' peut étre assimilée & la courbe
représentative d’une fonction 3y’ = g(x) :

{x:x:X(t)

y=g(z)=Y()
Par suite : p Y
/ Y t
= — = 2.1
/)= 2 = (2.13)
En divisant la relation (2.10) par (z.(¢))?0on obtient :
a(z,y) &y 2—2b(9c )@—l—c(x )=0 (2.14)
'Y d.iU Y dﬂf " Y) = .

On démontrer de méme les deux autres théorémes. On voit que la recherche de
caractéristiques (dans les cas non triviaux, i.e. a # 0) se rameéne a la résolution

d’un probléme du second ordre en d—y L’existence de solutions réelles dépend alors
x

du signe du discriminant réduit b> — ac, qui caractérise la nature de I’équation aux
dérivées partielles.

Ainsi, dans le cas hyperbolique, il existe deux caractéristiques réelles, dans le cas
parabolique une caractéristique réelle et dans le cas elliptique deux caractéristiques
complexes conjuguées :



dy b b2 — ac

> —ac>0=— = =-+
dr a a
pour  a#0, b2—ac:02>@:9 (2.15)
dr a
d b vac — b?
P —ac<0= 2 =2 4; ¥ 7
\ dr a a

2.4.0.4 L’équation hyperboliques
Etant donnée| une équation hyperbolique (2.1)y, les caractéristiques sont les
solutions de (2.15) :
d b v —
dy _ b ac

dr «a a?

Aprés intégration, on obtient les courbes caractéristiques sous forme implicite :
(Pl(lC,y):Cz ) 22172
ol les C; € R sont des constantes.

Exemple 2.4. On considere ’équation :

0%u 0u
V— —2°— =C

0x? 0y?
ot x,y € R* et C' est une constante réelle. Pour cette équation :

b — ac = z?y?

Cette équation est donc hyperbolique en dehors des axes de coordonnées.
Les courbes caractéristiques sont les solutions de :

dy2
2 (YN _ 2
o (i) -

Il y a donc deux familles de courbes caractéristiques :

dy =z ; dy x
- = e - =
de y dx Y
ou encore :
xdr = tydy

Ce sont donc les courbes

z? £+ y* = Constante



2.4.0.5 L’équation paraboliques

Etant donnée| une équation Parabolique (2.1)p, les caractéristiques sont les
solutions de (2.15) :

dy b
dr  a

Aprés intégration, on obtient une courbe caractéristique sous forme implicite :

p(r,y)=C
ou C € R est une constante.
Exemple 2.5. Soit I’équation :
0%y 0*u 0%y
2 2
— +2 — =0 2.16
T or? + xy@x@y tY Oy? (2.16)
On a:
b? —ac=0

L’équation est parabolique, elle y admet une famille de courbes caractéristiques défi-

nies par :
dy\* d
z? (_y) oy =0
x

C’est a dire :
D’ou :

Apres intégration, on obtient :
In(y) =ln(z) +c<—=y=Cux

Donc :
¥_ Constante
T

2.4.0.6 L’équation elliptiques

Etant donnée| une équation Elliptique (2.1)g, les caractéristiques sont les so-
lutions de (2.15) :

dy b . Jac—1?
Pl

solent o (z,y) = Constante, et ps(x,y) = Constante, une forme implicite des
courbes caractéristiques. ¢ et 9 sont complexes conjuguées.



Exemple 2.6. Soit [’équation suivante :
— =0 (2.17)

Pour cette équation on a :

b2 — ac = —e**

Donc cette équation est elliptique.
Alors les courbes caractéristiques sont les solutions de :

dy 2 2z
(%) +e =0

Il y a donc deux familles de courbes caractéristiques :

dy
L AN P
o e
O1u encore :
dy = tie*dx

D’ot les courbes sont :

y £ ie” = Constante

2.5 Réduction a la forme standard du second ordre

2.5.1 Changement de variables

Proposition 2.1. Le caractere hyperbolique, parabolique, ou elliptique d’une équa-
tion aux dérivées partielles du second ordre ne dépend pas du systéme de coordonnées
choisi.

On considére le changement de variables (X (z,v),Y (x,y)) supposé tel que le
Jacobien J ne s’annule pas :

9x oY
Jr Ox
Jo _OXoy oXov (2.18)
0X oy| Or dy Oy Oz
dy Iy

On pose u(z,y) = u(X,Y), par dérivation composée (voir 1.1) , on obtient :



022 oxz\ oz ) Toxovor or T ox 022 ove \or
0 %Y
oY O0x?

o0%u 0%t (8X)2 ) 0%u OX oY OudtX 0% (8Y)2

0%y 0%t (ax>2 0%u OX oY OudtX 0% (8Y)2

af ~ oxz\ay) TCoxov oy oy T ox oy T ovE\dy
gy
Y Oy?
P OTOXOX | O (0XOV  OXOVY 00V oY
Oxdy ~ 0X20x Oy 0XOY \Ox 0y Oy Oz Y2 0z Oy
N Ju *X +@ 0%Y
0X 0xdy  OY 0xdy
On peut alors écrire :
02 0%u 0%u
2u 2u 0*u ~ ou Ou
A — + 2B —_— —
<x,y>aX2+ <x,y>aX3Y+c<x,y>aYz v F(xva g gy

ol on a posé :

F(XYu ou 8u>

ou X du 9*Y
20X’ oY

= 2(z,9) (aX 0z0y | DY 0zdy
on 2X 01 O*Y
co(,y)

ou 0*°X  0u 0*Y N
0X 0y?  JY 0y?

Fa(@,y) (a_XaT T v e

et :

0X\? 0X 0X 0X\?
Alz,y) = a(r,y) (%> +25($,y)%a—y+0($7y) (8_y>

0X oY ( ){8X8Y 8X8Y} (y)axay

B = — ST L Oy Oy
(x,y) a(z,y) or O * dy Oz + ox Oy dy Oy

oY \? oY oY Yy '\?
Cley) = alo) (50 ) + 2G5 +eten) (5

On obtient alors :

B*(X,Y) - AX,Y)O(X,Y) = J? (b2(x y) — a(x,y)c(m,y))
,  (0XOY\® [0V OX 0X Y Y 0X
avec J° = ( ) + < )

= D R 2.1
ox Oy Ox Oy Ox Oy Ox Oy (2.19)



comme J # 0, on voit que le signe de la quantité “B? — AC™ donnant le caractére
hyperbolique, parabolique ou elliptique est indépendant du jeu de variables retenu.
On va maintenant voir que les courbes caractéristiques permettent de définir un
changement de variable conduisant & une forme simple de ’équation aux dérivées
partielles (forme dite standard) ou certains termes parmi A, B ou C' ont été annulés.

2.5.2 Formes standard de I’équation hyperboliques

Théoréme 2.4. Soient p1(z,y) = Cy et po(x,y) = Cy les deux familles de courbes

caractéristiques d’une équation hyperbolique (2.1)z.
En posant :

X = ¢1(z,y) e
{Y — on(z.y) et u(x,y)=u(X,Y)

Cette équation se met sous la forme :

% ou O
oxay ¢ <8_X’ a_Y’“’X’Y>

En posant ensuite :

X=X+Y N P
{ * et @X,Y)=a(X,7)

Y=X-Y
Elle se met sous la forme :

2 2 ~ o~
q?-iﬁ:H(QL@L@&Y)
0X2  0Y? ox’ oy

Ce sont les deux formes standards d’une EDP hyperbolique.

Démonstration. Si a = c¢ =0, on a déja la premiére forme standard. Si a # 0, alors,

en injectant (2.11) dans Proposition 2.1, et en remarquant que :

D1
dy _ 0w
dr %

dy

on voit que le choix X = ¢;(x,y) conduit a annuler A(X,Y’). Si besoin est, on
peut également annuler C' en posant Y = o(x,y) (si ¢ est nul, on garde Y =y ).

Pour la suite, par dérivation composée :

ou _ ouoX ouov on o
0X X 0X 9y X 9xX oY
ot ou0X oudy ou  du

—— _A_+_A_—_A__A
Y 0xX oY oy oY 9xX oY

Et, de méme :



0*u 0 {86}

0X0Y X oy
9 [ou ou
- 67{@_)?_@_?}
90X 9 [ou ou] oY 9 [ou Ou
- 87%[@_)?_8_?} TXE{Q_(T?}
- = 2D | -
X loX oyl oy loxX oY
_»u 0%
Coax2 ov?

2.5.3 Formes standard de I’équations paraboliques

Théoréme 2.5. On pose : X = p(z,y). Si Y est une fonction indépendante de X,
alors, en posant :

ulz,y) = (X, Y) (2.24)
(2.1)p peut s’écrire sous la forme :
0*u ou Ou _
o =6 (55 o m XY ) (2:25)

Démonstration. On suppose a # 0. Le changement de variable X = ¢(z,y) permet
alors d’annuler A. Sachant que b? — ac = 0 et b*> — ac = J*(B? — AC), on voit que
I'on a automatiquement B = 0 (pour Y choisi de maniére & ce que le changement
de variables soit régulier). On se retrouve donc uniquement avec C' # 0, ce qui
correspond & la forme standard.

2.5.4 Formes standard de 1’équations elliptiques

Théoréme 2.6. En posant :

X411y =
TV =e@y) ) = XY (2.26)
X —iY = pa(z,y)
(2.1)g s’écrit aussi :
?u  9*u Jdu Ou
— = XY —, — 2.2
ox2 Ty = © (“ X ay) (2.27)
St on fait le changement :
X=X+iy S o
oA et AX,Y)=a(X,7) (2.28)
Y =X—-iY

(2.1)g s’écrit sous cette forme :

2/\
ﬂ H (u,X,Y,

= (2.29)
XY

Q|
><>‘ <)
SRS
~<>‘ S
N——



Démonstration. L’équation des caractéristiques (2.11) devient, en injectant les for-
mules de changement de variables (2.26) :

0 — a(a(X+iY))2+2b(8(X+iY)) (8(X+z’Y)>

ox ox dy
(a(X + iY))2
C —_—
dy
= A-C+2iB (2.30)

ce qui implique puisque A, B et C sont des fonctions réelles :

A=C e B=0 (2.31)

2.6 Application pour les équations classiques

2.6.1 Equation de Transport

On donne, dans ce section, quelques résultats concernant les solution des équa-
tions de transport. On trouvera plus de détails sur les aspects mathématiques dans
un ouvrage comme (HORMONDER, 1997).

Dans ce section, on donne quelques résultats sur les solutions de transport a
coefficients constants.

Soit I’équation de transport suivante :
ou ou

hathed i +
BT +k8:p 0 VieR".VzeR (2.32)

Ou k£ € R une constante.
Le systéme caractéristique de I’équation de transport (2.32) est donné par :

dz =20
(2.33)
g — dx
ok
Aprés intégration, on obtient :
Z=C i =%
—
kt=x+4 ¢y co =kt —x

Donc les intégrale premiére de (2.33) sont donner par :
O(z,y,2) =2
o(x,y,z) =kt —x

Alors les solution sont définie implicitement sous la forme

F(u(z,y), kt — x) = Constante



Ce qui conduit a :
u(e,y) = glht — 2) (2:31)

ol ¢ une fonction arbitraire.

2.6.2 Equation des Ondes

L’étude des vibrations d’'une corde, d’'une membrane, des oscillations électroma-
gnétiques ... conduit a des équations hyperboliques. La plus simple est 1’équation
des ondes a une dimension (ou équation des cordes vibrantes) :

0%u 0%*u
a7 k28—y2 =0 VyeR,VrecR" (2.35)

Ou k € R* un constante.

2.6.2.1 Type de ’équation

On a:
a(z,y) = 1,b(z,y) =0 et c(z,y) = —k

Donc :
W —ac=k>>0

Alors type de I’équation est hyperbolique.

2.6.2.2 Courbes caractéristiques

D’aprés le Théoréme (2.1) Les courbes caractéristiques de cette équation sont les

solutions de : )
dy
) —k*=0 2.36
(dx) (2.36)

Donc il y a deux familles de courbes caractéristiques :

@_gi\/zﬁ—ac_i\/ﬁ_
=+ =

dr a a

+k

O encore :

dy = tk.dx

Aprés intégration, on obtient :
y=tkr+C<«= C=yFkx tel que C' € R une constante.

Alors les courbes caractéristiques sont :

o1(x,y) =y + kx
o(z,y) =y — kx

2.6.2.3 Forme standard

Soient ¢1(x,y) et pa(x,y) les deux familles de courbes caractéristiques d’une
équation (2.35).



1¢r¢ Cas : en posant
X = k
YT e ufey) = @(X,Y)
Y =y—kzx
Alors :
ox ox |
Or Oy
et
Y
o _ o _
ox dy

Par dérivation composée (voir 1.1) on obtient :

Et, de méme :

o
Ox?

Eton a:

0%u

oy?

o SOX oY (07 o)
ox 0X Or  0Y Ox 0X oY
Ou  OudX OudY Odu  Ou
dy  0X oy 9Y oy 090X oY
()
ox 0X oY
0 (ou Ou
Er (a_X - a_Y)

p |9 (ou)_ 9 (ou
0z \ 09X dx \ 9Y
p | (SuoX  Ou oYN ([ &u 0X  &udy
\0X?2 0x  OXOY Ox OYOX dx  9Y? Ox
(0% 0%t 0% 0%
b _(kaxz a kaan) a (kayax a kaw)]
0%t 0% 0%t 0%t
b (ka)ﬁ “Faxaov " Favax T kaw)
% 0% 0%t
2 oguN 52
k (8X2+6Y2> 2 5 (2.37)
o (ou, o
Oor \0X 0Y
9 (Ouy, 0 (ou
Oxr \ 0X Ox \ Y
_ (&uox | &u YN ([ &u 9X Doy
 \0X2 09y  0XOY Oy oYOX oy = 0Y?2 0y
0% %u 0%
2 .
oxz " “oxay "oy (2.38)



En remplagant (2.37) et (2.38) dans 1'équation (2.35) donc on obtient :

{kQ (3)2?2 * %) - QkQa)&;gY] K {88)2?2 * Qa)a;gy * 312/2 =0
kQ% * kQ% - %2@?;31/ - kQaajcz - QkQafng - k2§§fz =0
o~
i afcgy =0
Comme k € R* donc la forme standard s’écrit :
af;gy =0 (2.39)

2éme cas : en posant

X=X+Y SN
A=At et AX,Y)=aX,7)
Y=X-Y
Alors : R R
ox ] ox 1
ox oy
et
oY Y
e 8_ T
0X aY
Par dérivation composée on obtient :
o ouoX oudy ou  ou

0X X 0X 9y o0X 9X 9y
Et on :

on__ 0 (0i\_0 (0u 00
oXoY — Y \oX /) oY \pxX oYy

_ o (o), 0 (o
Y \pXx oY \ gy

0X20Y  9Xoy oY oYoX oY  gy20Y

o*u o )+( o*u a2a)
0X2  0XoY oYOX OY?

o)
T o o (240
En remplagant (2.40) dans (2.39) :
2~ 2
—4K? (afb - a—f‘) ~0
0X? 0Y?
Donc la forme standard est : 2r on
Lo (2.41)

0X2 Y2



2.6.2.4 La solution

Comme :
o _

0Xoy

Alors :
oxXoy oy \ox )

On intégre par rapport a Y :

ou

— — (X

v = F(X)

ou f une fonction arbitraire.
Et de méme, on intégre par rapport a X :

WX,Y) = F(X) + G(Y)

ou F' est une primitive de la fonction arbitraire f et G une fonction arbitraire.
En revenant aux variables initiales = et y; il apparait que la solution générale de
I'équation (2.35) est :

uw(x,y) = F(y + kx) + G(y — kx) k#0

ou F et G étant deux fonctions arbitraires.

2.6.3 Equation de la chaleur

L’étude de problemes de diffusion conduit & 1’équation de la chaleur

au 2 *
5 =FAutf  VkeR

En dimension 1, cette équation devient :

ou , 0%
iy i VEk € R*
: k 2 + f(z,t) ke

dont I'équation homogéne associée est :

ou 12 0*u

telle que le couple (¢, x) est dans [0, +oo[x2 ot Q est ouvert de R.

2.6.3.1 Type de ’équation

Ona:
a(x,y) = _k2
b(x,y) =0 — b —ac=0
c(r,y) =0

Donc 'équation (2.42) est parabolique.



2.6.3.2 Courbes caractéristiques

D’aprés le Théoréme (2.1) les courbes caractéristiques est la solution de cette

équation :

2
—k2(j—t) :0:>5—t:O:>dt:O car k #0
x x

Aprés intégration, on obtient :
t=C C une constante

Alors la courbe caractéristique est :

oz, t) =t

2.6.3.3 Forme standard

Soit o(z,t) la courbe caractéristique d’une équation (2.42).
Donc en posant :

{X =1 et u(t,z) =u(X,Y)
Y=z
Telle que :
ox v
ot ot 10
J(X,)Y) = :’O 1’:17&0
ox v
Jr Ox

Alors par dérivation composée (voir 1.1) on obtient :
Ou  OJudX  OJudYy  Ou
o " ox ot ovar ox
Et de méme, on a :
Ju  OJudX  oJudYy Ou
gr  OX 0z OV ox oY

Pu 9 (Ou
or: %(%)
0 (ou
- 5 (57)
’u 0X  O*u oy
OYOX 0x T 02 or

Donc :

0*u
T oo?
On remplagant (2.43) et (2.44) dans (2.42) on obtient la forme standard :
ouw 0%
ox "oy "
Donc la forme standard est :
Pu 1 ou

v k29X

(2.43)

(2.44)



2.6.4 Equation de Laplace

L’étude d’états d’équilibre conduit a des équations elliptique, dont la plus simple
est I’ équation de Laplace :

Pu  Pu

57 o =0 (2.45)

Une fonction u qui vérifie cette équation dans un ouvert {2 dite harmonique dans un

Q

2.6.4.1 Type de ’équation
Ona:a(x,y) =1, b(z,y) =0et c(x,y) = 1.

Donc :

bV —ac=—-1=4¢*

Alors I’équation est elliptique.

2.6.4.2 Courbes caractéristiques

D’aprés le Théoréme (2.1) les courbes caractéristiques de cette équation sont les

solutions de :
@ 2 +1=0 (2.46)
dx N ’

Donc il y a deux familles des courbes caractéristiques :

S
dy _ b Vb —ac
dr a a
Alors :
dy = +idx

Aprés intégration on obtient :

y=c+ir = c =y —ix Ver € R
Y=C— 1T =—> Co =Yy +1ix Ves € R

Alors les courbes caractéristiques sont :

p1(z,y) =y —ix
pa(r,y) =y +ix
2.6.4.3 Forme standard

Soient 1(z,y) et wo(z,y) les deux familles des courbes caractéristiques d’une
équation (2.45).



1¢r¢ Cas : en posant

et u(z,y) =u(X,Y
X +iY = a(a,y) ) =D

Alors : X =y et Y = x telle que

{X —iY = p1(z,y)

0.6 0X
ox _ “
ox 0 oy

et
oY oY
21 -
ox Jy 0

Par dérivation composée (voir 1.1) on obtient :

du JudX dudy ou

9r oX 0r Tovor oYy

0%u 0 [(Ou
o (ou
5 (o7)
0 ([ ou

- 5 (av)

0T 0X 0OV
— \9QYOX 9xr  OY? 0z

_(ou
— \9Y?
0%

Donc :

Et, de méme :

du  0uoX duody  Ou

9y oX oy oy ay oX

P _ 0 (o
oy2 Oy \ Oy

0 [ou
= (o)
0*u 0X o*u Y
OX2 0y | OXOY oy
0*u
= =% (2.48)
Donc en remplacant (2.47) et (2.48) dans I’équation (2.45), on obtient :
o*u  0*u
ay? " axe
Donc (2.49) est dite forme standard de ’équation (2.45)

Donc :

=0 (2.49)



2¢me Cas : en posant

)A(:X—iY:y—z'm
Y =X+iY =y+iz

Alors :
0% ox _ |
or dy
et
oy oY
%ZZ a_y:1

Par dérivation composée (voir 1.1) on obtient :

or  9xX Or gy Ox
Ou  Ou
= —1—= 11—
0X oY

(o
oY 00X

Donc :
w9 (u\_ [ (01 00
ox2  Ox \0x/) Ox oY ox
2 (oo (o
Loz \gy/) 0z \oX
o%u X 0% oY 0% 0X
= ﬁ__f—T_ - —A—+
oYoxX 0xr  py2 Ox 0X2 Ox
( 0% 0*u 0*u . 823)
= | —1—F 11— F 11— — 1—
oY o0X 0Y? 0X?2 0XoY
. vu a0
0X2 9Y?2 oY oX
Et, on a:
u _ 930X 010V
dy 0X 0y 9y Oy

=+t —=
0xX oY

(2.50)

0% oY
XY Ov

(2.51)



Donc :

0%u 0 (0Ou
9y Iy \ 9y
0 (8@ 8@)
- = = + =
9y \oxX oY
0 (@ﬁ) L0 <aa>
dy \oxX/) Oy \oy
o%u9X o oY 0%t 90X U oy
0X2 0y 09Xy 9y IYoX 9y  9Y2 0y
o’u 0% 0*u
_ Ju  ou v (2.52)
0X?2 0Y? 0XoY
Alors en remplagant (2.51) et (2.52) dans (2.45) :
0%u N Pu 0
ox2 oy
o’u  0%u 0*u u  0*u 0*u
0X?2 0Y? oY 0X 0X?2 0Y? 0XoY
o*u
4T == O
0XoY
D’ou la forme standard de ’équation de Laplace s’écrit :
2/\
AT (2.53)
0XoY
2.6.4.4 La solution
On a:
0*u B
X0y
On intégre par rapport a Y
ou N
—= =9(X)
0X
ou g une fonction arbitraire. R
Et de méme, on intégre par rapport a X :

UX,Y)=G(X)+ H(Y)

ou GG est une primitive de la fonction arbitraire g et H une fonction arbitraire.
Alors la solution générale de I’équation de Laplace (2.45) est :

u(z,y) = G(y —iz) + H(y + ix)

ou (G et H étant deux fonctions

arbitraires.



2.6.5 Exemple d’une équation a coefficients variables

Soit I’équation suivante :

0*u 0?u Lo, OPu . Ou

ek 2 cos(x) oy sin (x)a—y2 + sm(x)a—y =0 (2.54)
On a: a(z,y) =1, b(z,y) = — cos(x) et c(z,y) = sin®(z)
Donc : V(z,y) — alx,y)c(r,y) = cos?(z) + sin?(x) =1 > 0

Alors I’équation est hyperbolique.

2.6.5.1 Courbes caractéristiques

D’aprés le Théoréme (2.1) On a :

dy b b? — ac
= = —cos(a) £ 1

Donc :
dy = (— cos(x) £ 1)dx

Aprés intégration, On obtient :

C=y+sin(z)tx C' € R Une constante.

Les courbes caractéristiques de cette équation sont :

pi(z,y) =y +sin(z) +z
wa(x,y) =y +sin(z) —x

2.6.5.2 Forme standard
Soient ¢1(z,y) et po(x,y) deux familles des courbes caractéristiques d’une équa-

tion (2.54).

1ér¢ Cas : en posant

{X =y +sin(x) + et ulz,y)=u(X,Y)

Y =y +sin(z) —x

Alors : 5x
0X
— = — =1
o cos(z) + 1 ay
et
%:cos(x)—l ?9_};:1
Par dérivation composée (voir 1.1) on a :
ou Ju 0X  OudY ou ou
9r ~ X or Tovar sl + g (cosle) = Dge

ou oudX OudY Odu  Ou

3y ~ oxay Tovay ax oy (2.55)



Et de méme on a :

T Mg TS X2 9r | 0XOY ox
—sin(x)@—i-( (x) —1) Gl 8_X+@5’_Y
gy R 9XOY dr  OY? ox
o on , %% , %%
= —sin(7) <(9_X - (9_Y> (cos(z) + 1) 57 + (cos(z) — 1) 572
0%
2 —
+2 (cos®(z) — 1) SXEY (2.56)
o _ o (on on
oy2 oy \oX oY

00X | 5 VY ( 0T 0X | puov
0X? dy  0X9Y 0y 0XoY 0y  9Y? Oy
Pu  0*u 0*u
= oxz "oy T *oxoy (2:57)

S0 ()0 (5, o)

0x0y Oz \ Oy Oor \0X oY

B (8268_X+ 0*u (9_Y) (826 8_X+@8_Y)
0X? 0xr  0X9Y Oz 0XoY dx  0Y? Ox

27 257 @26

= 1 —1)=— +2 .
(cos(z) + )aX2 + (cos(z) )ay2 + 2 cos(x )8X8Y (2.58)
Donc on remplagant (2.55), (2.56), (2.57) et (2.58) dans (2.54) :
4 0*u _
0XoY
Donc la forme standard est :
o _ 0 (2.59)
oXoy ‘

2¢éme Cas : en posant

X=X+Y .
L =At et A(X,Y)=aX,7)
Y=X_-Y
Alors : R R
0X . 8X'_1
0X oy
et
o v _



Par dérivation composée (voir 1.1) on a :
o aaa)?+ 0u oYy  du L ou
0X  9X0X 9y oX 9xX 9y
Et on :

() o
0XoY oY \0X oY \ox oY

EDS N
9xX29Y  9Xoy oY

a0 . o*u 0%
0X2  9X9Y 09Y9X 0OY?
_ ra o
0X2 9y

Alors on remplagant (2.60) dans (2.59) :

i i
0X2 0Y2
2.6.5.3 La solution
Comme : _
0%*u _0
oxXoy

Aprés intégration, on obtient :
u(X,)Y)=F(X)+ GY)

Donc la solution générale de I’équation (2.54) est :

u(z,y) = F(y +sin(z) + =) + G(y + sin(z) — 2)

ou F et G étant deux fonctions arbitraires.

T~ N A~ —‘l_ TN A~
oYox oY — gy20Y

824 a?)

(2.60)

(2.61)



