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Chapitre 1

Rappels

Soit x € IR", x = (21, %2, ....7,), « € R", @ = (o, g, ....c;,) multi-indice avec la
longeur de «v est |a| = a; + as + ...y

n : : o a1 a2 (e
) C IR" une partie non vide. z* = (z7*, 252, ....x%")

fO—5R
olel f
N 80‘138160‘%2 ...... 804"1'77,

D(f.g) =)  CID*PgD’

B<a

DOC

1.1 Les fonctions tests D((?)
Soit f : 2 — IR, alors
feD) ssi f e C() et suppf est compact

suppf =A{x € Q/ f(x) # 0}
Définition 1.1. Soit K une partie de IR, €, IR" ou C".

Alors K est compact ssi K est une partie fermée bornée.
Exemple 1.

1.
-1

_ 2
YPT I T R N Y

0 , sinon

supp® = B(0, 1), la boule fermée est fermé et bornée pour la norme |||| alors
¢ € D(R")
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1
r—a)b—x) . 2 €lab|

wia) = § !
0 , @ ¢la,bf
Y € C(IR), suppy = [a,b] alors ¢ € D(IR)
3. Soit B(a,r) une boule unitée de IR"
-1

eXT , t=20
o) =g

0 , t<0

Alors ¢ € C=(IR) Soit ¥(z) = ¢(r*— || z — a ||?)

suppp = {x € R/r?— |z —a|*> 0}
{r e R/r? 2|z —a |}
= Bla,r)

donc ¢ € D(IR")

1.2 Les suites régularisantes

Soit f; € D(IR") est une suite régularisante ssi
L.vj, f;=0.

2. / fi=1
RTL
3. suppf; C B(0,¢;) avec ¢; — 0 quand j — +00

Exemple 1.1. Soit

o) = 4 eI e e

0 s e P> 1

On prend fo(x Alors

St
/]R" ¢(z)dx

1. fo > O,VZL‘ € IR"
2. suppfo C [—1,1]"™.



Les suites exhaustive 7

3. /IR” fo(z)de =1

On pose ¢; > 0, fi(z) = 7fo(£), e; — 0 quand j — +o00, on peut prendre
£ 5]’

E; = —
T

1. fj>0car fo >0ete; >0.

/ fix dx—/n—nf dx——/ fo(— 6]

1
On fait un changement de variable y = — L alors dy = —dzx, donc
£ ey
fde == | o)
-\ T T = — g —=
Rn Vi 8? IR" 0 y J y

€5

3. fi(z) =0 quand — > 0 Donc

suppfy C{l zll <5} < B(0,¢;)

Remarque 1.1. Toujours, on peul construire une suite réqularisante a partir d’une
fonction test ¢ avec son suppep C B(0,1)

e

1.3 Les suites exhaustive

—f() )E—)O

Soit € IR", (K;) des compact dans 2 tq
UK; =Qet K; C [o(jH
Exemple 1.2. K; = B(0,7), Q C IR" est un compact
K; CB(0,j+1) = K;;11,Vj

UK, = UB(0, ) = IR"
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1.4 Les suites tranquante
Soit (€2;) une suite exhaustive de 2 et ¢; € D(1) tq
0<¢; <1

et o
¢; = 1 au v(2)

Donc ¢; est une suite tranquante.

1.5 Les distributions

T:D(Q) —C
T € D'(Q)( dual de D(2))

ssi

T  est linéaire
T  est continue

T est continue si Vf; — f dans D(Q) =< T, f; >—<T, f >
Théoréme 1.1. Soit T : D(Q2) — € application linéaire.

VK C ) compact : 3¢ > 0 et m € IN tq :
V¢EDK<Q)‘<T,¢>’§CPKJHJ(¢)

avec
PK,m(¢) = SuprK,\a|§m’Da¢’

Exemple 1.3. 1. feLl (Q),K compact, ¢ € Dg(Q) :

loc

< Ty >= / f(2)6(2)da

* Ty est linéaire.
*

<Tpé>|=| / f(2)o(x)da

< supscxl()| / f(@)|dz

< csuprer| ()] = cPro(9)
2. T = 0(Dirac), < 9,0 >= ¢(0), < 0, ¢ >= ¢(a)
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3. T = Heavside,

Ty =H &< H ¢>= /xgzﬁ(x)dx
0

* H est linéaire.
*

\<H,¢>r=\/0 o(z)dal

< supgex|d(x)]| K|
< csuprek|9(x)| = P o(9)

1.6 Les dérivées

T eD(Q)
<OT, ¢ >pp=—<T,0;¢ >pp

< DT, ¢ >pip= (—1)1*l < T, D% >pp

1.7 Distribution a support compact £'(2)

w C () est le plus grand ouvert tq : T}, = 0. s’appelle 'ouvert d’annulation de
T'. le support de T est suppT = Cqw
¢'(Q) Cc D'(Q) : suppT est un compact.
T €& (Q2) = T est d’ordre fini m.

VK compact : 3¢ > 0.Vp € D(Q) : | < T, ¢ > | < cPgm(0)
1.8 La convergence dans D(())
¢; € D() — ¢ € D(Q) ssi
dK compact C €2, ¢; € D(Q),Vj € IN
D%¢; — D*¢ uniforme

Jj—>+00

ie(suprer|D¢;(x) — D(x)| 0)
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Théoréme 1.2. VI; € D'(Q2), V)

7, 2 T = D°Ty(x) 5 D°T

Preuve 1.1.
< D°Tj, ¢ >= (1) < T}, D*¢ > Y € D(Q)

2y (—1)el < 7, D% >
= (-)ll(=Dll < DT, ¢ >

=< DT, ¢ >
[ |
Exemple 1.4.
1, x>0
H(z) =
0, <0
+00
<H ,¢>=—-—<H ¢ >=— ¢ (x)dr = —[J¢(x)]
0
= ¢(0) =< 6,¢ >
Donc H' =6

Théoréme 1.3. [ interval C IR

1. "=0=T=cst
2. YoeD'(I),FJueD(I):u=v
Lemme 1. Soit ¢ € D(I)

V' = ¢ est le primitive de ¢ dans D(I) ssi /gb =0
I

S’il existe le primitive, il est unique.
Preuve 1.2 (Démonstaration de lemme).
(=) On suppose 'existance d’un primitive ¢ de ¢ tq
V(x) = ¢(z), Vo € I

:»/w /qs
jlwwzlw@

Donc
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(<) Soit ¢ € D(I) avec /Igb(g:) =0

On pose ¢(x) = / o(t)dt Alors

—00

Donc v primitive de ¢
* € D(I) : ¢ € O™ parce que ¢ € C™
* suppy compact ?

— =0,z ¢ I car
’/ff o(z) =0, r<a
/w o(z) =0, x>Db
| o= [ s 20 zcab
= suppy C I

suppp C |, B] C 1
r<a= Yx)=0

r>b= Yx)=0

suppy C [a, ] compact
— L’unicité : On suppose 'existance de deux primitive de ¢ sont 1,19 dans
D(I) tq ¢y =¢et vy =¢

Puisque ¢ est continue alors il existe ¢ > 0,Vx € [

Y1 — Py =c
Soit x ¢ suppiy et x & suppi, alors ¢ = 0, donc
Y1 = g

Alors 'unicité.
[ |

Théoréme 1.4. (Convergence monotone de Lebesgue)
Soit f,, une suite croissante de fonctions mesurables sur X a valeurs dans R . Cette
suite converge vers une fonction mesurable f.

et 'ona lim /fn d,u:/ fdu
n—-+o0o X X
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Exercice 1.1. 1. Montrer que Vx e IRy U,=(1+ f)" est une suite crois-
n
sante et
+00 $k
AR ==
k=0
2. Calculer la limite :
i Lin_—bzx
lim (1+-) d,(n) , b>1
n—+oo IR+ n
Solution 1.1.
1. On a
T +o00 l’k
k=0
Xn: n! z®
B — (n—k)In* k!
On a
Coi1x 2> Cok
S nn+1)---(n—k+1)
parce que
1—-1 l
nrl—-t n—¢t ., VIeN
n+1 n
car n*+n—1-n > n*+n—In+1)
donc on utilise (a) pour la croissante
x
U1 = (1 "
+1 (1+ n + 1)
n+1 k
x
= Z CnJrl,kH
k=0
donc
n+1 :[}k n+1 xk
Z Cn—i—l,k F > Z Cn,k: E NS R+
k=0 k=0
> S Doy
= Z n,k E — Yn
k=0
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*On a
nn—1)---(n—k+1) n(n)---n
Crne = k = k
n n
< 1
k
et lim Cop= lim — =1
n—-4o0o n—4oo N,
donc U, = (14 )" anc o
n n — —_ = n JE—
n Rl
k=0
= k!
k=0
< . z* =e"
> F =¢e
k=0
t lim (1+ x)” > ok
e im — —
n—+00 n - k!
k=0
, x
donc lim (14+—=)" = ¢€°
n—-4oo n

2. on utiluse la Convergence monotone de Lebesgue

lim (1+ f)”e_b””dx = / lim (1 -+ E)"e_b”"alx
n—+o0o ]R+ n RJF n—-+oo n

= / et e dr
mathbbR+

+oo
— / 6(7b+1)mdx
0

—1

1—-b

Théoréme 1.5. Convergence dominée de Lebesgues :

Soit f, une suite de fonctions mesurables sur X a valeurs dans C, tq :
falz) — f(z) p.p dans X.
et tq il existe une fonction g sur X a valeur dans R, intégrable , tq :

|fo(x)| < g(x) p.p dans X.

alors / | fo — fld, 222250
X
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Exercice 1.2. Montrer que : lim

chapitre 1

(1+ f)"xmdx =m! (Vm € IN)

n—-+0o 0 n
Solution 1.2.
VrelRy et ne N
on a
x
1——)" < e®
(-2 <
car ny < y—1 Vy>0
1 _
donc lnyn < yn —1
; 1
alors 1 - < yn ,y=e¢e"
n
on aura (1-— f)” < e’”
n
(- 2)
nin(l— —
et lim (1— E)" = lim e n
n—-+o0o n n—-+o0o
—-r T ,x
n(— + —e(—
= lim e ( n n <n))
n—-+00
. 4y _
donc lim (1-—=)" = ¢
n——+oo n
x
falz) = (1= =)"2™ - X[
fn ﬂ f =e " X[0,n]
et |ful <e®-a™ =g
lim fn = lim e v
n—-+4o0o 0 n—-4o0o 0
+00 T +o0o
donc lim (1——=)"a" = / e ‘2™ =I(m+1)=m!
n—+oo J n 0
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Les espaces L? :
*Vpell, +ool:

P = {f:Q—=1R" ,f mesurable, tq |f]" € L'(Q)}

1
mngﬁmw

L' = 10— R"
L= d
Il = [ 1fids

p=+00

L* = {f:Q—=1R" |f mesurable,3dc>0tq |f|<c pp dans Q}
[fllzee = sup{c/[f| <¢, p.p}

Inégalité de Holder :

1 1
Soient f € LP(2) et g € LI(N2) avec 1 < p < 400 et — 4+ — =1 alors
P q

fae L' et |fglle < fllze-llgllrs

Exercice 1.3.

1. Montrer que Vz,y € R*: 2.y <

DN | —

2. Y(p,q) e R}, tq
a) montrer que p > 1

1 1
b) montrer V(z,y) € R2 : z.y < —af 4 —y*
p q
3. Soient (a,b) € IRi tq a < b, f et g deux fonctions définie sur [a, b]

b AP b A4 b
a) montrer que VA > 0 : /\f.g\g—/]f]p—i——/\gw
a p a q a
b) En déduire pour A bien choisis 'inégalité de Holder

b b e [P
/mm/mqumq
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Solution 1.3.

1. On a
(x—9)?*>0 & 2°+y*—22y>0
& 2y <z’ 442
1
& wy <@+
1 1
2. a)ona—+—- et ¢>0 alors
p q

1
—<l=p>1
p

b) On fixe y € IR et on étudié la fonction f

1 1
flz)==a?+-y?—zy , z€R".
p q

1 P 1
1 S |
fP=2) = —yP= 4 —yl—y P
p q
1 1
— _yQ+__yq
p q
1 1
= Y= (—+ Dy
p p
_ lyq_p_lyq
p p
= 0

1 1
donc  f(x) >0 donc =zy < —af + —yf
p q

3. a) Dans 2.b, on pose a la place de
x—  Alf(2)]

y— o)

)\ q
on obtient : |f(x)g(z)| < ?|f(96)|p + —g(2)]?



La convergence dans D((2)
1
b) Supposons que (/ AP £0 et (/ g?) #0
choisissons A pour avons M\ / =1 / g7
Ik [o 5
NH =2 = A= (5—)P T4
/7 /7
b b
b 1 / gt P 1 / gt 4,
[ @@l < Famp 1 [l Gt g
a p / fp a q / fp a
1 1 1 — — -1
Ona—-+-=1%pg=p+q, alors GO S S S — | P
p q ptq pq q p+q pq p
b 1 b 1 b 1— p 1 b 1— q b 1
[ ir@at@i <[ anac [ rEas s [ pra[
1 1
Onal—Lzl—ﬂz—etI—Lzl—i:—donc

bq P pta o :

p+q
1 . 1 1
/“b ot = %(/abgq)g(/: )P+ %</j9‘05</: )P

1 1

/ab |[f(x)g(x)] < (% T %)(/abgq)a(/abfp);

1 1
Ona -+~ =1, donc
q P

1 1
/ab F(@)g(w)| < </abgq)5(/ab py

17
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1.9 Inégalité de Minkowski
Soient f,g e LP(Q)) V 1<p<+oo Alors

| f+gllee@ < f e + 11 9 e

Preuve 1.3. On a

1549 Ve [(F+arde= [ 1749l + 9P do

< / I+ )Pt + / 9ll(f + )P de

Hotder <I f lp < NI+ g + 11 g llp > I+ )P g
<G+ g (Fg llp + 11 f 1)

On a
1

11CF+ )P o= ( / (f +9)® V"D dr)d

avec q = L, donc
p—1

G+ 9P =l + 9

Alors
I f+g <l I(f+l 157 < g llp+ 11 £ 1))

Donc
I f+glp<llglly+Iflp

1.10 Inégalité de Holder généralisée

Soient p1, P2, P3.....pn, T € [1, +00] tq

n

1 1

;T
i=1 Pi

Alors fi, fa, f3eoo fn : @ — € des fonctions LP¢(€2), Alors

n n
LA <TI0 1l
i=1 i=1

chapitre 1
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Preuve 1.4. Par réccurence.

Théoréme 1.6. (Riesz-Fischer)
Soit p € [1,4+o00], Alors LP(2) est un espace de Banach.
Corollaire 1.1. Sip € [1,4o00[, Alors LP(2) est séparable.
Théoréme 1.7. Sip € [1,+o0[, D(QY) dense dans LP(Q2).
(Vf € LP(Q) : 3f, croissante dans D()) avec nirgw | fo— f llzr=10)

1.11 Produit de convolution

VrelR" et f:IR" — IR, ¢g : IR" — IR deux fonctions mésurables
La fonction y — f(x — y)g(y) soit intégrable.
On pose

f*g(z) = /]R” f(x—y)g(y)dy

Ce produit est le produit de convolution.

Proposition 1.1. 1. supp(f * g) C supp(f) + supp(g)
2. Le produit de convolution est commutatif :

VfeL'(R"),ge L'(IR"): fxg=gx*f
3. Le produit de convolution est associatif :

Vf € L'(IR"),g € L'(IR"),h € L'(IR") : (f x g) x g = f* (g% h)

Preuve 1.5.
L. Siz ¢ suppf + suppg alors (x — suppf) () suppg = @
ainsi f(x —y)g(y) = OVy d’ou f*xg(z) =0
[rglz =/ @ —y)g(y)dy
(x) . (z —y)g(y)

on fait un changement de variable z = x — y alors dy = —dz

frglx)= (2)g(x — z)dz

_IRnf

= e f(R)g(x = 2)dz = g+ f
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(Frgyeh= [ fw=v) [ bty
R" R"
on vas faire un changement de variable x —y =t,dy = —dt

/ g(—t +x — 2z)dzh(z)dz))dt
/ f(t)g(t +x+ 2)h(2)dtdz

= ]R g(x — z) —t)dt)h(z)dz
[N

frglx—2)h(z)=f*(g*h)

(fxg)xh =

N

|
1.12 L’inégalité de Young
. 1 1 1
Soit p,q et r € [1,+oo[tq§+5:1+;
Vf, g deux fonction mesurables de IR" — C alors
1 gllr < 1fllnllgllq
En particulier, si f € LP(IR"),g € LI(IR") alors fxg € L"(IR")
Preuve 1.6.
On a
|f*g(z)] = I/ flz—y)g(y)dyl S/ N =y)llg(y)|dy
R IR
1 B 1) K 1>
— - — q - —
= [ = nPa@) (= P ey



L’inégalité de Young

comme 1 = (

[fxg(z)] <

If*gly =

A

alors

%) + (é - %) + % (Holder généralisé).
10(l - 1) q(l - l)
|Gl — g o -5 P T pr e a7
=P
l p(1 - 1) 61(1 - 1)
U lgl@)T 17 P " gl "
T _p)']’
[ireo@r < [irestgs@ian © ol

L2 llg LA gl

ARG gl = 1AL g1l

1f*gllr < Nl llgllze

21
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Remarque 1.2. Les cas particuliers de l'inégalité de Young

l.sip=g=1alorsr=1etsi fe L' (IR"), g€ L'(IR") alors fxg € L'(IR")
on a |[f*glly < [Ifllllgll:

. o101
2. sip € [l,+00] et g vérifie — + — =1 alors r = +00
P q
Alorssi f € LP et g € L% alors fxg € L™ et || f * gl < ||fllzellgllze
1 1
3. sip€[l,+oc] et g=1alors —+— =1donc f € LP et g € L alors f*xg € L"
p T
et [+ gllr < 1 fllzellgll o

1.13 Les espaces de Sobolev

WHhP(Q) = {u € LF(Q),0% € LP(Q) tq |a| < k}

et la norme de ce espace est définie par

||u||W’“vP(Q) = Z ||8O[u||il7 ) vp € [17+OO[

lal<k

et
WHEF(Q) =3 1|0 g

la|<k

pour p = 2 on noté W*2(Q) = H*(Q) qui est un espace de Hilbert pour le produit
scalaire

(u, v) gr = Z (0%u, 0%) 2

la|<k
et WOP(Q) = LP(Q)
Définition 1.2. soit m € IN
H™(IR") = {u € L?/D“u € L*(IR"), |a| < m}
H=™(IR") = {u € D'(IR") : 3C 2 0,Yp € DIRY|(w,9)| < Cllell o g

<Dau7 §0> = (_1|a\)<u’ Dago>
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1.14 Généralité

WP™(R") = {u € LP(IR"), D € LP(IR"), |a] < m}
1
lull ™ =1 > [0°ull®, | ,1 < p < +oo
|| <m

pour
p=Foo, [l ullp™ =Y 0%l

o] <m

Théoréme 1.8. H™(IR") espace de Hilbert avec le produit scalaire

Vu,v € H™(IR"), (u,v) = Z /]R" D%u. D% (u)du

la|<m
donc la norme définie sur H™(IR") est
(|| an(R™ = Z HDaul‘L2(]13{")
laj<m

Théoréme 1.9. Soit m > 1 et p € [1,400] alors 2 C IR"

1 11
(i) Si = — ™ > 0,0na WPm(Q) 5 LUQ) avec - = ~ — .

b ¢ p n
(i) Si — — mo_ O,on a WP™(Q) O L) avec ¢ € [p,+oo[(mais pas pour

p n
qg=+4oosip>1).

1
() 8i -~ % < 0,0n a WPm(Q) ) L.

1.15 Dualité et convergence faible

/ 1 1
Vp €]1, o0l le dual de LP(X,dp) est LP (X, dp),— + — =1
p p
V(un)n, une suite bornée dans LP(X,du), on peut construise une sous suite u,, — u
faiblement (u, — u dans LP ssi Vv € L? : [ u,v — / uv ).
b b

ou,,

8:16,-

Proposition 1.2. u, — u dans WP(Q) ssi u, — u dans LP(Q) et — ¢; dans

ou, .
LP(92), avec g; = ai,z =1,..,N.
4
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1.16 Formulation variationnelles et leur interpréta-
tion
Théoréme 1.10. (Théoréeme de Lax-Milgram,)

V' espace de Hilbert, | une forme linéaire continue sur V et a une forme bilinéaire
et continue(|a(u,v)| < c|lul|||v]|) sur H

tq da > 0: Vv €V :a(v,v) > a|jv||*(a est elliptique)
alors le probléme : trouver u tq

a(u,v) =Il(v),Yv eV
admet une solution unique.

Exemple 1.5. Le probleme

—Au=f sur £( ouvert borné de IR")
u=>0 sur 0}

associé le probléme variationnel V = H} ()

a(u,v) /Vqudx etl(v /fvdx feH(Q)

par définition de distribution

0*u
<_Au7 90> = _<W> 90>7

8u 8(,0
8% 8% /Vqu p e D)

D(Q) dense dans H}(Q) donc Vv € H}(R),3p, € D(N) tq ¢, — v dans HJ ()

comme a et [ sol continues alors

* il existe une unique fonction u € L (Q) tq

(o0 f) = /Q uf Vel

* De plus :[|ol| ey = llull s q)



Inégalité de Sobolev

1.16.1 La densité

C1°°(Q) est dense dans LP(Q) pour 1 < p < +o0.

1.16.2 Convergence faible

Si Q] < o0

* (fn)n>1 est une suite bornée de LP(Q),1 < p < +o0.
* fo— fp.p,x € Q.
Alors

* felr
* f,— fdans L1, 1 < g < p.
* fo— fdans L9 1 < ¢ <p < +oo, (LP O L9).

Définition 1.3. On dit que une forme bilineaire a(u,v) : H x H — IR.

1. continue s’il existe une constante c tq

|a(u, v)| < cllulll]v]], Vu,v € H

2. coércive s’il existe une constante a tq

a(v,v) > allv|?, Yve H

1.17 Inégalité de Sobolev

si 0 un ouvert borné quelconque et 1 < p < N alors il existe un constante ¢
(depend de p et N)

lull ooy < el Vullngy, — Yu € WEHQ)

WENQ) = {u € LP,Vu € LP,u = 0 sur 9Q}

1.18 Inégalité de Poincaré

On suppose que §2 un est un ouvert borné alors dc > 0 tq

HuHLp(Q) < C||Vu||Lp(Q), Yu € Wé"l(Q),l <p< 4o

25
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1.19 L’espace dual de W'

Notation 1.1. On désigne par W* —1(Q) Uespace dual de WP (Q) et 1 < p < 400
et par H1(Q) la dual de H} ().

1. Le dual de L*(Q) et L*(Q).
On a H} () O L*(Q2) © H~1(Q) avec une injection continue et dense.

2. Si Q est borné on a :
WEHQ) o L2 o WP H(Q)

p0r1§p<+oosin2—f2§p<—i—oosinonona

wEHQ) o L o WP Q)

1.20 La convergence faible
(un),.IN € E(espace de Banach)et u € E on dit u,, — u,quand n — 400 si

(T, up) — (T, u)

[ [on

1.21 Exercices

Exercice 1.4. Soient N > 1,Q={x € IR",|z;| <1,i=1,N} et

u: R"— 1R
1 2€Q
r— u(r)=
0 x¢&Q

1. Pour i = 1, N et ¢ € C(IR"), montrer que /

R D u(z)dz ne dépent que

des valeurs prises par ¢ au bord de €.
2. Montrer que v ¢ WH(IR™).
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Exercice 1.5. Soit u € L} (]0,1[ tg Du=0

loc

1. Montrer que dJa € IR : uw = a p.p
Exercice 1.6.

soit u € C}(IR™)
a) On suppose ici n = 1. Montrer que || u ||<|| @ |1
b) Par réccurence sur n, montrer que

1 1 1

ou .. Oou ., ou .,

|| =— ||| =— || ... — |

el _n_ <l g 12 e I el e I

n —

¢) Montrer que ||u | n <|| Vu|:

n—1
d) Soit 1 < p < n. Montrer qu’il existe C,,, ne dépend que de n et p tq

| w < Chrp | Vu ||p

np
n—p

avec p* =

1.22 Solutions
Solution 1.4.

1. i =1 (les autres i traite de méme maniére). Pour ¢ € C°(IR")

d¢ _ 99
/]R" 8—x1u(m)dm = /]_1,1[ 5’xldx

9¢
= — (1, y)dx 1 dy
/]—1,1[n1 /]—1,1[ (9131( 1, y)dm

= [, 0w Ly

Qui ne dépond des valeurs prises par ¢ au bord de €.

2. On montre que u ¢ WHH(IR") :
Suppose que u € WHHIR™), il existe une fonction g € L'(IR") tq

/ a—qiu(a:)dg; - /]R" 9($)¢($)dx,v¢ c Cso(]Rn)
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1 1
Pour n € IN*, on pose A, =|]1 — —, 1+ —[x] —1,1[*"*
n n
On choisit une fonction ¢ € CX(IR") tq ¢(z) > 0,V € IR" et
0 T ¢ Al
¢(r) =
11
1 — 1 =~ —m-1
r=(Ly)y e 35l

On choisit Vn € IN* : ¢,(1 + z1,9) = ¢(1 + nxy,y),z; € R,y € R*!
(normalement ¢, = 0,2 & A,)

0 o )
/IRn axl u<x)dx_/]_171[nl[¢n(17y) ¢n( 1,y)]dy /]_ %,%[n—l[l]dy 1
et

[ o@ontr < [ g
Alors

/ 9(@)]de > 1
An

mais ¢’est imposible parceque le mesure de Lebegue de A,, tends vers 0 quand
n — 400
Donc u ¢ WHHIR™)

Solution 1.5.

1

Soit ¢y € C°(]0,1]) tq / oo(z)dr =1

0
Pour ¢ € C2°(]0, 1]) et on définit la fonction

o) = [ winar—( [ b)) [ eyt va o

Donc ¢ € C°(]0,1]) et

Donc

& = vla) — ula)( | vt
0=<Du,p>=— < u,¢ >= —/0 w(x)d' (z)dx

1
0

_ /0 )o@ — ( /0 o)) / u(a)o () da
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1
On pose a = / u(z)po(x)dx, donc
0

| wtytaas = [ avtoae s e cxg0.10

Alors
uU=anp.p

Solution 1.6. Soit u € C!(IR")

/|1
X

Comme u € C}(IR), on a poue z € IR, u(z) = / u'(t)dt et donc

—0o0

MMS/mwwﬁé/mwwﬁ%wm

—0o0 o0

a) On suppose ici n = 1. Montrer que || u || <|| u

Donc
| [l u" |1

b) Par réccurence sur n, montrer que

1 1 1

- o~

[ull n _H—H H_Hl ----- Ha—anl
n—1

* Pour n = 1, a partir de (a) on a démontrée que
I [loo <[l " [lx

** Soit maintenant n > 2, on suppose que v € C}(IR"), on a

1 1

full n <l [0 o 1 | |
u n s l‘ 1 I 1 eeees 81’”

n—1

Soit u € CH(IR"™). Pour z = (z1,y) € IR"™ avec z; € IR et y € IR"

n—+1 1
S tuer )y = [ e <o, o) 7y Holderp = g < n

< e

n n—1 1

w(ar,y)|[n— Ldy) n x§4v|wh>ww
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On a
1 1 1
3u(ml,y) n 6U(171,y) E 6U(Jfl,y) ﬁ
luteny) | _n <) S5 g SR g S
n—1
et 5 ( )
u(xy,y
lu(z,y)| S| ——= . ||L1(IR)
Alors ou )
xlay
< - n
[ ooy <) S
Alors
DL pueng) oy Oueny) v Ouleny) o Buley)
u(zy,y u(zy,y u(zy,y u(zy,y
[l dy < P g S g ZE )y 2
R T2 T3 Tn+1 T
Donc on intégre cette équation, on trouve
nel bu(ery) v Oulang) ¢ Oularg)
u(x1,y u\r1,y u(r1,y
n  dydzr; < — 7| || —Z2 I
J R M e O e I e e IO
Alors
1 1 1 1
(ﬂfl,y) o Ou(zy,y) ou(z1,y) ou(z1,y) \n
<[] /=222 |y ———2 22| |n -7 ’ n
1<l R e I e el U B e |
n

¢) Montre que
full n <[V

n—1
1
Nous avons Han< Zaz avec a; > 0 On a
=1
1 1 1 1
ou o ou ou .,
—_— — | ... now n
lul_n_ S g I g e g 2 1 e O
n_

ZII—H

<|| Vu ||, donc

ou
et | 5
[ull n <|Vul

n—1



Solutions

d) Pourp=1,C,, =1
p(n —1)

maintenant pour 1 < p < +00, on pose o = (de sorte que

ax — 0 =p") et v = |ul*"tu

31

Comme o > 1, u € C}H(IR") et v € C}(IR™), on peut appliquer le résultats de

(c) a la fonction v

n—1 an n—1 n n-—1
([ ey = ([ =T = ([ el 1)
IR" R" R"
<| Vol
et comme |Vov| = alu|* | Vu| et on applique Holder(p et ¢ = Ll),
p_

Vo = o |l Jul* " Vu < a || ul*™ gl Vull,

et
P pin—1)—n+p p pmn—n p
(a-1)g=(a-n-L 2D -
p—1 n—op p—1 n—pp-—1
_nlp-=1) p _ np
= = =p
n—p p—1 n—p
Donc
n—1 p—1
p p p
full,, ™ <alul, | V[l
Alors
p—1 =1
p* P —Dp 0
| ], <al Vull,
On a
n-1 p-1_ pln-1)—nlp-1) .—pt+tn_,
S p np T onp
Donc

| u ||p*S Chp | Vu ||p

avec Oy, =
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Chapitre 2

Théoréme de points fixe et
application

Si une application f: F — E | on appelle point fixe de f tout les éléments de
Etq f(z) =z

Théoréme 2.1. Soit (E,d) un espace metrique complet et

T : E — E une contraction stricte 1.e
Jk <1tqVe,y € E,d(T(z), T(y)) < kd(z,y)

Alors T admet un point fixe unique xg = T'(zg) € F
De plus,
Vz € Elasuite lim T™(z) = x

m—>—+00

2.1 Les théorémes de point fixe de Brouwer et de
Schauder :

Le théoréme de Brouwer est le théoréme de point fixe fondamental en dimension
finie.
Soit B™ = {x € R™ || z ||< 1} la boule unite fermée de IR™ muni de la norme
euclidienne usuelle , et S™~1 = 9B™ (la sphére que est la frontiere).

Théoréme 2.2. toute application continue de B™ — B™ admet ou moins un point

fize.

Théoréme 2.3. Il n'existe pas une application f : B — S™ ' de class O tq
f‘Smfl — [d

Théoréme 2.4. Il n'existe pas une application f : B™ — S™ ! de continue tq
f Sm—1 — Id

33
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Preuve 2.1. Soit f une rétraction , On pose g(x) = — f(x).

Alors g € C°(B™, B™) admet un point fixe 79 ,790 = —f(x0) , f & valeur
dons S™~1 alorszy € S™! et comme f une rétraction alors f(xy) = z¢ donc
Ty = 0
mais || zo ||=1
Donc contraduction

|

Théoréme 2.5. soit k un compact homéomorphe a la boule unité fermée de IR™ .

Toute application continue de k£ dans k admet au moins un point fixe.

Preuve 2.2. Soit g une application continue de k — k et soit h un homeo-
morphisme qui envoie
k — B™
I’application
hogoh™':Bm™ — Bm™

est continue, donc elle admet un point fixe
y=hogoh (y) € Bm

donc

donc h!(y) est un point fixe de g.
|

Théoréme 2.6. Soit C' un convexe compact non vide de IR™ toute application conti-
nue de C — C admet au moins un point fize.

Théoréme 2.7. Soit E un espace euclidien (dimension finie) et soit P : E — E
une application continue tq

alors

dp > 0,Vz € sphene de nayon p satisfait P(z) -z > 0

Jzo, || o [|< p tq P(z9) =0

Preuve 2.3. Supposons que p # 0 sur la boule B(0,p) , d’autre terme

|z ||<p, | Px)]|>0 et on défini

g: B(0, p) — 0B(0,p)
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—p
T 0@ = ey )

Par théoréme de Brouwer , cette application admet un point fixe z* tq

e S
A= =gy P

*

l2* ll=p =l " = p* = g(z") - @
=
-P(x*)-xz" >0
“IPE

puisque P(z) > 0 donc p < 0 contraduction.
[ |

Théoréme 2.8. Soit E un espace vectoriel normé ,C' un convexre compact de E et
T une application continue C' — C Alors T admet un point fize.

Théoréme 2.9. Soit E un espace de Banach, ¢ un conveze fermé de E et T : C' —
C

une application continue tq 7'(C) soit relativement compact Alors 7" admet un
point fixe .

2.2 Résoulution d’un propobléme modéle par une
méthode de point fixe
Nous intéressons dans cette section a un propobléme d’EDP elliptique non li-
neaire modéle trés simple , Soit € un ouvert borné de R™ et f € C°(IR) N L*=(IR)
Le propobléme consiste a trouver un fonction

u € Hy(Q) tq — Au = f(u) au sens de D'(Q)
Proposition 2.1. Soit g € H'(Q) , 3v € H(Q) t¢ —Au = g de propobléme
variationnel :
Yw € HS(Q)/ VU - Ywdr =< g,w >
Q
De plus , 'application 7' : H='(Q) — H}(Q), g — (—A)~'g = v est continue

Preuve 2.4.
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1. L’existance :

On a
ov  Ow

a(v,w) :/Szvv-vwdx: or, amdx

est continue sur H}(Q) et coercive par l'inégalité de Poincaré et la forme
lineaire [(w) =< g,w > est continue sur H} () par défintion.

Donc par Lax-Milgrame on a 'existance et 1'unicité de la solution de I’équa-
tion ou on montre que cette solution est la solution de I’équation ou sens de
distribution ,Awv est la distribution donnée par

Vi € D(Q) :< Av,p >= (=1)! < 0Av, dp >= —/ 0AvOpdx
Q

Puisque dv € L*(Q) , comme ¢ € D(Q) C Hi(2) , nous avons donc
< Av,p >=< —g,p >,V € D(Q) donc Av = —g

. L’unicité :

On considére v € H} () tq Av = 0 ou sens de distribution

donc Vo € D(Q) : / dvdpdr = 0 comme H; est ladhérence de D(Q) dons
Q

HY(Q).

1 2
Il existe @, € D(Q) tq ¢, 2@, © et en particulier dy, L@, 0o

Donc
lim / Ovdp, = lim / Ovdp =0
n—-4oo Q n—--+o0o Q

donc Vo = 0 ce qui implique que v = 0 pa l'inegalité de poincarré (Donc
I'unicité).

. la continuité de (—A)~!:

de coule directement de la formulation variationnelle et I'inégalité de poin-
carré w = v

Corollaire 2.1. Uapplication (—A)™! est continue de L*(2) — HJ ()

Théoréme 2.10. Soit Q un ouvert borné de IR" et f € C°(IR) N L*=(IR),

[ f@) |<a+blt]

. 1l exziste ou moins une solution u € HJ(QY) de propobléme

—Au = f(u) au sens de D'(Q)

Exercice 2.1. (Démonstration de (2.10))
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On pose f(v)(x) = f(x,v(x))

1. Montrer si v € F alors f(v) € E = L*(Q)

2. T:E— FE . T(v)=(=A)"'(f(v))
a) Montrer que T est continue
b) Montrer que tout point fixe de T" est une solution de notre propobléme
—Au = f(u).

3. On défeni C = {U € B | v [l < M}

a) Montrer que C' est compact et ferme

1
b) On choisit , M = Cq || f |loo (mesQ)§ avec Cq la constante de I'inégalité
de poincarré
Vz € Hy(Q) || 2 [l12< Ca || V2 ||z

¢) Montrer que
| VI'(v) |2y M

et déduire que

TC)cC
4. Utiliser Théoréme de Schauder pour montrer I'existance d’une solutoin
de
—Au = f(u)
dans C'

Solution 2.1.

I.Onal f(t)|[<a+b]|t]

/|f ) IP< /(a+b|v|)2§/2a2+2b2|v|2§2a2mes(Q)+2b2 |
Q

(% HL2< o0

2. a) T est une composition de (—A)~! est continue et f € C° alors T € C° b)
Juel?, Tu)=u= (-A)"f(u) =u= f(u) = —Au

3. C={ue H{Q)/ || u||< M} C est compact et fermé , il est bornée et fermé
alors compact
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Chapitre 3

Les opérteurs de superposition

Nous avons rencontré dans 1’étude de probléme modéle des opérateurs du type
u — f(u). Ce type est appelé opérateurs de superposition ou opérateur de Nemytsky.

3.0.1 Les opérateurs de superposition dans L7 (Q)
Proposition 3.1. (continue faible)

Soient Q un ouvert borné dans IR™ et f € C°(IR) .

L’application f est continue de L2(2) faible dans L2(€) faible si et seulement si f
est affine

Preuve 3.1. Soit ) une cube inclus dans €2

Par un changement de coordonnées,nous pouvons toujours supposa Q =0, 1[" , soit
a et b deuz réels qlg et 0 une constante de [0,1], on définit une suite de fonction de
L*(Q) par

Osiz @ asi << IO
up(z) = avec v, (t) =

(1) iz € Q bsi["ﬂTJre<t<[m]T+1

La suite un oscille entre les valeurs a et b.
La suite f owu, a des propriétés analogue en effet :

f0)siz ¢ Q fla) si 2 < ¢ < [nt20

n n

fou,= avec wy(t) =
wy(x1) sinon F(b) si P < < ["t]TH

n

Les suites u, et f ou, sont bornées dans L?(f2)
Elles contiennent donc chacune une sous-suite faiblement convergente. Nous avons

39



U, ~uet fou, =g
Il s’agit d’indentifiuer u et g

Il est claire que :u(z) = {

Osiz ¢ @
v(xy) siz €Q

ol v est la limite faible dans L%((0,1)) de v,

On considére un sous intervalle [t1, t5] de [0, 1]

to t2
/ U () dt — / v(t)dt
t1 t1

alors
to [’)’Ltl]——‘—l [ntQ] 1 k + 1 to
/ v (t)dt = / o (t)dt + / t)dt + ﬁ"fﬂ v, (t)dt
1 1 k= [ntl - n
n
et
k+1 nt] +0+1 [nty] + 2
n _ n n
/E v, (t)dt = Amfﬂ 1 adt + Amh] 1041 bdt
n n n
0 1-6 0 1-0)
=a—+b _ W ( )
n n n
et
max |/ n (1)t |, |/nt2 (H)dt | Smax{’a’a\b’}
t1 n
alors
[ntl] +1

to
/ vy (t)dt = / n
t1 t1

v, (t)dt + Z

[’ntz]fl

M + ﬁ:tz] v, (t)dt

k:[ntl]—i-l n

_ [nty] = [nth] —1 (af + (1= 0)b) + 1y
tq
[nti] +1 b
- /t n o (t)dt + ﬁntz] Un(t)dt
O n

| 7 | <

max {| |, b}

" [ntg] —-1- [Ntl] converge
n

to— 1

40



donc
/ S ()t —> (s — 11)(af + (1 — 0)b)

alors

! /tQ on(B)dt = af+ (1 — O)b

to —t1 Jy
to — t alors v(t)=al + (1 —0)bp.p
et par méme raisenement applique a w,,
f(0), siz ¢ Q
6f(a)+ (1 —0)f(b) sinon

et par le convergence faible dans L?*(Q2) donc f(u) =g
Donc

On trouve g(x) = {

flaf + (1= 0)b) = 6f(a) + (1= 0)f(b),

alors f est affine.

Théoréme 3.1. (Convergence fort dans L*(Q))

Soit 2 un ouvert borné de R" et f € C°(IR) tq | f(¢) |[<a+0b]|t].
On deéfinit f(u) = fou
Alors 'application © — f o u envoie L*(Q) dans L?(f2) et est continue pour la
toplogie forte.

Preuve 3.2. Siu € L*(Q) , alors

2 g < 2a% [ dt + 28 2 g
/ny(u)\ xﬁZa/ﬁt—l—Z /]u(t)\ ¢

< 2a’mes(Q) 4+ 20% || u |[32< +o0

Alors f(u) € L*()
Montrons que I'application est continue L? — L? (forte)
Soit u, une suite convergente dans L? vers u .
Soit u,s une sous suite de u, : On extraire une sous- suite u,» qui converge p.p i.e
Il existe ensenble N de u(N) =0 tq Vo ¢ N : u,(z) — u(x)
et 3g € L*(Q) tq | up(z) |< g(x) pp
Nous avons | f(up(x)) — f(u(z)) [*Z5 0 puisque f est continue
et
| f(uar) = f(u) |< da® +46°g*+ | f(u) [
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On applique le théoreme de convergence dominée de lebegue en déduire que

/Q | Flwnr) = Fu) P—s 0,

Donc
(forte)L?

S (tnr) f(u)

3.0.2 les opérateurs de superposition dans H'(Q)

Définition 3.1. Soit u € L} (), c € IR, On pose

loc

1 —0
E.(u) = xGQ:—/ uy—cp—>0dy}
( ) { mQSB(ﬂf,p) B(m,p)’ ( ) |

Proposition 3.2. Soit u; est une fonction mesurable € L, (Q)
Alors

uy = ¢ pp sur E.(u)
uy # ¢ pp sur Q\ E.(u)

Preuve 3.3. D’aprés le théoséne des points de lebesgue,il existe un ensemble N C €)
tgsiz ¢ N, ona

1 / p—0
— | ui(y) —e|=—=|w(y) —c|
mesB(x, p) B(z,p)

Doncsiz € E.(u1)\N =] ui(y)—c|=0etsiz € {Q\ Ec(u;) UN} =| u1(y)—c|#0
Alors

uy = ¢ pp sur E.(u)
uy # ¢ pp sur Q\ E.(u)

Théoréme 3.2. Soit u € H'(Q) alors Nc € IR,Vu =0 p.p E.(u)

Théoréme 3.3. Soit T une fonction globalement lipschitziene de IR a IR de class
C! par morceau et n’ayant qu’un nombre fini de pointS de non demrable ci,cs . . . cy.
si mes(Q) = +o00 on suppose que T(0) =0 alors Nu € H'(Q)

1. T(u) € HY(Q)

2. V(T(u)) = T'(u) - Vu sur Q\ UL, E., (u) et
V(T(u)) =0 p.p surJE,,(u)
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3.0.3 L’opérateur du troncature

Un autre opérateieur également forte utile est la troncature a hauteur k :Vk >

0
tsi|t]<k
T.(t) = kt

orte 2
Théoréme 3.4. siu € L*(Q) alors Ty,(u) (Jortell

siu € HY Q) alors Ty(u) (Jorte) 1)

u k — +o00

u ,k — +oo

Preuve 3.4.

Ju=Tutw) I = [

{u<—k}

g/ |u|2dx+/ u ? da
{u<—k} {u>k}

= / | u ’2 -1‘u‘>kdx k—>—+>oo 0
Q

|u+k|2dx+/ |u—k|?de
{u>k}

donc || u— Ty(u) |2,°25°0 (mes {z € Q/ | u |> k})
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2. ue HY(Q)

I Vu = V(Ti(u) |72 = /Q(T;é(U) —1)? | Vu[* do

:/ | V2 Ak pmar ey
Q

3.0.4 Opérateurs de superposition et trace au bord

Comme les traces des fonctions H'(§2) de sont des fonction de L?*(992) , on peut
appliquer des operateurs de superposition

Théoréme 3.5. soit ) un ouvert lipschitziene et T' une fonction globalement lischit-
zienne IR — IR de class C' par morceauz sauf {cy ...c} finis . pour tout uw € H'(2)

Y0(T'(w)) = T(70(u))
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Chapitre 4

La méthode de Galerkin

4.1 L’idée de la méthode de Galerkin

4.1.1 Etape (01)

Partant d’un probléme variationnelposé dans un espace de dimension infinie, on
procéde d’abord a une approximationdans une suite de sous-espaces de dimension
finie.

4.1.2 Etape (02)

On résout ensuite le probléme approché en dimension finie, ce qui est en général
plus facile que de résoudre di-rectement en dimension infinie.

4.1.3 Etape (03)

Enfin, on passe d’une facon ou d’une autre a la limite quand on fait tendre la
dimension des espaces d’approximation vers l'infinipour construire une solution du
probléme de départ.

4.2 Résolution du probléme modéle par la méthode
de Galerkin

Soit © unouvert borné de IR™ et soit f fonction de C°(IR) N Lo (IR), il s’agit de
trouver une fonction u € H} () telle que —Au = f(u) au sens de D’'(2). De fagon
équivalente, il s’agit de résoudre le probléme variationnel : trouver u € HJ () tel
que

Vv € Hy () : /QVu.Vvdx = /Qf(u)vd:v (4.1)
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4.2.1 Etape (01)

Lemme 2. Soit V un espace vectoriel normé séparable de dimension infinie.

Il existe une famille libre dénombrable {v;}, cIN: Vi € V, telle que les combinaisons
linéaires des v; sont denses dans V' . De plus, on peut les choisir de telle sorte a ce
que la suite des sous-espaces vectoriels

Vi = vect{v;,0 <i <m}
soit croissante.
Preuve 4.1. Soit (w,), v une partie dénombrable dense de V' .

Il existe au moins un (w,) non nul. On note vy = wyo le premier d’entre eux. On
procéde ensuite par récurrence. Supposons extraite de la suite <wn)ne]N une famille
libre (wy;),0 < i < m( on pose v; = wy;) telle que

vect{wg, 0 < k < n,,} =vect{v;,0 <i <m} =V,.

Comme dimV,, = m + 1, ¢’est un sous-espace vectoriel strict de V' et il est fermé.
Comme la famille (w,), N est dense dans V', 'ensemble des entiers n > n,, tel que
wy, &€ V,, nest pas vide.

On prend pour n,, + 1 son plus petit élément (IN est bien ordonné) et I'onpose
Um+1 = Wnyp+1-

Par construction, on a bien vect{wy,0 < k < mn,, + 1} = V,,41.

La famille (v;) <IN répond donc a la question et la famille de sous-espaces vectoriels
associée est bien croissante.

4.2.2 Etape (02)

Lemme 3. Pour tout m € IN, le probleme variationnel : trouver u,, € V,, tel que

Yo eV, : / Vi, Vudr = / f (). vdx (4.2)
Q Q
admet au moins une solution.

Preuve 4.2. On munit V,, du produit scalaire hérité de L*(Q) , c’est-a-dire

(u|v)m:/u.vdx,
Q
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et ’on identifie V,,, espace euclidien de dimension finie, et son dual par l'inter-
médiaire de ce produit scalaire.
L’application

(u,v) — a(u,v) = / Vu.Vudz
Q

est une forme bilinéaire sur V,,,. Il existe donc une application linéaire A,, € L(V},,)
telle que a(u,v) = (A (u)|0)m.
Comme V,,, est de dimension finie, cette application est continue.

De méme, il existe une application F,, : V,, — V}, telle que pour tout couple (u,v)
de V,,,

/Qf(u)vdas = (Fin(u)|v)m.

Il suffit de prendre F,, =[], 0]7, ou [], . est la projection orthogonale L? sur V.
Cette application, non linéaire cette fois, est également continue, comme composée
d’applications continues (on utilise ici le théoréme de Carathéodory). Le probléme
(4.2) se réécrit donc : trouver

Um € Vi tel que Yo € Vi, (A () |[0)m = (Fo(tm)|0)m,
soit, en introduisant la fonction continue P, : V,, — V., P(u) = A, (u) — F(u),

Pour résoudre ce probléme, on va appliquer le Théoréme (2.7). Pour cela, il faut
calculer (P, (u)|u),, sur une sphére et montrer que l'on peut choisir celle-ci pour
que le produit scalaire soit positif. Par définition du produit scalaire sur V,,, nous
obtenons

(Pon(t)|t) / Py (u)udz = alu, u) — / f(u)uda

Q Q
IV ey = 1l qryll @ 22 (mes@)!?
IV (20 —Co ll £ Il qryll Ve llz2(@) (mes(€))'/?
IV |z (I Vg | =Ca |l f Il Ry (mes(€2))"/?)

AVARLY,

ot Cy, est la constante de I'inégalité de Poincaré. Nous voyons donc que
| Vas@ 12 Ca | £ l,_r, (mes(@)"? = (Pu(w)|u)m > 0

Or toutes les normes sont équivalentes sur V,,, qui est de dimension finie. Par consé-
quent, il existe p,, > 0 tel que \/(ulu),, > p,, entraine que l'on a

| Ve llz> Co ll £ llpem, (mes(@)"”.
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Par le Théoréme (2.7), le probléeme (4.3) admet une solution w,, telle que

(U |Um)m < Pm.

Nous avons construit une suite (), € IN de solutions du probléme approché.
Notons que nous aurions également pu appliquer le théoréme de Brouwer lui-méme
en suivant de plus prés la démonstration d’existence par point fixe.

4.2.3 Etape (03)

Il s’agit maintenant de passer a la limite quand la dimension m + 1 tend vers
Pinfini. On commence par une estimation uniforme par rapport a m.

Lemme 4. La suite (un,), _pv est bornée dans Hg(Q).

Preuve 4.3. On reprend le calcul précédent :

M%wwzéﬂ%mwmwmwmm&mmmmwv%mm>
Par conséquent,

| Vit lzn< Co || £ 11y, (mes(©)/2)

On peut maintenant passer a la limite dans le probléme variationnel

Lemme 5. Toute sous-suite faiblement convergente de la suite u,, converge vers
une solution du probléme (4.1).

Preuve 4.4. Soit une sous-suite w,, telle que w,, — u dans H}(Q) (il en existe
d’apres le lemme précédent).

Par le théoréme de Rellich, on a donc u,,, — u dans L?*(2) fort. Par conséquent,
le théoréme de Carathéodory implique que f(u,,) — f(u) dans L?(Q) fort.

Fixons un entier i. Comme la suite V,,, est croissante, pour tout m > ,v; € V,,.
Par conséquent, on peut appliquer 'équation (4.2) avec la fonction test v; :

/Vuvaid:C:/f(um)vidx
Q Q

Comme Vu,,, — Vu dans L*(Q) faible, on a d’une part
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/Vum/Vvidx H/Vquidw.
Q Q

Comme f(u,) — f(u) dans L?(2) fort d’autre part, on a également

/Q Fup vidz — /Q f(w)vidz.

Par conséquent, pour tout ¢ € IN,

/Q VuVods = /Q F(u)vidz.

Comme cette équation est linéaire par rapport a v;, elle reste vraie pour les combi-
naisons linéaires des v;, soit

Vz e U;?';OV},/Vqudm:/f(u)zdx. (4.4)
Q Q

Enfin, U2, V; est dense dans V' . Pour tout v € V', il existe une suite zj € Vj telle
que z; — v dans V fort. On applique ’égalité précédente avec z = z; et I'on passe
a la limite quand j — 400 sans difficulté pour conclure que u est bien solution du
probléme (4.1).

4.3 Reésolution d’un modéle ultra-simplifier

4.3.1 Les équations de Naviers-Stokes stationnaires

Les équations de Navier-Stokes sont des équations extrémement importantes qui
décrivent I’écoulement d’un fluide visqueux incompressible ou compressible, station-
naire ou instationnaire. Dans le cas incompressible stationnaire, elles prennent la
forme suivante. On cherche un couple (u,p), ot u est la vitesse du fluide (laquelle
a trois composantes en dimension trois, donc a valeurs vectorielles) et p la pression
(une fonction scalaire), qui satisfait

—vAu+ (uV)u —Vp =f dans
(4.5)
divu =0 dans ()

avec des conditions aux limites appropriées, par exemple u = 0 sur 0€2. La
constante v est la viscosité du fluide, 'opérateur uV est défini par [(uV)v]; = u;0;v;
avec sommation de 1 & 3 par rapport a 'indice répété j, et f est une densité de forces
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appliquées, par exemple la gravité. La relation divu = 0 exprime I'incompressibilité
du fluide. Tl s’agit de la version stationnaire du probléme, puisqu’il n’y a pas de
dépendance en temps.

nous allons considérer une équation plus simple, mais qui présente une non linéarité
analogue a celle des équations de Navier-Stokes et qui partage donc certaines de ses
propriétés.

Nous allons donc chercher une fonction scalaire u telle que

—Au+udu = f dans
(4.6)
U =0 dans 0f)

Pour appliquer la méthode de Galerkin, nous allons avoir besoin d’une famille totale
un peu particuliére. On commence par un résultat de densité.

Lemme 6. Soit Q un ouvert borné de IR et soit p € [1,+o00[. Alors D(Q) est dense
dans H}(Q) N LP(Q).

Lemme 7. Siu € H(Q), alors udyu € L*(Q) avec

(St d=1, alors 1 <s<2

Si d=2, alors 1<s<?2

d
St d>3, al 1<s< ——
L 7 -~ 9, GLoTs _S_d—l

Preuve 4.5. D’apres les injections de Sobolev
( H}(Q) O L=(Q), St d=1
Hi(Q) O LYQ), pourq<+oo  §i d=2

. 2
\ H}(Q) O L*¥(Q), avec 2*:d—d2 Si d>3

Par Uinégalité de Holder, pour tout couple de nombres positifs (0,0") tels que

Lol
0 o

/ |udul’de < (/ |u|59dx)é(/ |01u|59/dx)5.
Q Q Q

1

on a

1 1
Pour d > 3 On saura conclure si 1 < s6 < 2* et 1 < 56 <2, i.e., s(§ + 5) <1
1 1 d-1
et s > 1. Comme > + 5= 4 on obtient le résultat dans ce cas.
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1 1
Pour d = 2 Le méme calcul donne s(— + 5) < 1 pour un certain ¢ < +00, soit
q

s < 2.
Pour d = 1 est trivial.

Remarque 4.1.

(i) Cette Lemme permet de préciser le sens & donner a 'équation aux dérivées
partielles du probléme (4.6). Etant donné f € H~1(f2), on va donc chercher
u € H}(Q) tel que

—Au + udyu = f au sens de D'(Q). (4.7)

Cette équation a un sens, puisque 'on a Vu € L*(Q;R?) et —Au = —div(Vu) €
H=1(Q). De plus, udyu € L*(Q) pour les valeurs de s données dans le lemme.
Tous les termes de I’équation sont donc des distributions parfaitement bien
définies.

(i1) Siw € HJ(Q) est solution de (4.7), alors nécessairement udiu € H1(Q).
L’information udyu € H () est une information supplémentaire apportée
par I'équation si on a L*(Q) ¢ H1(Q).

Comme, par dualité, L*(Q) C H~'(Q) est équivalent & H}(Q) C L*(Q) avec
s=2pourd=1,¢ >2pourd=2et s =dpourd >3, on voit grace aux
injections de Sobolev que si d > 5, L*(Q2) C H1(Q).
En particulier, dans les cas 1 physiques z, d = 1, 2,3, Péquation (4.7) a lieu
a priori au sens de H1(Q).

Nous allons montrer le théoréme d’existence suivant par la méthode de Galerkin

Théoréme 4.1. Soit Q un ouvert borné de IR®. Pour tout f € H~(Q) il existe une
solution u € H(Q) du probleme (4.6).

On commence par construire une base de Galerkin appropriée. Dans la suite s
prend les valeurs indiquées dans la remarque (ii) qui suit le Lemme (7).

4.3.2 Etape (01)

Lemme 8. Il existe une famille dénombrable (wy,), gy d’éléments de D'(Q) dont
les combinaisons linéaires sont denses dans H}(Q) N L3(92).

Preuve 4.6. Comme H}(Q) et L¥(Q) sont tous deus séparables pour leur norme
respective, il vient que V- = H}(Q) N LSI(Q) est séparable pour sa norme naturelle

| v a3 + v Lo @) En effet, V' est isométrique au sous-ensemble
A ={(v,v) € Hy(Q) x L*()}
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du produit cartésien H}(Q) x L* () muni de la norme

I (v, w) =]l 0 |y + T llzs

, lequel est clairement séparable. On utilise maintenant le fait que D’(Q2) est dense
dans V', cf. Lemme (6), pour construire une famille dénombrable dense formée d’élé-
ments de D'(€2) et on conclut en utilisant le Lemme (2).

4.3.3 Etape (02)
Considérons maintenant le probléme variationnel approché en dimension finie.

Lemme 9. Soit V,, = vect{wy, wy,ws, ..., wy }. Le probléeme : trouver u,, € V,, tel
que

Yo eV, : / Vu,,.Vodr + / U, Oruvdr =< f,v > (4.8)
Q Q
admet au moins une solution. De plus cette solution satisfait

| Vi (2@ <Il f la-1(0) - (4.9)

Preuve 4.7. On commence par remarquer que par construction des w;, V,,, C D(£).
On
munit Vy, du produit scalaire L* (sans notation spécifique cette fois). Comme
précédemment, il existe deuz applications continues A,, et B,, de V,, dans V,,
telles que

/Vszdx = /Am(z)vdx
0 Q

/z@lzvd:c = /Bm(z)vdaj
0 Q

De méme, il existe F,, € V,, tel que

Vz,v €V,

Yo eV, < f,v>= / F,vdzx.
Q

Posant P,,(2) = A (2) + Bn(2)?F,, le probléme variationnel se rééerit donc sous
la forme : trouver u,, € V,,tel que

P, (uy,) = 0.
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Pour résoudre une telle équation en utilisant le Théoréme (2.7), nous sommes
donc
amenés a calculer les produits scalaires :

/Pm(z)zd:v:/Vszd:v—i—/zzalzdx— < f,z>, (4.10)
Q Q 0

pour z € V,. Or, comme V,,, C D(Q), on a aussi 2> € D(Q) et 9;(2%) = 3220, 2.

Par conséquent,
1
/ 220, 2dx = = / O1(2*)dz = 0,
Q 3 Ja

et le produit scalaire (4.10) se réduit donc a

/Pm(z)zdx = / VeVedr— < foz > . (4.11)
Q Q

On constate que le terme non linéaire a disparu. Il est alors élémentaire de trouver

une sphére sur laquelle | P, (2)zdz > 0, ce qui permet de conclure & l'existence
Q
de u,,.

Reprenant alors (4.11) pour z = w,,, on obtient
| Vi ||%2(Q): / Vi Vg de =< fug ><|| Vug, 2@l f [lz-1@),
Q
d’otl 'estimation (4.9).
|
D’aprés Iestimation (4.9), nous pouvons extraire de la suite u,, une sous-suite, tou-

jours notée u,,, qui converge faiblement dans H}(2) vers une limite u. Nous sommes
alors en mesure d’achever la démonstration du Théoréme (?7?).

4.3.4 FEtape (03)

Lemme 10. . La limite faible u € Hy(Q) est solution du probléme variationnel :

Y € V,/ VuVudr + / udyuvdr =< f,v > . (4.12)
Q Q

En particulier, u est solution du probléme (4.6).

Preuve 4.8. Fizons un indice i. Pour tout m > i,w; € V,, et nous avons donc
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/QVumeid:v + /Qumé?lumw,-dx =< f,w; > . (4.13)
Comme Vu,, — Vu dans L*(Q), on a immédiatement
/QVumeidx — /QVquidx.
Par ailleurs, par le théoréme de Rellich, u,, — u dans L?*(Q2) fort. Comme
w; € D(Q), on en déduit tout aussi immédiatement que u,,w; — uw; dans L*(£2)

fort.
En effet,

2 2 2
[t = e < ma(?) | 0 3o
9] Q
Combiné avec la convergence faible de 0 u,,, ceci donne pour le terme non linéaire

/umwialumdx —>—>/uwi81ud:v.
Q Q

Par conséquent, passant a la limite quand m — +o00 dans (4.13), nous obtenons
(le second membre ne dépend pas de m)

/Vquidx + / uOiuw;dr =< f,w; > .
Q Q

Cette égalité est vraie pour tout ¢ € IN. Elle implique par combinaisons linéaires
que

J

Yv € U‘?‘;OVJ-,/ VuVudx + / udhuvdr =< f,v > .
Q Q

Ici encore, USZ,V; est dense dans V' = Hy(Q2) N L*(Q). Pour tout v € V , il existe

donc une suite v; € V; telle que v; — v dans H¢(Q) fort et dans L*(Q) fort,
D’apreés la premiére convergence

/Vqujdx — / VuVudz, < f,v; >—< f,0 >
Q Q

d’une part, et d’autre part, par la deuxiéme convergence

/u@wwdm—)/u@luvdm
Q Q

En effet, on a vu que udyu € L*(2). On obtient donc bien le probléme variationnel
(4.12).
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Pour conclure, on remarque que D(2) C V, ce qui implique que u est bien
solution du probléme (4.6) de départ.
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Chapitre 5

Eléments de théorie des opérateur
elliptique linéaire

5.1 Le principe du maximum fort

Théoréme 5.1. Soit Q un ouvert borné de IR" , A € M avec a;; € C°(QQ) et
3X > 0tq
a;;€i&; > ¢, Ve € Q

et € € IR".

Un vecteur b € (C°(Q2),IR") et une fonction ¢ € C°(Q) tq c(x) > 0 dans Q
Yu € C°(Q) N C?(Q) qui satisfait :

—a;j(x)0j;u(x) + bj(x)0u(z) + c(z)u(z)
Lu
u(z) >0 sur 0N2

>0 dans

est positive ou null dans Q.

Lemme 11. Soit L' = —a;;0;; .Si u € €*(Q) atteint un minimal local en un point
xo € Q ,alors L'u(xy) < 0.

Lemme 12. Soit u € C°(Q) N €*(Q) tq Lu > 0 dans Q alors :

i) Si ¢ =0 on a mingu = mingg u
ii) Sic >0, on amingu > mingg u

Preuve 5.1.

i) Q est bornée alors Q est compact (puisque elle est continue sur un bornée
alors u atteint ses bornes )
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* On suppose dans premier temps que L(u) > n > 0 dans €. Si u atteint
son minimum sur 0, il y rien a démontrer.
Supposons que u atteint son minimum en point zy de €. En ce point
intérieur ,Au(zo) = 0 donc Lu(xg) = L'u(zg) < 0 < d’aprés lem (11)
contraduction donc ming v = mingg u

Supposons maintenant que Lu > 0 dans € .
us(x) = u(x) — e’ les constante ¢ et y & choisir

L(ee™) = (—an(z)y” + bi(z)y)e™
On choisis v assy grand pour
X7 =iy > 0
()\ >0:ay; > )\(CO@I’CiVG f = 61))||b1HCO > |b1|

—any® + by (x)y < =M+ [|by 7 <0

donc :
L(ge™) > (M — [|by]ly)e™™
On pose
=Xy = |[byj o x mine”™
¢ Q
donc

Lu. = Lu—eL(e™) >n >0 dans )

donc u. atteint son min sur 02

min . = minu. = min(u(z) — ee’**)
Q o0 Ow

Alors

min v = min v
a 0

ii) Si u > 0 dans Q alors u > 0 sur Q par continuité ,donc ming > 0 et u = 0 il
n’y a rein a démontrer .
Supposons que u pronne des valeurs strictement négative dans w et po-
sons :Qz € Q/u(x) < 0.c’est un ouvert non vide .En plus Lu = Lu — cu > 0
dans Q et il n’a pas de terme d’ordre 0.D’aprés le cas(i) (mingu = mingg u)
Donc il est clair que ming u = mingu (par définition parceque sur Q_,
u > 0)
u < 0,Vr e 000_ donc u = u_ sur 992_
De plus (02N Q) U (092_NIN) = 00_
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Siz e (02-NQ) alors u(z) =0 (sinon u(z) < 0(z € Q_) ),
Comme ming < 0 on voit que :

min (u(z)) = min (~u(z)) = min (~u(z)) = min(-u(z))

ce qui termine la démonstration.

Preuve 5.2. Démonstration de le théoreme (5.1) :
Appliquant lem (12), on a w > 0 sur 052 donc u— = 0 sur J2 donc ming > 0 alors
w > 0 sur Q

Remarque 5.1. Le principe de mazimum forte entraine lunicité de la solution du
probléeme de Dirichlet de C° N C?.En effet Lu =0 et u = 0 sur 0 entrain u > 0 et
u < 0.

Définition 5.1. condition de spheére interieur :
Ve € 0Q,3B(y,R) C Qtq By, R)NIN =@
(i.e :on peut placer une boule sous un graphe de C?)

Théoréme 5.2. Soit Q satisfait la condition de sphere interieur et soient L et U
€ CH(Q) N (C?*(Q)) satisfaisant les memes hypothése de theoreme (5.1) .

Si w atteint un minimum local strict en un point x, € 02 dans le cas C' =

: - : : ou
0 ou bien un minimum local strict négatif dans le cas ¢ > 0 alors —(zg) =

In
1i(20)0u(xo) < 0.

Preuve 5.3. Soit B(yo, R) la boule associe au point xo par la condition de sphére
(On peut toujours choisir R assay petit

pour que u(zg) < u(z), Ve € B(yo, R) puisque xq est un point de minimum local
strict ).On pose :

a2 P2 P2 2 12 P2
v(x)ze”"x vol* — o= 7R — R (e ¥lz—yol R—l)

v(x) = 0 sur le sphére S(yo, R) [|x — yo| = R, donc v(z) = 0] et
v(x) > 0 dans la boule B(yo, R) :

[]x —p| <BR= |z -yl ~R*<0= —ylz —yo|* = R* > 0= w1 > 0]
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Par calcule élémentaire :

Lv(x) = —a;;0;;0(z) + b;0;v(z) + c(x)v(x)
= [—4yai;(z,—y,, ) (@5 — yij) + 27(ai — bi(zi — yos))]
— ze Y 4 e(a)o(x)

par coirsivité de A et du fait que ¢(z)e "% >0
On voit que :

Lo(x) < =47 Alx — yol” + 2v(as + [|bile; — yos)e el
En particulier, si x € B(yo, R) B(yo, R/2)
—VR? —y
Lu(z) < (=7*AR* + 29([lalle + bl R) + llcllo)e 4
R > |z —yo|R/2
Choissisant un v assay grand pour
AR + 23([allo + [Bla ) + o <0

On voit que sur O, Lv(x) < 0
Considerons maintenant :

sur l'ouvert O :
Lz(z) = Lu(x) — Lu(xy) —eLv(x) >0

Soit ¢ = 0 ou ¢(z) > 0 avec u(xy) <0
Deplus 90 = S(yo, R) U S(yo, R/2)

Sur le sphére S(yo, R) : 2 = u — u(zg) > 0
Sur le sphére S(yo, R/2) : 2z =u —u(xg) >n >0
n
ES Smpaam

z(z) = u(x) — u(zo) — ev(x) > 0 sur le sphére S(yo, R/2)
On applique théoréme (?7) a la fonction z sur O

Ve € O :u(z) > u(xg) + ev(z)

restrent sur le segment zo — tn(xg), R/2 >t >0

u(zo — tn(wp)) — u(xo) > Ev(l’o — tn(wo))

; > ; — 2evR quand t7 — 0"
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On déduit que

g—gw < 2R~ 00

Théoréme 5.3. Soit Q un ouvert borné de IR", connexe et u € C°(Q) N C%(Q) g
Lu >0 dans Q

On note m =
mingu. Alors

Sic=0ousic>0etm<0 Alors u = m sur Q ou u > m dans

Théoréme 5.4. Soit n > 0 et u € C%(Q) tq

Lu+nu=f dans Q

u=g sur 0}

Alors
I f llee@ !

| ulco@y< maz{]| g [lco(a0);
Preuve 5.4. D’abord comme u satisfait [’équation non seulement dans €2 mais aussi

dans Q, on a nécesserment f € C°(Q)

Posons v = u —

| f @
maz{|| g |lcoo0); —————}

Onav < u—| gllco@a< 0 sur JQ parceque

| f e
maz{|| g |eo oy —— 2} >[| g leo o0y
o 171
co(Q
Lo+ = f — (e +n)ymaz{|| g |lcoo0); ——2}
C
</ o | fllce@ = 1 f llee @y
C
<— I fllee@<0
n
Donc par principe de maximum fort
v < 0 dans Q
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alors

| f llce@ —
u < max{|| g ||co@0); —()} dans
De méme maniérevaT U+
co@)
maz{| g |lce@a)y; ———}
On trouve
v >0 dans Q
alors 171
Cc°(Q =
u > —maz{]| g ||lcoon); T()} dans €
Alors
I f lloe@)
| v | go@ < maz{]] g llcop); ———}

Théoréme 5.5. Soit u € C°(Q) NC%*(Q) tq Lu = f dans Q avec f bornéé dans Q
et u = g sur 02

Alors 3C( diamétre de Q, || b ||co, A ) tq

| ullco@ =<l g lleeon) +051§12P |/l

5.2 Le principe de maximum faible

Théoréme 5.6. Soit ) un ouvert borné de IR", A € My, tq a;; € L>(2) et qu’il
existe A > 0 tq a;;&& > N E2,VE € R,z € Q et c € L™®(Q).c(x) >n >0

Toute une fonction u € H'(Q) qui satisfait
—div(AVu) +cu >0
u_ € Hi(Q)
est positive ou nulle p.p dans €.

Remarque 5.2. T estune distribution de D'(Q2) est dite positive ssi¥¢ € D(Q), p(x) >
0 dans Q2 alors <T,¢ >> 0

Lemme 13. Soit f € H'(Q) tq f > 0 au sens de D(Q), Alors
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Yv € H&(Q), < f,U >H_1’H62 0

Preuve 5.5. (preuve de théoréme (5.6) I suffit de montrer que u_ = 0. Comme on
au_ € Hy(Q),
il suffit de montrer que Vu_ = 0. Puis on applique l'inégalité de poincarré. Soit

donc f = —div(AVu) +cu € H Q)

0 << fiu- >g gi= / AVuV (u)_ + / cuu_
Q 0
OnaV(u_)=-1,-Vu=—(1,<)*Vu, alors
AVuV(u_) = —AVu[(T,<0)*Vu]
= —[AVull,<oVu][AVull,<cVu] = —AV (u_)V(u_)

De méme (u_) = —M,<ou = —(L,<p)?u d’ou
cuu_ = —c(u_)?
Alors
/AVU_V(u)_ —|—/cu_u_ <0
Q 0

A est coercive, alors

[
Onau, =
max(u(x),0) et u_ = —
min(u(x),0)
Théoréme 5.7. Soit Q un ouvert borné de IR", A € M, «, symétrique.
;&8 = 0 p-p ay; € L2(Q),c € L¥(Q).c(x) =20 >0

Vu € HJ () solution de

—div(AVu) + cu = f, au sens D'(Q) (5.1)

satisfait :

1
I lzee@)< — 11 f =@
n
Preuve 5.6. Soit f € L™(Q), k> 0. On a (u— k), € H}(Q), alors
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5.1@[)AVUV(U—]C)++/QCU(U—]€)+:/Qf(u—/{i)+

/ AVuV(u — k)4 = / AV (u — k)V(u — k) parceque V(—k) =0

Ona(u—k)=wu—-Fk)y—(u—Fk)_et(u—Fk)y x (u—k)_=0o0uV(u—k)y =
]Iu>kv(u - k) et ]Iu>k - (]Iu>k>2

= / AV(u— k)4 V(u — k)4 > 0 parceque A est coercive
Q

Alors
[eutu=ny < [ sw-n.

Puisue © est borné, on peut soustraire displaystyle [, ck(u — k)4 Alors

[ etu=m—y. < [ (£~ cbyu b,

Q

e — k)(u — k)4 < / (f — ck)(u — k)

Q

7l =0 s |

Q
Donc

0l (= E) 2 /Q<f—ck><u—k>+

Sik= % alors f — ck <0 p.p. Comme (u—k)y >0 p.p

Donc
displaystyle/(f —ck)(u—k); <0p.p
Q
Donc
(u—k); =0ieu<0p.p

De méme maniére on peut prendre v = (u + k)_ et k = , On trouve

S e
U

(u+k)-=0ieu>—kp.p

Donc

Alors
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