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Exercice (01)

Soit Ω un ouvert borné de IRn, A ∈ Mn×n tq aij ∈ L∞(Ω) et aijξiξj > 0,∀ξ ∈ IRn p.p et c ∈ L∞(Ω) tq
c(x) > µ > 0
Toute une fonction u ∈ H1

0 (Ω) solution de :

−div(A∇u) + cu = f au sens de distribution (1)

1. Donner l’équation variationnelle de (1).

2. a)- Montrer que (u− k)+ ∈ H1
0 (Ω),∀k > 0.

b)- Montrer que (u− k)+ = 0 p.p. avec k = 1
µ‖f‖L∞(Ω).

c)- Déduire que u 6 k p.p.

3. a)- Montrer que (u+ k)− ∈ H1
0 (Ω),∀k > 0.

b)- Montrer que (u+ k)− = 0 p.p. avec k = 1
µ‖f‖L∞(Ω).

c)- Déduire que u > −k p.p.

4. Déduire que

‖u‖L∞(Ω) 6
1

µ
‖f‖L∞(Ω)

Exercice (02)

Soit Ω un ouvert borné de IRn, n > 1,et M,N ∈Mn×n tq aij ∈ L∞(Ω)(∃β > 0 tq | (M +B) | ξ 6 β | ξ |
p.p ) et Mξ.ξ > α ‖ ξ ‖2, et Nξ.ξ > α ‖ ξ ‖2,∀ξ ∈ IRn p.p.

1. Soit f ∈ L2(Ω)), u est solution de
u ∈ H1

0 (Ω)∫
Ω

N(x)∇u(x).∇v(x)dx =

∫
Ω

(M(x) +N(x))∇w(x).∇v(x)dx ∀v ∈ H1
0 (Ω)

(2)

avec w est solution de
w ∈ H1

0 (Ω)∫
Ω

M(x)∇w(x).∇v(x)dx =

∫
Ω

f(x)v(x)dx ∀v ∈ H1
0 (Ω)

(3)

a)- Montrer l’existence et l’unicité de w solution de l’équation (3) par Lax-Milgram.

b)- On pose S(v) =

∫
Ω

(M(x)+N(x))∇w(x).∇v(x)dx, montrer l’existence et l’unicité de u solution

de l’équation

∫
Ω

N(x)∇u(x).∇v(x)dx = S(v),∀v ∈ H1
0 (Ω) par Lax-Milgram.

2. On note la solution unique de (2) par T (f).

a)- Montrer que T est linéaire de ∈ H1
0 (Ω) dans H1

0 (Ω).

b)- Monter que ‖ ∇w ‖2L2(Ω))6
1
α ‖ f ‖L2(Ω)) . ‖ w ‖L2(Ω))

et déduire qu’il existe C1 > 0 tq ‖ w ‖H1
0 (Ω))6 C1 ‖ f ‖L2(Ω))

c)- Montrer que | S(v) |6 β ‖ w ‖H1
0 (Ω)) . ‖ v ‖H1

0 (Ω))

d)- Montrer que ‖ ∇u ‖2L2(Ω))6
β
α ‖ w ‖H1

0 (Ω)) . ‖ u ‖H1
0 (Ω))

et déduire qu’il existe C2 > 0 tq ‖ u ‖H1
0 (Ω))6 C2 ‖ f ‖L2(Ω)).

e)- Déduire que T est continue compact de L2(Ω)) dans L2(Ω))
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