Université Ibn Khaldoun de Tiaret TD Analyse 3

FICHE TD : N°1

Séries numériques

2éme année

Exercice 1 :

Déterminer la nature des séries numériques suivantes en trouvant les suites des sommes par-

3'I’L
=

tielles associées.

Z n(n+1)(n+2)

n>1 n>1 n>1
n%—2 n3 1
> > > In(1--—
n! n! n2
n>1 n>1 n>2
Exercice 2 :

Déterminer la nature des séries suivantes

> (o) Y 2ro)

5/ e arccos(n)
;2:1 Vi +2on— v -1 ; arccos(2n)

(-

n>1

Exercice 3 :

Soit @ > 0, déterminer la nature des séries suivantes

Z(1+a)(1+a)2"~(1+a)n Z(%—l)

n>1

2 [(UF;ZL)”_ nfluea}

n>1 n>1

Exercice 4 :

Déterminer la nature des séries suivantes

|
Z 2" nln™" ;L—n

1
D g

n>1 n>0 n>1
2
1 T\ n?+1 "
> G S () w0 Y (F)
= (Inn)nn = n si\n +n+1
n2
> ()
n21<n+1
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Exercice 5 :

Soient E Uy, €t E vy, deux séries a termes positifs convergentes. Montrer que les séries sui-
neN neN
vantes sont aussl convergentes.

UpV
g max (U, Un), E vV UnpUp E -
neN

U v
neN neN n  Un

Exercice 6 :

Soit g up une série a termes positifs convergeant vers S.
n>1

n

1 L
1. On pose v, = - Z ug, quelle est la nature de la série Z Up 7

k=1 n>1
1 n
2. On pose w,, = ———— kuy, calculer wy, en fonction de S.
p n TL(TL T 1) Z k> Z n
k=1 n>1
a o« o e a
Indice : si lim a, existe alors lim <1++n> = lim a,
n—>-4oo n—-+oo n n—>-4oo
Solution 1 :

1) Pour tout k € N*, on a

1 1 (k42 -k 1 1 1 B
kk+1)(k+2)  2k(k+1)(k+2) 2 (/-c(kJrl) N (k+1)(k+2)> = Ok ke

1
ou ak:m,alors
1 1/1 1
S, == — e [
n=gle—ann) =3 (2 (n+1)(n—|—2)>
Al li S, _1! d la séri L t 5—1
ors n*lglkoo n = 1’ onc aserle;n<n+1)(n+2) converge et sa somme = 1

2) Soit (un)nen une suite géometrique de raison q différente de 1, alors pour tout n € N et
tout p € N tels que n > p, on a

n 1— qn—p-‘rl
Z Uk = Up 1—
k=p

q
Alors

n 3k ) n 3 k
= Z<7>
k=1

3" 147

est convergente et sa somme est —
=2 4

14
Alors lim S, = 77, donc la série Z

n—> —+00
n>1
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3) Sachant que

tan o — tan g T
tan(a — f) = ———— Va,B €] — =, =
(@ = B) 1+ tanatan 3’ B €l 2’2[
En prenant o = arctana et 8 = arctan b, on obtient
a —
arctana — arctan b = arctan ———, Ya,b € R
1+ab

pour a = k+ 1,b = k, on déduit que

1
arctan (/@—l—k—kl) = arctan(k + 1) — arctan(k)
= ag+1 — Ak

ou a, = arctan(k), alors pour tout k£ € N*, on a

n
1
Z arctan <) = arctan(n + 1) — arctan(1)

2
prt K2+ k+1
s
= arctan(n + 1) — 1
Comme lim arctan(n+1) = T la serie Z arctan . converge et sa somme
n-—s+oo 27 = n?+n+1 &
- >
S=—
4
1
4) En utilisant le fait que e = Z — n?=n(n—1)+n et n! =n(n — 1)!, on obtient
n!

n>0

n?—2 nin—1 1 1
Z nl :Z (nu )+Z(n_1)|_22n1

n>0 ’ n>2 ’ n>1 ’ n>0
=e+4+e—2e
0
5) C = 1 = 1)!
) ommee—zm,etn—n(n—)
n>0
n n
[ —_ 1)
nZln n>1<n 1)
—_ 1)
= (n—1)
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6) la suite des sommes partielles associées est
. 1
S =3 In <1 - k2>
k=2
. k-1
=> In 12
k=2

= i(ln(k +1)—Ink)— (Ink —In(k — 1))
k=2

n
= g Ak+1 — Ak
k=2

o a =Ink —In(k — 1), alors

n+1
n

Sp=apt1 —az=In(n+1)—Inn—1n2 = —In2

1
lim S, = —1n2, donc la série g In <1 — 2> converge et sa somme est S = —1n2
n—y 400 n
n>2
Solution 2 :
1) On a

n—>-+oo n

1
lim cos () =1#0

La condition nécessaire de convergence n’est pas vérifiée, la séries est divergente.
2) Comme

]. +o00

= ~

1
\/n(n+1) 1
n? <1 - >
n
1 - . . e T
>~ — est une série de Riemann (o = 1) divergente, et d’aprés de critére d’équivalence de
n

1
Vvn(n+1)

n
3) Ona lim (9) = 0 et le développement limité de sin au voisinage de 0 a ’ordre 1 est

S|

séries a termes positifs, la série ) -4 est divergente

n—>-+oo

2 n
sinz = x 4 o(z), en prenant x = <9> , on obtient

sin g n+oo g !
9 9
2\" 100 /10\"
5%sin | = ~ | =
a(5) = (3)

10 10\"
Puisque 1 < 9 la série géometrique <9) diverge, et par le critére d’équivalence de

donc

2 n
séries & termes positifs, la série Z 5™ sin <9> est divergente.
n>0
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4)

on a
Yn2+2n—vn2-1= \3/712(1—1—2) — \/nQ(l—l)
n n?
2
:n?) —nNn
1
n3
+oo
~ —n
Ainsi

InZroam—vnZ—1"p

La série > n est divergente, et par le critére d’équivalence de séries a termes positifs la
série v/n? + 2n — v/n2? — 1 est divergente

arccos(n)  e"—e " 4

8

= e_n

2

en
arccos(2n)  e2n —e—2n e2n

g exp " est une série géométrique convergente, et d’aprés la régle d’équivalence de séries

arccos(n)
est convergente.

& termes positifs, la série E _—
= arccos(2n)
n_

Au voisinage de 0, on a In(1 + z) =z — % + o(z?)

1
—e — enln(1+ﬁ)
1_ 1
o o(hmae)
1
= e — el_ﬁ

En utilisant cette fois-ci le développement limité de la fonction exponentielle au voisinage

de 0 a 'ordre 1, on trouve

+00 1 ]. e
U, ~ e—el —— = —
2n 2n

Z % est une série de Riemann divergente, et d’apreés le critére d’équivalence de séries a
n>0
termes positifs la série Z uy, est divergente.
neN
On applique la régle de Cauchy. En utilisant le développement limité de la fonction expo-

nentielle & ’ordre 1, on trouve

Inn
— 1
lim Jups|= lim n—-1= lim en —1= lim ——=0<1

n—-+4oo n—-+4oo n—-4oo n—-+oo N

La série est convergente.
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Solution 3 :
1) Comme a >0, (1+a)(1+a)?---(14+a)" 1 > 1, dou

an

Ara)(lta? Arar (1ia)n

2 . 2 2 L3 a/ " . ~
< 1, la série géométrique Z converge, et par le critére

Puis 0 <
due 14+a
n>0

a
1+a

n

n
a
de comparaison de séries a termes positifs la série est
passon de séies i termes posits o série 3 (oo )

convergente.

2) Le développement limité de la fonction exponentielle au voisinage de 0 a 'ordre 1 donne

0 Ina .
e® ~ 1+ x, en prenant x = —, on obtient
n

na 1 1
%7126171 *1+£Ol+ nailzna
n n

Ina
Z —— est une série de Riemann (o = 1) divergente, et d’apreés le critére d’équivalence de
n

séries & termes positifs la série Z( {/a — 1) est divergente.

n>1
3) Posons wy, = (1+g>nf D _ea
" n n+1
n
On a lim <1+ﬁ> =€ wy TRea o _ca
n—s+oo n n+1

a
. +o0o0 €
Il s’ensuit que w,, ~ —
n
e(l
E — est une série divergente, et d’apres la régle d’équivalence g wy, est divergente.

n
n>0 n>0
Solution 4 :
1) Pour tout n € N, on a u, = 2".nl.n~™ > 0. Utilisant la régle de d’Alembert

ontl H -1 9
Ut 2 DYt 1)

n—stoo Uy, n—s+00 2n.nln=n e
La série Z 2" nl.n~™ est convergente
n>0
n!
2) Posons u, = onyona
U n+1
ntl + — +00
U, 2
. : n! :
D’aprés le critére de d’Alembert, la série Z on est divergente.
n>0
3) On a
T 1111
3lnn - 611-131“" - elnnin3 - elnnh13 - nln3
Mais 1 lors L _ Lo érie de Ri =1
ais In3 > 1, alors ) Jhn = > W3 est une série de Riemann convergente (o = In 3)
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4) Pour tout n >1
1 1 1 1 1

Un = (lnn)lnn - eln(lnn)lr‘” - elnnin(lnn) - elnnlﬂ(lnn) - nin(nn)

Appliquant la régle de Reimann

2

. . n . _
lim n’u, = lim = lim n2nn) —
n—s—+00 n—s-+o00 nln(ln n) n—s-+o00

1
La série ———— est convergente
5
5) On a In(1 + z) = z + o(z) au voisinage de 0, en prenant z = z qui tend vers 0 lorque n
n

tend vers +00, on obtient

T\ ln(lJrf)n
lim (1 + —) = lim e n
n

n—>-+oo n—>-+4oo

xr
. nln(lJr*)
= lim e n

n—>-4oo
x

i
= lim en
n—+o00
= 627
La condition nécessaire de convergence n’est pas vérifiée, la série est divergente.
6) On applique la régle de Cauchy

2 1 n
lim  V{/|u,| = lim (n—l—)

n—s—+o0o n—+oo \n2+n-+1

. n "
= lim l1—-
n—s+o0 n?+n+1

nln(lfL)
= lim e n2 +n-+1

n— —+0o0
n
2o
n—> —+00
=el<1
2 n?
. . n“+1
La série Z lim (2) est convergente.
n>1n—>+oo n“+n-+1

7) On a

n

—nZln| 1
— A " n< +n+1>
1 1 1
o lme()

n
n21n( )
Up = € n+1
1

1
_ e—n+§+o(1)
1
+r80 e2e ™

Par comparaison & une série géometrique convergente, la série de terme général u,, converge.
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Solution 5 :

Pour tout a,b € RT, on a
max(a,b) < a-+b

a+b

et comme 2ab < a? + b2 alors vVab <

majorations suivantes

. Uy > 0 et v, > 0 pour tout n € N, on obtient les

max(tn, V) < Up +vn , AV UpUp < ———— Un + Un

et
UnUn < UnpUn,

= = Un
Un + Up Un

Par comparaison de séries & termes positifs, on peut conclure.

Solution 6 :

. 1 ¢
1) Soit S, = — E U, comme g Uy converge vers S
n
k=1 n>1
Ainsi
+oo

Up ~~

S|

>~ — est une série de Riemann divergente, et d’aprés le critére d’équivalence de séries a
n

termes positifs, la série Z vy, est divergente.

neN
2) On a
1 n
= k.
n n(n+1) Z b
k=1
1 1 =
=(—-- k.
() o
k=1
n n
1 n+1
= *Z k_izkuk‘i‘un—l-l
posons a, = — Z k.uy, wy, s’écrit

k=1

Wp = Gp — Ap41 + Unt1
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On peut maintenant trouver la suite des sommes partielles de la série > W,, qu’on note T,
n
Tn = Z Wi
k=1

n n
= Z(ak — ap41) + Z Uk+1
k=1 k=1

n+1
=a; — Gn+1 + Zuk
k=2
1 n+1 n+1
=u; — 7Zk.uk —l—Zuk
n—+1
k=1 k=2

1 n+1
= On+l — m ;kuk

1 n+1
Calculons o Z k.ug, on a
k=1
n+1
Zk‘.uk = w; + 2uz + 3Buz + -+ + (n+Duppy
k=1
= uw + wy + wg + - + Un+1 —  Sht1
+ wuy + uz + -+ Up41 —  Spt1— 51
+ wug + -+ Up 41 —  Spt+1— Se
+ Unp+1 — Sn+1 — Sn
Ainsi
n+1
Zk‘-uk =Mn+1)Spp1—S1—S2—---—85,
k=1
On déduit alors que
1\ S1+S2 4+ 85
kg = Spe1 — =
n+1 Z k= ot n+1
k=1
Revenant maintenant a ’expression de T},
S1+S2+ -+ S,
T, =
n+1
Grace a 'indication, on trouve que
Si+S,+---+ 8
lim T,= lm 22T 2F %o oy g.-8

n—s—+00 n—s—+00 n+1 n—s+00
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