2iéme année Université Ibn Khaldoun de Tiaret TD Analyse 3

FICHE TD : N°2

Séries numériques

Exercice 1 :

Déterminer la nature des séries suivantes

ngn L s (D" (1-)"
>_(~1)"sin 2 < n? ) nzln(n+(—1>”>

n>1 n>1

Exercice 2 :

1. L’inégalité suivante est-elle vérifier 7
k+1
In?(k) < / In?(t)dt <In’*(k+1) 1<keN; te[l,+oo
k

2. Par une intégration par parties, calculer

/1 ’ In?(t)dt

3. Donner un équivalent de

Sp = Zan(k) quand n — 400

1
4. La séries de terme général — est-elle convergente 7
n

Exercie 3 :

Etablir une comparaison avec des intégrales
2
1. Z Vi

2. ln(n') " nlnn

1 100
3. %er Inn
k=1

klnk <~ In(lnn)

Lk oo (In7m)?
k 2

k=1
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Exercice 4 :

Inn
Pour n > 1, on pose u, = U= (=)™ up, S, = E ug et Ty, = E Vk
1<k<n 1<k<n

1. Préciser la nature des séries E Up, et g Un,

n>1 n>1
2. Donner un équivalent de S, au voisinage de 400
1

3. Montrer que Sy, — S, =In2.lnn + 5.(ln 2)? 4 o(1) au voisinage de +o0o
4. Calculer Sy, + To,

5. En déduire Z Un,

n>1
Exercice 5 :

Déterminer la nature de le série de terme général

VIEVE4 4V

n

acR

n

Exercice 6 :
T

1. Pour tout n € N, on pose W,, = /2 cos™ tdt
0

™

a) Montrer que pour tout n € N, W,, = /2 sin” tdt
0

)

b) Montrer que pour tout n € N; W,, > 0
)
)

¢) ATlaide d’une intégration par parties, montrer que pour tout n € N, nW,, = (n—1)W,,_5
T
d) Montrer que pour tout n € N, nW,, W, _1 = 5
n—1 w, . ) T
e) Montrer que pour tout n > 2, < "_ <1, puis déduire que W, 1 o
n—1 n

2. On considére la suite (uy)nen définie pour n > 1, par

nle™
- nnyn

et la suite (v, )nen définie pour tout n > 2 par

Un

vp = Inu, —Inu,_1

1
a) Exprimer v, en fonction de n et donner un développement limité a ordre 2 en — de la
n
suite (vp)neN
b) En déduire que la série Z vp, est convergente.

¢) Montrer alors que les suites (Inuy)nen et(uy)nen convergent, et donc il existe un réel
K > 0 tel que
n\”"
n! K (—) NZD

e
d) En utilisant cet équivalent, calculer un équivalent simple de la suite (Wap)pen
e) En déduire que K = /27 et donc

n

n! 7 nn e "/ 21n
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Solution 1 :

1
1) Il s’agit d’une série alternée. Posons a,, = sin ()
n

T
Pour tout n e N, 0 < — < 5 alors a,, est positive et tend vers 0, et on a
n

1 1 1 1
< 1— < — =i <sin| — | = <
n<n-+ ntl <n sin <n+1> sin <n> apt1 < Qp

car la fonction sin est positive et croissante sur [O, 5}, et d’apres le théoréeme de Leibnitz

1
la série Z(—l)” sin () est convergente.

n
n>1
2) On effectuée un développement limité de la fonction sin au voisinage de 0 a l'ordre 1, on

obtient 1 (1) .
sin R +o0 (nQ>
. ) -1 s _— .
La série alternée ) 5— est convergente d’apreés le théoréme de Leibniz, et comme
n
1 < 1
\n2)| = |2

. 1 . . .
la série E 0 <2 est absolument convergente d’aprés le critére de comparaison de séries
n
—1)"
n2

A termes positifs, on conclut que la série E sin est convergente comme somme de
n>1

deux séries convergentes.

3) Les développements limités des fonctions In(1 + n) et au voisinage de 0 & 'ordre 1

s’écrivent !
In(1+x) =z + o(z)
:cil =1—-—z+o(z)
Ainsi
o R e
In(n + (=1)") Inn+In(1+ 7(_1)71)
B (1)
_=nn 1
Inn (=)™ (=)™
bt nlnn o (nlnn)

- (1= o (G o (5))

= st ()

-1 1
La série alternée > =t est convergente d’aprés le théoréme de Leibnitz, . —— est
nn n(lnn)?
1
une série de Bertrand (o = 1 et 8 = 2) convergente et la série > o(ﬁ) est absolument
n(lnn
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convergente d apres le critére de comparaison de séries & termes positifs, on conclut que la

série Z n(n + D) est convergente comme somme de séries convergentes.
4) On a 1
‘un’ - T o
n24/1+ (=1

P +o0 1 L. . . . L.
Ainsi |u,| ~ —& est une série de Riemann convergente si et seulement si o > 2, la série
n2
E Uy, est absolument convergente et donc convergente si o > 2

neN

Pour le cas 0 < a < 2, on utilise le développement limité de la fonction (1 + z)* en 0, avec

1
a=——

2

Up = a o
n2
(=" 1" (="
=—F\(1—3 +o
= 2 no ne
n2
_ =1 (="
=T a T3 o3
n2 2" n2"
—_1)"
Pour tout a > 0, la série alternée > ( a) est convergente d’aprés le théoréme de Leibnitz,
n2
de plus
1 1 +oo 1
e e
22" n2 2"
Si a > 1 donc o > —, la série ) 3 converge, et d’aprés le critére d’équivalence de
m2"
séries & termes positifs, Y coverge, Z u, est convergente comme
9 2 neN
n
somme de deux séries Convergentes
3
Si a < 1ldonc0< « < 3 la série Y, —4— est divergente, et d’apreés le critére d’équiva-
2n2
(=" | .. , : »
lence, > 3 +o0 3 diverge, Z uy est divergente comme la somme d’une série
neN

-~ —~«
2n2 2n2
convergente et une autre divergente.
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Solution 2 :
1) La fonction x + In?(z) est croissante sur [1, oo, pour k > 1
E<t<k+1=1n?k) <In?(t) <In?*(k+1)

k+1
= In?(k) < / In?(t)dt < In(k + 1)
k
2) En utilisant une intégration par partie, pour u/(t) = 1 et v(t) = In?(¢) on trouve
€T
/ In?(t)dx = z1n?(z) — 2z In(x) 4 22 — 2
1

3) On a
k+1
In?(k) < / In?(t)dt < In*(k + 1)
k

en sommant ces inégalités de k = 1 jusqu’a k = n, on trouve
n+1
S, < / 2(8)dt < Spyy — In2(1)
1

ce qui s’écrit encore
n n+1
/ In?(t)dt < S, < / In?(t)dt
1 1

ainsi
nin?(n) — 2nln(n) +2n —2< S, < (n+ 1D In*(n+1) —2(n+ ) In(n+1) +2(n+1) — 2
donc

S, n1n?(n)

et
+o0 1

Lo 1
Sn n 1112 (n)

) 1
est convergente, la série de terme général — est convergente.

4) Comme la série ) ——
nln“(n) n

Solution 3 :

1) On va d’abord déterminer un équivalent de numérateur par encadrement a une intégrale.
En effet, la fonction = — +/x est croissante sur [0, 4+o00[, donc pour tout k € R, on a
k k+1
Vzdr < Vk < Vzdx

k—1 k

on somme ces inégalités pour k allant de 1 & n pour trouver

n n+1
/ <o, < / Vadr
0 1

U =V1+V2+-+Vn

On conclure leq intégrales, et on déduit que

ol

—l—oo2 3
Vp ~ —n?2

3
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2) On se rameéne a une somme en remarquant que

In(n!) = In(k)
k=1

Puisque la fonction In est croissante, on a pour tout k > 2

k k+1
/'mmﬁ<mm</ In(t)dt
k k

-1

On somme cette inégalité pour k allant de 2 & n, remarquant que In(1) = 0, on trouve

n n—+1
/ In(t)dt < In(n!) < / In(t)dt
1 2
Une primitive de Inz étant donnée par xIlnx — x, on trouve
nlnn—n+1<Iln(n!)<(n+1)lnn+1)—(n+1)—2In2+2

.. +o0o - NP
On divise par nInn pour trouver que In(n!) '~ nlnn. La seule chose non évidente & vérifier

est que
lim (n+1)In(n+1)

n—s+00 nlnn

=1

Pour cela, on écrit

(n+In(n+1) nh(n+1)+nmn+1) Inn+In(1+2) N Inn+1In(1+2)
nlnn nlnn Inn nlnn

Suivant les méme étapes on obtient les autres équivalences.

Solution 4 :
1 - . . e - Ink +00
1) E ———— est une série de Bertrand divergente. On peut aussi utiliser —_— ~
n(lnn)~ k

n>1 k=1

Inn)? Inn)?

(Inn) , la suite des sommes partielles est divergente car lim (Inn) = +00.

n—s-+oo 2
L. 3 Inn .
E vn, est une série alternée. On a v, = (—1)"u, avec u, = ——. la suite (up)nen est
n
neN

positive et tend vers 0, pour montrer qu’elle est décroissante, on considére la fonction

f:]1, +oo[— R définie par
_Inz

flx) = —

X

Comme .
—Inx
f'(z) = —a <0, Vx € [e, 00|
(un)nen est décroissante a partir d’un certain rang, on conclut que Zvn est une série
neN
convergente d’aprés le théoréme de Leibniz.

2) D’aprés l'exercice 5 de fiche TD 1

2

k 2

Ink 4o (Inn)

1<k<n
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3) Comme
s (Inn)?
5, 7 | 2) 2 , ,
sy, v (2t nn2f G gy,
ainsi
oo (In2)?

Sop, — Sy~ T—I—anlnn

4) Calculons Sy, + Toy,

ainsi
Son + Top = Sp +In2Inn + o(1)

5) Comme la série g vn est convergente alors sa somme est lim 7Tb,, et d’aprés les

n—>-+4oo
né€[N]
questions 3. et 4.
In2 2 In?2 2
lim 715, = lim <ln21nn— (In2) —1n21nn> = _(n )
n—>-+00 n—>-+400 9
Solution 5 :
D’apreés 'exercice 3,
—+o00 2 —a 2 1
Uy ~ —nynn ¢ =— E
3 3 n® 3

1 . . . . a3 .
> — est une série de Riemann convergente si et seulement si n“~2 > 1, et d’apreés le critére

n
sauival fi A ifs 1 séri . 1 _ 3
d’équivalence de séries & termes positifs la série > u,, est convergente si et seulement si o — B >

5
l=a>2
@y
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Solution 6 :

2
1) Pour tout n € N, on pose W,, = / cos™ t dt.
0

a) Soit n > 0, posons t = g — u, alors cos(t) = cos(§ — u) = sin(u), et dt = du

3 0 3
W, = / cos t dt = —/ sin” u du = / sin” u du
0 z 0

2

b) pour tout n € N et pour tout ¢ € [0, 7], cos™t > 0. Donc par croissance de I'intégrale,
W, > 0.
Supposons que W,, = 0. Puisque t > cos™t est continue, alors cos™t = 0 pour tout
t € [0, 5], ce qui est absurde. Ainsi, W, > 0 pour tout n € N

¢) Soit n > 2, une intégration par parties donne
g
W, = / cos™ t dt
0

g n—1
= cost cos t dt
0

jus 2
= sintcos"flt‘g —/ sint(—(n — 1)(sint cos™ 2 t)) dt
0

L -2
=(n— 1)/ (sin®tcos" 7 t) dt
0

s

=(n-1) /2 (1 —cos®t) cos™ 2t dt
0
= (n — 1)Wn—2 - (n - 1)Wn

Ainsi, pour tout entier n > 2, nW,(n — 1)W,,_2

d) Posons, pour tout n > 1, u, = nW,W,_;, d’aprés la question précédente, pour tout
n > 2.

up = nW,W,_1 = (’I’L - 1)Wn72Wn71 = (n - 1)Wn71Wn72 = Up—1

T
La suite (uy,), est donc constante et de premier terme uy = WoWp = 3 par conséquent,
s

un:anWnn—1:u1:§

e) pour tout ¢ € [0, §]
0<cost<1

donc pour tout n > 0, cos™t > 0 et
0 < cos"™ ¢t < cos™t

En intégrant cet encadrement, il vient W11 < W), et (W, )nen est décroissante.
Soit n > 2. D’aprés la question précédente, nW,, = (n — 1)W,,_o, puisque (W), )nen est

décroissante. | )
n— n—
Wy-1 < Wi =W, <Wp
n—1 W,
Puisque W,, > 0, pour tout n > 1, < W " <1.0nanW,W,_1 = g pour tout
n—1
2
n > 1, alors = —nW,,, en déduit que
n—1 m
-1 2
n T
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2 m
et lim =aW2=1, W? <0 et comme W, > 0,
n—+oo T 2n

2) a) pour tout n € N*

Unt1 (n+ Dle™tt nny/n n"\/n n \"
= = e =
U, (n+1)"ty/n+1 nle® (n+1)"/n+1 n+1

N

Donc
1

Un41 n \""9 .
Up, n+1

U
D’autre part, pour tout n > 2, v, = In ( n >,
Up—1

u?  ud

Le développement de In(1 — u) a lorder 3 en 0 est In(1 — u) = —u — 53 + o(u?),

Lo,
1202 "2\ 2

b) D’aprés la questions précédente, |vy,| 1 ﬁ, est une série de Riemann convergente,
et par la régle d’équivalence la série ) v, est absolument convergente donc convergente.
La série Y v, est télescopique,

n

n
ka = Z(lnuk —Inug_1) =Inu, —Inu; =lnwu, — 1
k=2 k=2

donc (Inuy, ), converge vers [ € R, et par continuité de la fonction exponentielle, la suite
up, = () converge vers K = e! > 0.

Comme K >0, et lim wu, = K peut s’écrire u, 9 K,
n—>+00

nle”

n"\/n

K

Up —

alnsi

WK (1) va

(&
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¢) Montrons tout d’abord que la propriété

2p)! «
o Wa, = —
Q = (2opl)2 2
est vraie pour tout p > 0
Onawy="— 0 T4 t 0
naWo=g = @022 onc (p) est vraie pour
Supposons que (p) vraie, Wo, = (2p)" T Al
P (2vpl)2 2
Wapr1) = Wapt2
_ 2p+1
Topr2

2p+1 (2p)! «
2 + 2 (2vp!)2 2
_(2p+2)2p+1) 2p) 7
Q2 +1)2 (2?2
e+t 7
@2+ 1))22

Donc (p + 1) est vraie.
Pour tout p > 0, Wa, = dfrac(2p)!(2Pp!)? 72T

s 1
D’aprés la question précédente, pour tout p > 0, W« =——— ¢t
p q p p b=z p+1 = 5 2p+ 1)W2p
m 1 2Pp2 7 2Ppl)?
Wapr1 = 5 X « ! >, U ,
2 2p+1 2p)! 2 ((2p+ 1))
On a
P! KpPe P /p(2p)! X K2p*e P\ /2p
Ainsi

2p)!
Wor = (;pg)? 2
1oo K(2p)e2 /T
@ Kpre 7 /p)?
K22pp2p+%e—2p 7'['\/5
K222pp2p+le2p 2

_ V2 7
K 4p
\/2
maos d’aprés 1)e), Wy, ~ 1 ‘ / , donc /4 T T \ / et K =+/2m.
P

En conclusion
nl
2mn
e

C’est ce qu’on appelle la formule de Stirling.
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