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Calcul Fractinnaire, Durée 1H 30 mn

Exercicel :

On considére un probléme avec une condition initiale, le but est de montrer l'existence et
I'unicité du solution dans un espace bien special.

Soit f € C™[0,b]. On considére le probléme suivant :

(Dglx)(t) = f(t,x) t>0,0<a<1,0<B<1
1), 72(0) = @9 y=a+p—-af

ou : DS‘;’B est la dérivée fractionnaire de Hilfer.

On rapelle que
0% —Q d — —
o) = (10 () ) ) o

o DYr =1),D],
(D5 a)(t) = (R D) (1)
(1) Montrer que l'equation (1) est equivalent a I'equation intégrale

20 gy-1y L t —5)* L f(s,x(s)) ds
st g | = ) d )

(2) Introduisons 'espace vectoriel suivant :
Cr—4[0,b] = { : [0,0] — R, t""2(t) € C[0,0] 0 <y < 1},

Montrer que toute suite de Cauchy {z,,},° de C;_,[0,b] est convergente dans C;_,[0, b].

(3) On introduit maintement 'application :

2]l = sup [¢'77a(t)|
te(0,b)]

Montrer que ||.||, est une norme sur C;_.,.
On definit I'operateur suivant,

Zo

(V)0 =

=1y L t —5)* 7 (s, 2(5)) ds
T A ORI 0

(4) Montrer qu’on a :
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Nous supposerons que
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1. f(t,z) est définie dans |0, b]x]zg — d,z + 0[(d > 0)

2. Vx application f(.,z) € C1_([0,b])

3. f est uniformément lipschitzienne par rapport a x i.e,3w > 0 telle que
|f(t,z1) — f(t, 22)] < wlzy — 29|

(5) Montrer que si x € C1_,([0,b]) alors Nz € C1_,([0,0])
(6) En utilisant la contaction de Banach, Montrer que le probléme (1) admet une seule
solution = dans Cy_,[0, b].



