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Corrigé Calcul Fractinnaire
Exercicel :
On considére un probléme avec une condition initiale, le but est de montrer 'existence et

I'unicité du solution dans un espace bien special.
Soit f € C™[0,b]. On considére le probléme suivant :

{( DSPa)(t) = f(t,x) t>0,0<a<1,0<B<1
1.772(0) = o y=a+B—af

ou : Dgf est la dérivée fractionnaire de Hilfer.

On rapelle que
_o) [ d V1o
opa)e = (10 (5 ) 1))

oD =10, DY,
(D5a) (1) = (B D) (1)

(1) Montrons que I'equation (1) est equivalent a 'equation intégrale

1y L t — ) L f(s,x(s)) ds
st g | = ) d )

1-Soit = € Cy_,(0, b] une solution du probléme (1) et montrons que x vérifie (1)
On a d’aprés une proposition :

;D] = x(t)——lo:(:;o) i
o

D’autre part on a d’aprés un lemme :
B0y = 30§’
= I/,
On obtient donc

Lo -1 1 ' a—1
z(t) = 7+ —/ (t—9)"""f(s,2(s)) ds (3)
I'(7) I'(a) Jo
Deuxiémement prouvons la condition suffisante.
Soit = € C1_,(0, b] satisfait I’équation (1)




Appliquons L’opérateur D] sur les deux cotés de I'équation (1) et en utilisant un lemme

on obtient :
Dya(t) = D (mt n [f@f(s,x<s>>}<t>)

= Ty DA DRI (s, a()()

= DY f(s,2())(2).
)

On applique L’opérateur 15““"
une proposition on obtient :

L) = 10D Va(0)

1570 f(s,2())| (0)
I'(B(1—a))

Puisque 1 — v < 1 — (1 — «), d’aprés un lemme alors :

(1207 (s, 2(s)] (0) = 0

sur les deux cotés de ’équation precedante et en utilisant

Pl—a)—1

= ft,2(t) - [

D’ou
DPx(t) = f(t,xz(t)) t € (0,0]

Il reste de montrer que I’équation (4.2) vérifie la condition initial de (4.1)
Appliquons 'opérateur Ié ~7 sur les deux cotés de I’équation precedante :

Ia(t) = I |2 4 I f(s,a(s))| (8)

I'(7)
L0 rl—vy,y—1 1—v+a
= I, 0 + 1,77 f(s, 2(9))(t
et $ (s 1 (5))(0)
= o+ 1 " f(s 2 (9)(0)
Or:
lim I, (s, 2(5)) (x) = 0,
—a
donc :
I;—’Yx@) = Ty,
alors on conclus que :
Lo

()

est une solution de probléme (1) dans l'espace C;_(0,b] (5 point).
(2) Introduisons lespace vectoriel suivant :

Ci—4[0,b] = {z : [0,0] = R, t""a(t) € C[0,0] 0 <y < 1},

Montrer que toute suite de Cauchy {z,,}, % de C;_ [0, b] est convergente dans C;_[0, b].(3
point)



(3) On introduit maintement 'application :

]|, = sup [t'77x(t)|
te(0,b]

Montrons que ||.||, est une norme sur C;_..

Soit f € C.([0,b]

Ifllq =0« sup|t'=f(1)] =
[0,0]

st f ()| =0Vt €0,b]
ST f(t) =0Vt €0,b]
&t f(t) = 0Vt €0, b]
& f(t) =0Vt €]0,0]

< f=0.

Soit A € R
M, = sup [t (Af) ()]

[0,0]

= sup [t Af(2)]
0.

= sup [Al[z' 7 f(t)]
[0,5]

= |A[sup [t f(t)]
0.

= LA

Soient f, g € C,([0,0])
If+9glla = sup[t'=(f +g)(¥)]
[0,0]

= sup [ (f () + g(0)))]

7 f (1) + g ()]
@)+ [ g (1)]

sup |21 f(t)] +sup|t1 “g(2)]
[0,] [0,b

sup [t (f(t) + g(t))| sup [t~ f(t )\+sup|t1 “g(t)]
[0,5] [0,b] [0,b]

If+glle < Il + llglly -(3point)

|27 (f () + 9(1)]

IN A

IN



On definit I'operateur suivant,

Lo -1 1 ' a—1
(Va)(O) = 5t e | (=97 () ds )
I'(v) () Jo
(4) Montrer qu’on a :
I'(v)
I3 < —— L @
512l < gt el
Soient 0 < a<1,0< <1
1% flleroe = 18I flloow
< Al oal 5t ™ lew o
() -
< Hf||01_7(07b] mt 1+~ o
1—~@,
P ac1y,1e
< A fllers, o mt Iyyl=y o
07
I'(7) .
< [[fller o t*(3point
Il oo st Gpoint)

Nous supposerons que

1. f(t,x) est définie dans |0, b]x]zg — d,z + 0[(d > 0)

2. Vx application f(.,z) € C;_(]0,b])

3. f est uniformément lipschitzienne par rapport a x i.e,3w > 0 telle que
|f(t, 1) = f(t, 22)] < wlwy — @2l

(5) Montrer que si x € C1_,([0,b]) alors Nz € Cy_,([0, b])(3 point)
(6) En utilisant la contaction de Banach, Montrons que le probléme (1) admet une seule
solution = dans C;_,[0, b].

IN21 = Naolla = 15 f (s, 21(t) — I§ £ (5, 22(5)) 10

< I (s, 2a(5)) — F(522(5)]lle
Slfﬂ@éyl@—ﬁa%ﬂ&m@»—ﬂ&mﬁﬁ%
< B () — a0 dsl

W
< ple e t) — 22() ]| oo
< VT ey max e (0) — a2(0)|

— bl (t) — 22(t)]|o

= al'(«)

Puisque 0 < w < 1, N est un contraction, et puisque f(x,y(z)) € C(0,b] pour quelque
soit z € C(0,b] on a Nz € C(0,b], d’aprés le théoréme de point fixe du Banach il existe
une seule solution x € C(0, b] de I'équation (1) dans 'intervalle [0, b](3point)



