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1 Fonctionsa valeur dansR? : courbes paramétrées

Définition 1 (et interpr étation geométrique) SoitD un sous-ensemble de

R2.

— Une fonctionf : D — R? est appede application vectorielle a valeurs
dansR?.

— Les deux fonctions : D — R ety : D — R telles que

VieD: f(t) = (z(t),y(t))

sont appetes les applicationsomposantesie (ou : asso&esa) f.

— Le planétant rapporé a un regere (O, 7, 7), on noteM (¢) le point dont les
coordonrées sonif(t) = (x(t),y(t)). Lorsque leparametre ¢ parcourtD,
le point M (t) décrit un sous-ensemble du plan, agpkl courbe C de (ou :
assocgead) f.

— Le syséme déquations

x = z(t)
{y:y(t) e b

est appe? unereprésentation pararétrique deC.
On dit alors queC est une courbe paragtrée.

1.1 Plan détude d’'une courbe parametée

On pro@de en Gtapes, @ciges ci-dessous :

1) Préciser le domaine de dfinition D c’esta dire I'ensemble des points en lesquel
lesdeux applications composanteset y sont cefinis.

2) Recherche de priodes et synetries

1. Sidar > 0:vVte D,x(t) =x(t+T)ety(t+T) = y(t), la fonction est
t—périodique : on peut alors restreindrétlidea I'intersection deD avec
un intervalle de longueUr, et on obtient ainsi toute la courbe.

2. SiD est syngtrique et on a une des sg@inies suivantes :
(i) vt € D : x(—t) = z(t) ety(—t) = y(t) (z ety fcts paires de),
(i) Vt € D: x(—t) = —x(t) ety(—t) = y(t) (x impaire ety paire),
(i) Vt € D : z(—t) = z(t) ety(—t) = —y(¢) (x paire ety impaire),
(iv) Vt € D: x(—t) = —x(t) ety(—t) = —y(t) (z ety impaires),
alors on restreint étuded ¢ € D N R, et on obtient toute la courbe
(i) qui est parcourue 2 fois
(i) en compktant I'arc par une syéatrie par rappora I'axey
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(iif) en compEtant I'arc par une syéirie par rappora I'axe x
(iv) en compétant I'arc par une syétrie par rappora l'origine O.

3) Rechercher les eventuelles branches infiniesvoir chapitrel.2
4) Faire un tableau de variations pourx ety, enétudiant les signes dé ety/’.

5) Etudier les points particuliers tels que points stationnaires (= singuliers), points
doubles : voir chapitré.3

6) Tracer la courbe en s’aidant desésultats pecedants, notamment en reportant
aussi les points singuliers, tangentes et asymptotes.

1.2 Etude des branches infinies

Définition 2 La courbeC présente une branche infinie (ou : un arc infinj),
si au moins une des coorda®es tend vers l'infini, pout — ty, avecty €
R U {%o00}.

Les cas suivants sont possibles :

1. tlir? z(t) =L €R ettlingl y(t) = +oo : C admet la droiteA d’équationz = ¢
—lo —to
comme asymptote verticale
2. lim z(t) = +o0 etflin? y(t) = £ € R : C admet la droiteA d’équationy = ¢
t—to

t—to

comme asymptote horizontale
3. tlg?o x(t) = £oo ettllr% y(t) = £oo: On étudietliig) y(t)/x(t) :

(a) Si tlg?o % = 400, alorsC admet une branche parabolique dans la direc-
tion Oy

(b) Si thl% % = 0, alorsC admet une branche parabolique dans la direction
O0x

(c) Si tllglo % = a # 0, onétudie la fonctiony — a.x :
— Si tlLrg{) y(t) — a.x(t)) = b € R alorsC admet la droiteA d’'équation

y = a.x + b comme asymptote, et la position d¢A dépend du signe
dey — a.x — b. (On peut utiliser urD L(t,) pour le trouver.)
— Si tliIItl (y(t) — a.x(t)) = +oo alorsC admet une branche parabolique
—to

dans la direction de la droite &juationy = a.x.
— Siy — a.x n'admet pas de limite, on ne sait pas conclure.

(d) Si thl? % n'admet pas de limite, on ne peut conclure sur la nature de 'arc
—to

infini.
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1.3 Etude de points particuliers

Définition 3 On suppose que : t — z(t) ety : t — y(t) sont cerivables en
to. Le vecteuﬂ/’( ) (' (¢ ) y'(t)) est apped le vecteur 8rivée def enty.
On note aussV’ (t,) par & OM( 0)-

e SiV'(ty) # &, clesta dire (z'(ty),y'(to)) # (0,0), le point M(ty) est
dit point ordinaire . La droite (T") de vecteur directeu?’’ (#,) et passant par
M (to) est appede tangent@ C en M ().

Une repgésentation paragtrique del” est donc donee par

CJz=a(to) + 2/ (to)-(t — to)
T'{yy@o)w(tg).(ttg) rer

et on peut en @&duire facilement unéquation de la formg = mxz + b (ou
x = z(to) Si2’(tp) = 0) en expriman{t — ;) dans la deuwxd@meéquation en
terme dex a I'aide de la premére équation :

(x — z(ty)) .

y =y(to) +

e SiV'(ty) = 6, c'estadire z'(ty) = y'(to) = 0, alors le pointM () est dit
stationnaire ou singulier.

1.3.1 Etude en un point stationnaireM (o).

On suppose que les fonctionety sont au plusieurs foisativables.

1. Sia'(to) = y'(to) = 0 et(z"(to),y" (to)) # (0,0) : Dans ce cas, la tangente
( )aC enM (t,) est la droite qui passe paf (t,) de vecteur directeur le vecteur
V" (to) = d; (to) de composantea:” (to), v (to))-

2. SiV'(ty) = V"(tg) = ... = 6, VP)(ty) # 3: On ceréralise le cas j@edent.
La tangentel”’ &C en M (i) est la droite qui passe paf () et qui a comme
vecteur directeu?’ P (t5) = (2P (to), y P (to)).

1.3.2 Position deC par rapport a7 en un point M (ty)

On designe pap le premier entier> 0 tel que(xP (o), ¥ (to)) # (0,0) :

p:min{pEN*|‘7(p)7é5}
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et parq le premier entier strictement seeura p tel que les vecteurg ® et V(@ ne
soient pas coli@aires. (On pelécrire

q:min{qu* | V@ £ \V®) VAGR}

car pourg < p la dernére relation n’est pas satisfaite non plus.
Ecrivons la formule de Taylor-Yourgyl'ordre ¢, c’'esta-dire leD L (t) :

(to) + L= w®) (tg) + ..+ L2 2@ (1) + ( — t0) 7 &1 (t)

X
B p _ 34
y(t) = y(to) + Lo y®) (ko) + ... + Lol y @D (k) + (£ — to)Tes(t)
avectlin? e1(t) =0 ettlix? ea(t) = 0.

—lo —to
En écrivant(S) sous forme vectorielle, il vient :

t—to)? -
% V(p)(t()) + ...+ q'

(t—1t0)? -

f(t) = f(to) + VD (tg) + (t — to)? &(t)

or, Vet (), ..., Va=1) (¢4) sont colireairesa V¥) (), donc

o1 t—t (t —to)? P!
JO =f(to) + (t=to)" | T+ A 7 57 e A W

+1)
+ (t —q!to)q

‘7(1)) (tO)
VD (to) + (t —to)? (1)

. — 3 N s hd .
Etudions le vecteud/ (to) M (t) dans le repre (M (to), V) (ty), V(D (ty)). Siz(t)
ety; (t) designent ses composantes dans cette base, oB@liealences (au voisinage
deto)

t—tp)? t—1tp)?
o, G-t ,0) et yi(t) ~ U to)t ,0)
(to) p: (to) q:
Selon la parié dep et deq, on a les ésultats suivants :

(L’l(t)

Définition 4 1. p pair etq impair : au voisinage dey, z1(t) > 0 ety (¢)
a le signe det — ty) : C traverse la tangentd@ en M (t(), qui est un
point de rebroussement del¢ espece

2. p pair et ¢ pair : au voisinage defy, z1(t) > 0 ety (t) > 0,
independamment du signe ¢e— t,) : C ne traverse pas la tangente
T'; M(to) estun point de rebroussement2feesgece.

3. pimpair etq pair : au voisinage de,, x1(t) change de signe &t (¢) >
0: C touche la tangent@&'; M (t,) est appele “réplat”.

4. p impair etq impair : au voisinage de,, x1(t) ety;(t) changent de
signe :C traverse la tangentd en M (i), qui est appd point d'in-
flexion.
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V4(to) (©

p pair, ¢ impair : rebroussement de 1¢ espéce p impair, ¢ pair : méplat

V4(to) (@)

V2(to)

V3(to)

p pair, ¢ pair : rebroussement de 2¢ espece p impair, ¢ impair : point d’inflexion

F1G. 2 — Exemples type des quatre natures de points (singuliers) possibles

1.3.3 Points doubles (ou multiples)

Définition 5 S'il existet’ £ ¢ tels queM (t') = M (t), on dit queM (¢) est un
point double (ou multiple).

Pour trouver les points doubles, il faut dosoudre le sysme
z(t') = x(t)
y(t') = y(t)

avect’ # t. (C'est en gréral un calcul assez lourd...!)

1.4 Etude d’'un exemple

r =1+ %
y=1+3z
1. Domaine de dfinition : x ety sont cfinis surD = R\ {0}

2. Recherche de syatries : il n'y a pas de syétriesévidentes.y est paire mais
n'a pas de paré cefinie.)

Etudions la courb€ définie par{
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3. Etude de branches infinies.

(@) t — oo :Onar — +oo ety — +oo, il faut doncétudier? ~ g =1,
T +oo

ety(t) — l.z(t) = 5 — 2 = 0 : La droite déquationA : y = =z est
asymptotea la courbe pour les deux arcs infinis» +oo.

(b) t - 0:0Onay ~ t% — 4oo etz ~ %t—o; +00 (selon la signe dé). On

étudie donc? ~q # = % — +00, 0n a donc deux branches parabolique

de direction(Oy) ent =0
4. etude du signe de’ ety’ :

t| —oo -1 0 1 +00
x'(t) — - - 0 +

z(t) | +oo N\, —1 \, —o0o | +o0 \, 3 S 4o

)| +o0 v 2 /S Foof+o N\, 2 S 4
y'(t) - 0 + - 0 +

5. étudeent =1
2'(1) =9y'(1) =0 = M(1) : (3,2) est un point stationnaire.
Calculons les deri#es successives deety ent = 1 pour connére le vecteur
directeur de la tangente et la nature du point :

Donc V”(1) = (6,8) # 0 = C admet une tangente el (1) : (3,2) de
vecteur directeur’”’ (1) = (6, 8).

(Sonéquation estdon€ : y = £(z —3) +2 = 32 — 2.

Nature du point :

{x’”(t) =-% _ {x”’(l) =12

y”’(l) — _94

V(1) = (—12,—24) est non coligaired V(1) = (6,8), on est donc dans le
casp = 2,q = 3, c'esta-dire le pointM (1) : (3,2) est un pt de rebroussement
del¢ espece.

6. recherche de points doubles :
cherchong’ # t tel queM (¢') = M (¢), C'esta-dire

o) =a(t) [P+ i=1+7
y(t) = y(t) P+ g =+ &
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s

o+

tl
-2 = 1=}

+2¢2

t’2—t2:2—%:2t,_,t V4t =
{ ot o 2 =

cart # t’. Donc

tt = +1 t=+1
s g
t4+t =42 PF2A+1=0

Le premier choix de signes estexclure car il correspon@(t — 1)? = 0, soit
t =1 =t'. Donct, t' sont les solution&t? 4+ 2t — 1 = 0, soitt = —1 + /2 et
t=—1-+2.

Le point double est don&/(¢t) = M (') = (5, 6).

. Trace de la courbe : (cf. figure ci-dessous)

on reporte les asymptotes, le pt. stationnaire avec sa tangente. En partant de

au dessus de I'asymptote, on rejoint le(ptl, 2) avec une tangente horizontale,
puis on repart pout — 0— versxz = —oo, y = +oo (brache parabolique de
directionOy) (pourxz = —10,y = 25).

Pourt au voisinage de-oco, on vient de en-dessous de I'asymptgte: x, et on
rejoint le pt. singulier(3, 2) avec la tangente de vecteur directé@rs), puis on
repart de I'autre c@ de cette tangente, en passant par le pt. double (5,6), pour la
branche parabolique de directiary, quand: — 0+ (pourz = 10,y =~ 25).
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t->0-

FiG. 1 — Graphe de la courkigtudie, avec I'asymptotg = x et le vecteur directeur
de la tangente en le point de rebroussement.
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