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1 Fonctionsà valeur dansR2 : courbes paramétrées

Définition 1 (et interpr étation géométrique) SoitD un sous-ensemble de
R

2.
– Une fonctionf : D → R

2 est appeĺeeapplication vectorielle à valeurs
dansR2.

– Les deux fonctionsx : D → R ety : D → R telles que

∀t ∈ D : f(t) = (x(t), y(t))

sont appeĺees les applicationscomposantesde (ou : assocíeesà) f .
– Le planétant rapport́e à un rep̀ere(O,~ı,~), on noteM(t) le point dont les

coordonńees sontf(t) = (x(t), y(t)). Lorsque leparamètre t parcourtD,
le pointM(t) décrit un sous-ensemble du plan, appelé la courbeC de (ou :
assocíeeà) f .

– Le syst̀eme d’́equations {
x = x(t)
y = y(t)

t ∈ D

est appeĺe unerepr ésentation paraḿetrique deC.
On dit alors queC est une courbe paraḿetrée.

1.1 Plan d’étude d’une courbe parametŕee

On proc̀ede en 6́etapes, pŕeciśees ci-dessous :

1) Préciser le domaine de d́efinition D c’est à dire l’ensemble des points en lesquel
lesdeuxapplications composantesx ety sont d́efinis.

2) Recherche de ṕeriodes et syḿetries

1. Si ∃T > 0 : ∀t ∈ D, x(t) = x(t + T ) et y(t + T ) = y(t), la fonction est
t–périodique : on peut alors restreindre l’étudeà l’intersection deD avec
un intervalle de longueurT , et on obtient ainsi toute la courbe.

2. SiD est syḿetrique et on a une des symétries suivantes :
(i) ∀t ∈ D : x(−t) = x(t) ety(−t) = y(t) (x ety fcts paires det),
(ii) ∀t ∈ D : x(−t) = −x(t) ety(−t) = y(t) (x impaire ety paire),
(iii) ∀t ∈ D : x(−t) = x(t) ety(−t) = −y(t) (x paire ety impaire),
(iv) ∀t ∈ D : x(−t) = −x(t) ety(−t) = −y(t) (x ety impaires),

alors on restreint l’́etudeà t ∈ D ∩ R+, et on obtient toute la courbe
(i) qui est parcourue 2 fois
(ii) en compĺetant l’arc par une syḿetrie par rapport̀a l’axey
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(iii) en compĺetant l’arc par une syḿetrie par rapport̀a l’axex
(iv) en compĺetant l’arc par une syḿetrie par rapport̀a l’origineO.

3) Rechercher les eventuelles branches infinies :voir chapitre1.2

4) Faire un tableau de variations pourx ety, enétudiant les signes dex′ ety′.

5) Etudier les points particuliers tels que points stationnaires (= singuliers), points
doubles : voir chapitre1.3

6) Tracer la courbe en s’aidant des résultats pŕećedants, notamment en reportant
aussi les points singuliers, tangentes et asymptotes.

1.2 Etude des branches infinies

Définition 2 La courbeC présente une branche infinie (ou : un arc infini),
si au moins une des coordonnées tend vers l’infini, pourt → t0, avect0 ∈
R ∪ {±∞}.

Les cas suivants sont possibles :

1. lim
t→t0

x(t) = ` ∈ R et lim
t→t0

y(t) = ±∞ : C admet la droite∆ d’équationx = `

comme asymptote verticale

2. lim
t→t0

x(t) = ±∞ et lim
t→t0

y(t) = ` ∈ R : C admet la droite∆ d’équationy = `

comme asymptote horizontale

3. lim
t→t0

x(t) = ±∞ et lim
t→t0

y(t) = ±∞ : On étudie lim
t→t0

y(t)/x(t) :

(a) Si lim
t→t0

y(t)
x(t) = ±∞, alorsC admet une branche parabolique dans la direc-

tion 0y

(b) Si lim
t→t0

y(t)
x(t) = 0, alorsC admet une branche parabolique dans la direction

0x

(c) Si lim
t→t0

y(t)
x(t) = a 6= 0, onétudie la fonctiony − a.x :

– Si lim
t→t0

(y(t) − a.x(t)) = b ∈ R alorsC admet la droite∆ d’équation

y = a.x + b comme asymptote, et la position deC/∆ dépend du signe
dey − a.x− b. (On peut utiliser unDL(t0) pour le trouver.)

– Si lim
t→t0

(y(t) − a.x(t)) = ±∞ alorsC admet une branche parabolique

dans la direction de la droite d’équationy = a.x.
– Si y − a.x n’admet pas de limite, on ne sait pas conclure.

(d) Si lim
t→t0

y(t)
x(t) n’admet pas de limite, on ne peut conclure sur la nature de l’arc

infini.
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1.3 Etude de points particuliers

Définition 3 On suppose quex : t 7→ x(t) et y : t 7→ y(t) sont d́erivables en
t0. Le vecteur~V ′(t0) = (x′(t0), y′(t)) est appeĺe le vecteur d́erivée def ent0.

On note aussi~V ′(t0) par d
dt

−−→
OM(t0).

• Si ~V ′(t0) 6= ~o, c’est à dire (x′(t0), y′(t0)) 6= (0, 0), le pointM(t0) est
dit point ordinaire . La droite(T ) de vecteur directeur~V ′(t0) et passant par
M(t0) est appeĺee tangentèa C enM(t0).
Une repŕesentation paraḿetrique deT est donc donńee par

T :

{
x = x(t0) + x′(t0).(t− t0)
y = y(t0) + y′(t0).(t− t0)

t ∈ D .

et on peut en d́eduire facilement unéequation de la formey = mx + b (ou
x = x(t0) si x′(t0) = 0) en exprimant(t − t0) dans la deuxìemeéquation en
terme dex à l’aide de la premìereéquation :

y = y(t0) +
y′(t0)
x′(t0)

(x− x(t0)) .

• Si ~V ′(t0) = ~o, c’està direx′(t0) = y′(t0) = 0, alors le pointM(t0) est dit
stationnaire ousingulier.

1.3.1 Etude en un point stationnaireM(t0).

On suppose que les fonctionsx ety sont au plusieurs fois dérivables.

1. Si x′(t0) = y′(t0) = 0 et (x′′(t0), y′′(t0)) 6= (0, 0) : Dans ce cas, la tangente
(T ) àC enM(t0) est la droite qui passe parM(t0) de vecteur directeur le vecteur
~V ′′(t0) = d2

dt2M(t0) de composantes(x′′(t0), y′′(t0)).

2. Si ~V ′(t0) = ~V ′′(t0) = ... = ~o, ~V (p)(t0) 6= ~o : On ǵeńeralise le cas préćedent.
La tangenteT à C enM(t0) est la droite qui passe parM(t0) et qui a comme
vecteur directeur~V (p)(t0) = (x(p)(t0), y(p)(t0)).

1.3.2 Position deC par rapport à T en un pointM(t0)

On designe parp le premier entier≥ 0 tel que(x(p)(t0), y(p)(t0)) 6= (0, 0) :

p = min
{
p ∈ N∗ | ~V (p) 6= ~o

}
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et parq le premier entier strictement supérieurà p tel que les vecteurs~V (p) et ~V (q) ne
soient pas colińeaires. (On peut́ecrire

q = min
{
q ∈ N∗ | ~V (q) 6= λ ~V (p) ∀λ ∈ R

}
car pourq ≤ p la dernìere relation n’est pas satisfaite non plus.

Ecrivons la formule de Taylor-Young̀a l’ordreq, c’est-̀a-dire leDLq(t0) :

(S)

{
x(t) = x(t0) + (t−t0)p

p! x(p)(t0) + ...+ (t−t0)q

q! x(q)(t0) + (t− t0)q ε1(t)
y(t) = y(t0) + (t−t0)p

p! y(p)(t0) + ...+ (t−t0)q

q! y(q)(t0) + (t− t0)q ε2(t)

avec lim
t→t0

ε1(t) = 0 et lim
t→t0

ε2(t) = 0.

En écrivant(S) sous forme vectorielle, il vient :

f(t) = f(t0) +
(t− t0)p

p!
~V (p)(t0) + ...+

(t− t0)q

q!
~V (q)(t0) + (t− t0)q ~ε(t)

Or, ~V (p+1)(t0), ..., ~V (q−1)(t0) sont colińeaires̀a ~V (p)(t0), donc

f(t) =f(t0) + (t− t0)p
[

1
p!

+ λp+1
t− t0

(p+ 1)!
+ ...+ λq−1

(t− t0)q−p−1

(q − 1)!

]
~V (p)(t0)

+
(t− t0)q

q!
~V (q)(t0) + (t− t0)q ~ε(t)

Etudions le vecteur
−−−−−−−−→
M(t0)M(t) dans le rep̀ere(M(t0), ~V (p)(t0), ~V (q)(t0)). Si x1(t)

ety1(t) designent ses composantes dans cette base, on a leséquivalences (au voisinage
det0)

x1(t) ∼
(t0)

(t− t0)p

p!
et y1(t) ∼

(t0)

(t− t0)q

q!

Selon la parit́e dep et deq, on a les ŕesultats suivants :

Définition 4 1. p pair et q impair : au voisinage det0, x1(t) ≥ 0 et y1(t)
a le signe de(t − t0) : C traverse la tangenteT enM(t0), qui est un
point de rebroussement de1e esp̀ece.

2. p pair et q pair : au voisinage det0, x1(t) ≥ 0 et y1(t) ≥ 0,
indépendamment du signe de(t − t0) : C ne traverse pas la tangente
T ; M(t0) est un point de rebroussement de2e esp̀ece.

3. p impair etq pair : au voisinage det0, x1(t) change de signe ety1(t) ≥
0 : C touche la tangenteT ; M(t0) est appele “ḿeplat”.

4. p impair et q impair : au voisinage det0, x1(t) et y1(t) changent de
signe :C traverse la tangenteT enM(t0), qui est appeĺe point d’in-
flexion.
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1.3.3 Points doubles (ou multiples)

Définition 5 S’il existet′ 6= t tels queM(t′) = M(t), on dit queM(t) est un
point double (ou multiple).

Pour trouver les points doubles, il faut donc résoudre le système{
x(t′) = x(t)
y(t′) = y(t)

avect′ 6= t. (C’est en ǵeńeral un calcul assez lourd... !)

1.4 Etude d’un exemple

Etudions la courbeC définie par

{
x = t2 + 2

t

y = t2 + 1
t2

.

1. Domaine de d́efinition :x ety sont d́efinis surD = R \ {0}
2. Recherche de syḿetries : il n’y a pas de syḿetriesévidentes. (y est paire maisx

n’a pas de parit́e d́efinie.)
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3. Etude de branches infinies.

(a) t → ±∞ : On ax → +∞ et y → +∞, il faut doncétudieryx ∼±∞
t2

t2 = 1,

et y(t) − 1.x(t) = 1
t2 −

2
t = 0 : La droite d’́equation∆ : y = x est

asymptotèa la courbe pour les deux arcs infinist→ ±∞.

(b) t → 0 : On ay ∼ 1
t2 → +∞ etx ∼ 2

t −→t→0±
±∞ (selon la signe det). On

étudie doncyx ∼0
t

2t2 = 1
2t → ±∞, on a donc deux branches parabolique

de direction(Oy) ent = 0
4. étude du signe dex′ ety′ :{

x′(t) = 2 t− 2
t2 = 2

t2

(
t3 − 1

)
= 2

t2 (t− 1)
(
t2 + t+ 1

)
y′(t) = 2 t− 2

t3 = 2
t3

(
t4 − 1

)
= 2

t3

(
t2 + 1

)
(t− 1) (t+ 1)

doncx′ a le signe det− 1 ety′ a le signe det(t2 − 1) :

t −∞ −1 0 1 +∞
x′(t) − − − 0 +
x(t) +∞ ↘ −1 ↘ −∞ +∞ ↘ 3 ↗ +∞
y(t) +∞ ↘ 2 ↗ +∞ +∞ ↘ 2 ↗ +∞
y′(t) − 0 + − 0 +

5. étude ent = 1
x′(1) = y′(1) = 0 =⇒ M(1) : (3, 2) est un point stationnaire.
Calculons les deriv́ees successives dex et y en t = 1 pour connâıtre le vecteur
directeur de la tangente et la nature du point :{

x′′(t) = 2 + 4
t3

y′′(t) = 2 + 6
t4

=⇒

{
x′′(1) = 6
y′′(1) = 8

Donc ~V ′′(1) = (6, 8) 6= ~0 =⇒ C admet une tangente enM(1) : (3, 2) de
vecteur directeur~V ′′(1) = (6, 8).
(Sonéquation est doncT : y = 8

6 (x− 3) + 2 = 4
3x− 2.)

Nature du point :{
x′′′(t) = − 12

t4

y′′′(t) = − 24
t5

=⇒

{
x′′′(1) = −12
y′′′(1) = −24

~V ′′′(1) = (−12,−24) est non colińeaireà ~V ′′(1) = (6, 8), on est donc dans le
casp = 2, q = 3, c’est-̀a-dire le pointM(1) : (3, 2) est un pt de rebroussement
de1e esp̀ece.

6. recherche de points doubles :
cherchonst′ 6= t tel queM(t′) = M(t), c’est-̀a-dire{

x(t′) = x(t)
y(t′) = y(t)

⇐⇒

{
t′

2 + 2
t′ = t2 + 2

t

t′
2 + 2

t′2
= t2 + 2

t2
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{
t′

2 − t2 = 2
t −

2
t′ = 2 t

′−t
t t′

t′
2 − t2 = 2

t2 −
2
t′2

= 2 t
′2−t2
t′2 t2

⇐⇒

{
t′ + t = 2

t t′

1 = 1
t2 t′2

cart 6= t′. Donc {
t t′ = ±1
t+ t′ = ±2

⇐⇒

{
t′ = ± 1

t

t2 ∓ 2t± 1 = 0

Le premier choix de signes està exclure car il correspond̀a (t − 1)2 = 0, soit
t = 1 = t′. Donct, t′ sont les solutions̀a t2 + 2t− 1 = 0, soit t = −1 +

√
2 et

t′ = −1−
√

2.
Le point double est doncM(t) = M(t′) = (5, 6).

7. Traće de la courbe : (cf. figure ci-dessous)
on reporte les asymptotes, le pt. stationnaire avec sa tangente. En partant de−∞,
au dessus de l’asymptote, on rejoint le pt.(−1, 2) avec une tangente horizontale,
puis on repart pourt → 0− versx = −∞, y = +∞ (brache parabolique de
directionOy) (pourx = −10, y ≈ 25).
Pourt au voisinage de+∞, on vient de en-dessous de l’asymptotey = x, et on
rejoint le pt. singulier(3, 2) avec la tangente de vecteur directeur(6, 8), puis on
repart de l’autre coté de cette tangente, en passant par le pt. double (5,6), pour la
branche parabolique de directionOy, quandt→ 0+ (pourx = 10, y ≈ 25).
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A: y=x

y

2

3

x

V’’=(6,8)

6

5

t->0- t->-oot->0+

t->+oo

-1

FIG. 1 – Graphe de la courbéetudíee, avec l’asymptotey = x et le vecteur directeur
de la tangente en le point de rebroussement.
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