
Fiche TD 3 Géométrie 

Exercice 1 

Soit la courbe gauche  𝛾:ℝ → ℝ3 définie par: 

𝛾 𝑡 =  cos𝑡 , sin𝑡 , 𝑎𝑡 , où 𝑎 ≠ 0. 

1. Montrer que la courbe est régulière et birégulière. 

2. Déterminer une paramétrisation par abscisse curviligne. 

3. Calculer la courbure de la courbe, le trièdre de Frenet  "𝑇, 𝑁, 𝐵" ainsi que sa torsion. 

Solution 

1° ∀ 𝑡 ∈ ℝ, 𝛾′ 𝑡 ≠ 0 et ∀ 𝑡 ∈ ℝ, 𝛾′′ 𝑡 ≠ 0 

2° On choisit  𝑡0 = 0 ,  soit 𝑆 𝑡 =   𝛾′ 𝑢  𝑡

0
𝑑𝑢 =   1 +𝑎2 𝑑𝑢𝑡

0
= 𝑡 1 + 𝑎2 = 𝑠 

donc 𝑆−1 𝑠 =
𝑠

 1+𝑎2
 

par suite la paramétrisation par l'abscisse curviligne est: 

                                                             𝛾  𝑠 = 𝛾0𝑆
−1
 𝑠 =  cos  𝑠

 1+𝑎2
  , sin  

𝑠

 1+𝑎2
  , 𝑎𝑠

 1+𝑎2
 . 

3°   𝑘 𝑠 =   𝛾 ′′ 𝑠  =    −
1

1+𝑎2 cos  
𝑠

 1+𝑎2
  , −

1

1+𝑎2 sin  
𝑠

 1+𝑎2
  , 0  =

1

1+𝑎2                            

      𝑇 𝑠 = 𝛾 ′ 𝑠 =  −
1

 1+𝑎2
sin  

𝑠

 1+𝑎2
 ,

1

 1+𝑎2
cos  

𝑠

 1+𝑎2
 ,

𝑎

 1+𝑎2
  

     𝑁 𝑠 =  
1

𝑘(𝑠)
 𝛾 ′′ (𝑠) =   −cos  

𝑠

 1+𝑎2
  , − sin  

𝑠

 1+𝑎2
  , 0 . 

      𝐵 𝑠 = 𝑇 𝑠 ∧ 𝑁 𝑠 =  
𝑎

 1+𝑎2
sin  

𝑠

 1+𝑎2
 , −

𝑎

 1+𝑎2
cos  

𝑠

 1+𝑎2
 ,

1

 1+𝑎2
 . 

      𝜏 𝑠 = 𝐵′  𝑠 . 𝑁 𝑠  

               =  
𝑎

1+𝑎2 cos  
𝑠

 1+𝑎2
 ,

𝑎

1+𝑎2 sin  
𝑠

 1+𝑎2
 , 0  .  −cos  

𝑠

 1+𝑎2
  , − sin  

𝑠

 1+𝑎2
  , 0  

               = −
𝑎

1+𝑎2 

 

Exercice 2 



𝛾: 𝐼 → ℝ3 une courbe paramétrée régulière de classe 𝐶3 dont touts les points sont birégulières 

. Montrer que : 

la courbe est plane ⟺ ∀ 𝑡 ∈ 𝐼 , 𝜏 𝑡 = 0 . 

Solution  

Soit  𝛾  𝑠 = 𝛾0𝑆
−1
 𝑠  paramétrisation par l'abscisse curviligne donc ∀ 𝑡 ∈ 𝐼 ,  𝜏 𝑡 = 0 ⟺ ∀ 𝑠 ∈

𝐽 ,  𝜏 𝑠 = 0  

On à 𝜏 𝑠 = 𝐵′ 𝑠 . 𝑁 𝑠 = 0 ⟺ 𝐵′ 𝑠 = 0 (car 𝐵′  𝑒𝑡 𝑁 sont colineaires) 

                                                                        ⟺ 𝐵 𝑠  est constant  ∀ 𝑠 ∈ 𝐽 

                                                        ⟺ la courbe est plane. 


