Université Ibn Khaldoun-Tiaret

Département des Mathématiques

Polynémes Orthogonaux

Cours et Travaux dirigés destinés aux
étudiants de premiere année Master

par A.Larabi



GENERALITES:
Il est facile de montrer par un calcul trigonomtrique que :

2 cos(m#) cos(nf) = cos(n +m)f + cos(m —n)f

pour obtenir la formule:

/O7T cos(mf) cos(nf) = 0,n #m (2)

Nous dirons que cos(nd) et cos(mé) sont orthogonales sur [0, 7] pour n # m
En gnral , nous dirons que 1,cosf,cos?26, ...... est une suite orthogonale sur
[0, 7] Dans (2) le changement de variable z = cos @ donne

1
/ T ()T (2)(1 — xQ)_%da: =0, m#n (3)
-1
ol on a pos :
T, (z) = cos(n) = cos(ncos 'x),pour —1 <z <1 (4)
ce qui nous donne :
Tg(I) =1
Ti(x) =x
Ty(z) = 22% — 1



1 dfinition

Définition 1.0.1 les polynomes T, (x) de (3) sont appels polynomes de tchebey-
hev de 1 espce

On dit qu’il sont orthogonauz par rapport la fonction (1 — z?)
—1<z<1

1
Z,

En gnral , on considre les fonctions poids w(z) > 0 telles que
[P w(z)dz > 0
On dfinit les moments (g, )n>0 par

fhy = /ab 2"w(x)dr (5)

donc s’il existe une suite polynomiale {P,(x)},>0 ,P, de degr n tel que :

/a " Po(@) P (2)w(x)dz = 0.1 £ m (6)

alors { P, (x)} est une suite de polynémes orthogonaux par rapport la fonction
poids w(x) sur [a, b], si on note pour une fonction integrable f:

L) = [ Fawi)dr 7

alors (5) et (6) s'ecrivent
L(@") = pin, pourn > 0 (8)
L(Po(2) Pu()) = 0, pourn # m 9)

L est un oprateur linaire pour un polynome : 7(x) = S7_, ca* on a

Lin(x)) = L<ki o) = Z i (10)
Remarques

1. la place (7) ,on peut considrer une suite relle ou complexes (i), > 0 et
en utilisant (8) ,on peut dfinir une forme linaire sur P(espace vectoriel
des polynomes valeurs relles ou complexes)

2. ¢'il existe une suite {P,(z)},>, qui vrifie (9) et la condition L(P?) # 0
,alors on dira que {P,(x)} est une suite orthogonale par rapport L



Problme
est ce que toute suite de moments (u,), > 0 donne une suite orthogonale
P,(x)?(le problme d’existence)

Définition 1.0.2 soit (u,)n>0 une suite de nombres complexes et soit L la
fonctionnelle linaire dfinie sur P par :
L(z™)=p, ,n >0 le nombre p, est appell moment d’ordre n

Définition 1.0.3 une suite P,(x) est appell orthogonale par rapport L si

1. P,(z) est polynome de degr n
2. L(P,P,) =0,Yn#m
3. L(P?) #0,VYn

Remarques

1. si de plus L(P2?) = 1 on dira que la suite est orthonormale par rapport
L nous avons dans ce cas :

0 sin#m

L(Fu o) :5n,m:{ 1 sin=m

2. En gnral, on a

L(P, ()P (z)) = Knbpnm
K, +0

3. si deg(Py) = 0 alors L(Py(z)) = aug # 0 = o # 0 donc si la fonction-
nelle L est telle que :L(z%) = 0 alors la suite des polynomes orthogonaux
par rapport L n’existe pas

4. prenons g = 1 = pz = 1 et Py(x) = a # 0,P(z) = bxr + c avec b # 0
si L(PyPy) = L(abr+ac) = aL(bx+c¢) = aL(buy +cpp) = 0 alors b = —c
et par suite
L(P?(x)) = L(b*x® + ¢* 4 2bcx) = b*(pg — p1 + po) = 0

soit L une fonctionnelle dfinie par ses moments et soit {P,(z)} une suite de
polynomes ,les trois proprits suivantes sont equivalentes
a) {P,(z)} est une suite de polynémes orthogonaux par rapport L
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b) L(w(x)P,(x)) = 0 pour tous polynémes de degr m < n et L(w(x)P,(x)) # 0
sim=n
c) L(z™P,(x)) = ko, m , k, #0 , m=0,1,....n.
Preuve:
a) =b)
soit {P,(z)} une suite de polynémes orthognaux par rapport L alors
degPy(x) = k il est clair que Fy, Py, ..., P, est une base de Py (e.v. des
polynémes de degr au plus m) sim(z) est un polynéme de degr m alors :
ﬂ-(x) = 221:0 Ckpk<x) » Cm 7é 0.
= L(r(D)Pa(2) = S5 bPu(@) Pa(z) sem 70,
=
0 sim#n
p2)#0 sin=m

Lr@R) ={

soit { P,(z)} une suite de polynémes orthognaux par rapport L alors

pour tous polynome 7(z) de degr n on a

m(x) = X3l cpr(T) et ¢ = %

Preuve

m(z) = Y3to ckpr(T)

() Pp(x) = Y0 e Pe() Pr(z),m =0, ...,n
L(m(x) P () = 34 ciL(Bi(2) P ()

alors ¢, = 7“”(;();32"‘)(@)
si {P,(z)} une suite de polynomes orthognaux par rapport L

et si {Q,(z)} une autre suite de polynomes orthognaux par rapport L ,alors
de, # 0 tel que Q(z) = ¢, Po()

Preuve:

si {Q,(x)} une autre suite de polyndémes orthognaux par rapport L ,alors
d’aprs le thorme (1.1) on a L(PQ,) = 0 pour kjn

ensuite dans le thorme (1.2)

on pose 7(z) = Qn(z)

@Qn(x) = Y=o Ck%c(ilf)

donc ¢, = %@’“(MWC <n

alors Q, () = ¢, P,(x)

Existance de la suite des polynomes orthogonaux

Introduisant le determinant suivant

m=0,..n

Ko Ha Hn

o 2 Hn+1
A = det(pisvg)ij—o =

HUn N2n




(determinant de Hankel)

soit L une fonctionnelle linaire dfinie sur P par L(z") = p, une condition
ncessaire et suffisante pour 'existance d’une suite de polynomes orthogonaux
par rapport L est que A, #0 ,n=0,1,2,.... Preuve

Posons P, (z) = Y7 capa”

par la condition d’orthogonalit

Lz P, (x)) = Yo Cakptk™ = Kpopm(kn #0,m <n)---(3,2)

(3,2) est quivalente au systme suivant

Mo H1 - - - fin Cno 0
M1 M2 o o o Hp4a Cn1 0
22 . - M2n Cnn kn

donc si une suite de polynomes orthogonaux par rapport L existe

elle est uniquement determiner par la constante k, et d’aprs (3,2) le systme
doit avoir une solution unique donc A, # 0

inversement si A,, # 0 , alors pour k, # 0, le systme a une solution unique et
par suite P,(z) qui vrifie (3,2) existe .

Exercice:

1) montrer que ¢, = %Z_l n>1

2) montrer :si { P,(z)} est une suite de polynémes orthogonaux par rapport L
et m,(x) de degr n alors

L(mp(x)Py(x)) = “”k" AN =1

avec a, = ly(m,) et b ld(P )

l4 indique le coefficient dominant (de plus haut degr )

Solution:

1) il est clair que le systeme equivalent (3,2) est de cramer donc

= 7]“"2"_1 n>1

2)montrons que L(m,(z)P,(z)) = agb"A” A q=1

() = apa™ + m,_1(x)

L(m,(z)P,(x)) = a,L(z"P,)

et comme L(z"PF,) = k, et d’aprs la premire question on a

bnln
kn - A'n—l

CTLH

Définition 1.0.4 une forme linaire L est dite dfinie positive si L(m(zx)) > 0
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v polynome tel que m(x) >0 Vo € R

Construction d’une suite de polynémes orthogonaux

On pose :Py(z) = ,ua% donc L(P2(x)) = pg*L(1) =1

on pose ensuite

Pi(x) =z — aPy(x) , alors L(PyP,) = L(xP,) — aL(P?)

et si on prend a = L(xPp)

et posons Pi(z) = {L(P, )}

dans ce cas

par recurrence supposons que Fy, P, ..., P, soient construites de sorte que

deg(P;) =i
L(PZP)J) = 6i,j Z,j = 0, 1, ...n

si on pose 15n+1(x) =" — 30 apP(x)
et ar = L(z"" Py(x))
alors P,y est de degr (n+ 1) et
L(PjPoi1) = L(z""'P;) — Sop_garL(P;Py) =a; —a; =0
ensuite on pose
—~—9 ~
Pn+1 = {L<P1 }_%PnJrl
alors

L(P’r%"rl) =1
L(PiPnJrl) = 5i,n+1

Conclusion:

si L est definie positive alors la suite des polynomes orthogonaux par rapport
L existe et de plus elle est orthonormale coefficients rels ,et les moments de
L sont rels

Définition 1.0.5 L est dite quasi dfinie si A, #0 ¥n >0

m(x) > 0,Vx € R,ils existent P,Q € R[X] tels que 7(z) = P? 4+ Q?

Preuve:

m(x) est coefficients rels , les racines sont relles ou complexes conjugus,
et puisque m(z) > 0 , les racines relles sont de multiplicit paire w(z) =
() iy (v — (o +iBy)) (x — (aw — i)

posons [[,_;(z — (ax — i) = A(z) +iB(z)

donc 7w(x) = r?(z)(A? + B?) = P* + Q*



L est dfinie positive si et seulement si p, € Ret A, >0,n >0

Preuve:
1) si pp, € R et A, > 0 alors
L(PT%) = l?l(pn) Aﬁ’il >0
de plus d’aprs le systme (3,2) et puisque p, € R on a P, est coefficients rels
et si A est un polynéme coefficients rels tel que A(x) = > qapPy , ar € R
alors L(A%) = X1 a;ar L(P;Py)
= Yitoar L(P}) > 0
sim(x) > 0= m(x) = A*(z) + B*(z) = L(n(z)) = L(A%) = L(B?) >0
ce qui implique que L est dfinie positive
2) inversement
si L est dfinie positive alors u, € R
0< L(P2) =13(P,) 5o avee Ay = 1= A, >0, Vn
Relation de recurrence
soit L une forme quasi-dfinie et soit { P,} la suite des polynomes orthogonaux
par rapport L alors il existe ¢, € C et A, # 0 tels que :
1) Po=(x—cp)Pr1 — NiPro,n=1,2,3, ...
P_l(I) =0
2)de plus si L est dfinie positive ,alors ¢, € R et A,y1 > 0 pour n > 1
(A1 est arbitraire)
Preuve:

xP, est de degr (n + 1)
xPTL = ZZié ankPka

_ L(Z'Pnpk)
nk = T L(PP)
comme deg(xPy) =k + 1
alors a,, =0 pour k+1<n
donc a,, =0,Vk <n —1

de plus P, est unitaire , donc

Apn+1 = 1

2P, (z) = Pot1(2) + ann Po(z) + a1 Pooa () 0 >1
Pn+1(x) = (ZIZ’ - ann)Pn<x> - an,nflpnfl

P.(x) = (x — ) Pyq(x) — A Pya(x)

P_1 =0 ,n Z 1

Pi(z) = (v — 1) Py = x — ¢3,il suffit de prendre ¢; = —P;(0)
2) L(z" 2P, (x)) = L(z" ' P,_1) — co L(z" 2 Py_1) — M L(2" 2P, _5)
0= L(In—lpnil) - )\nL(LCn_QPn,2>

Vi 21 A = praerpe (@) = Shem2 A =1



(8) A1 = LE) — Ancale

(b) L(Pg) = )\1)\2 s )\n+1 avec )\1 = Uo = AO

L(zP?
() cn = H5pet)

n—1

(d) le coefficient de "' dans P, est —(c; +co+ -+ +¢p)

Preuve
(a) L(P}) = L(P,P,) = I3(Py) > = z= alors L(P?_)) = % et donc
L(P3) _ Buabdn _
LPy_y) — AL, T Ot
(b)
A 1A AgA ANSEPYANS A,
AtAz - Apy1 = A e - = —L(Pr%)

AT AT AL AL

(C) Pn = (LU - Cn)Pnfl - )\nPnfl-Pan

Pn—lpn = JI.P?%_I - Cnpg_l — )\nPn_IPn_Q

L(Pn—lpn) = L(:L‘PT?_I) - CnL(Pg—l) - /\nL(Pn—IPn—2>
L(zP2_,)
L(P}_y)

alors ¢, =

(d) soit d,, le coefficient de "' dans P, alors
dn = dn—l — Cp
= dn—? - (Cn + Cn—l)

:—(61+02+"'+Cn)

Remarque Dans le cas ot la suite { P, } n’est pas unitaire,elle vrifie une rela-
tion de type

Pn+1 = (Anllﬁ' + Bn)Pn - CnPn—l

si k, = l4(P,) alors :

P,(z) = k, P,(z)le polynome unitaire

nous trouvons

Kni1
A, = o

B. — —Cnt1knt1
n — o

Cn = Ant1 Z:i ,n>0,etk_; =1
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Exemple:Tchebychev de 1 espce

{ T, (x) = cosnb, x = cosl

= - >
cos(n +1)8 + cos(n — 1)0 = 2cosnfcost onalny =221y =1In1,n 2 1

On sait que l4(T,) = 2"! ) )
alors la suite unitaire est dfinie par Ty = Ty, 1, = 2171, n > 1
ce qui donne

TQ = lL‘Tl — %Tg
Tn - xTn—l - iTn—2

Définition 1.0.6 L est dite symtrique si :
les moments d’ordre impair sont nuls

Exemple

L) = Jgasrde

poni1 = L(z* ) = 1 visrdr =0
soit P, la S.P.O/L (P, est unitaire ),les conditions suivantes sont quivalentes :

(a) L est symtrique
(b) Po(—2z) = (-1)"Fy(z),n >0
(c) dans la relation : P, = (x — ¢,)P,—1 — A\ Py_2,n > lonac, = 0.

Preuve: (a) = (b)

m(z) =2+ + ao.

m(—z) = (—x)" 4+ -+ ap.

Lx(-) = (ML) + ()" Ln) o o)
sin=2p, alors

L(r(—)) = L(@") + an_2L(wn2) + -+ + L{ao) = L(n(x)).
sin = 2p+ 1,alors

L(r(—x)) = a1 L(z" ") + ap_3L(zy_3) + - + L(ay) = L(w(x)).
donc on a L(m(—x)) = L(m(x))

alors L(m,(x)mm(2)) = L(m,(—z)m,(—x))

donc P,(—x) est aussi orthogonale par rapport L ,donc
P,(—x) =b,P,(x)

" (=) a2y + -+ ag.
+ bnanflxnfl + -+ aObn-
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et L(P,(—x)) = b,L(P,(x))

sin=2p

Hn + Qp—2n—2 + -+ Qoo = bn,un + bnan—2/fm—2 + -+ bnao,uo

ce qui donne b, =1 = (—1)"

sin=2p+1

b= (1) = (-1

alors P,(—xz) = (—=1)"P,(z)

(0) = (a)

si Py(—z) = (—=1)"P,(x) on a

P,(—z)=(=1)"z"+(-1)"a, 12y 1+ +ag = (=1)"2"+(=1)"ap_ 171+

-+ ag(=1)"

sin=2p+1

—2" + A1 Tp1 — Q2@ 2+ — T+ Qg = —T" — Q1 Tpq — Q2T —
e — A1l — Qg

= Qp—1 = Qp—3 = *** = Qo.

donc pour n impair , P, ne contient que des puissances impaires
et par suite :P(z) = z, P3(z) = 2° + a1z

et comme Py(z) =1, on a

L(POP3) :OZL(Pg) :pg—l—al,ul :,LL3:0

et ainsi de suite 9,41 =0

(b) = (c)

Po(x) = (=1)"Fo(—1)

P.(x) = (x — ¢,)Pyq(x) = M\pPya(x),n >1

posons

Qu(x) = (1) Po(—)

(=1)"Po(=2) = (=2 = ca)(=1)"Pai (=) — An(=1)" Poa(—1)
= Qn(7) = ( +¢1)Qn-1 — AP,—2 Or Q,(z) = Pu(z)

donc (z + ¢,)Py1 — APy_2 = (x — ¢,) Poq1(x) — Ay Pra(2)

= 2¢,P,_1(x) =0

=c, =0
(c) = (b)
sic,=0

Pn(x) - Ipn—l - )\nPn—Q

(=) Pu(=2) = (=1)"(=2) Pro1(—2) — (=1)" A\ Pra(—2)

Qn(x) =2Qn1 — )‘nQn—Z(x)

la suite @), vrifie la méme relation que P, est

Pi1=Q1=0,Ph=0Q=1

= P(x) = (=1)"Fu(—2)

Thorme de Favarel

soient {¢,}n>1 et { A, }n>1deux suites de nombres complexes et soit P, dfinie
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P.(x)=(x—cy)Pry —MPro ., . o
par { PoL=0:P=1 il existe une forme linaire L telle que
1. L[1] = A\, L(P,P) =0,Yn#m
2. L est quasi dfinie et {P,(z)} est la S.P.O/L unitaire ssi A, # 0

3. L est dfinie positive < ¢, € Ret\, > 0,n >1

Preuve

L(1) = MetL(P,P,,) = 0(¥Yn # m)

On dfinit L par L[1] = pg = A\ et L(P,) =0n=1,2,---
Pl(flf):I—Cl ﬁL(Pl):0(:#1—01/10:0(:)111:61;10
Py(z) = (x — o) PL — MNPy = 2% — (¢1 + o)z + 160 — Ao

la relation de rcurrence s’crit

xpn = Ipt1 + Cn+1pn + >\n+1pn71 """ (1)7 n>1

= L(zP,)=0------ (2) (n>2)

multiplions (1) par x et utilisons(2)

= L(2*P,) = 0,(n > 3)

et L(z*P,) =0pour 0 <k <n

L(z"P,) = A\p1 L(z" ' P,q) ,(n > 1)

donc pour n # m on a

L(P,P,) =0

de plus:L(P?) = L(2"P,) = M2+ Apy1,(n > 0)

alors L est quasi dfinie et P, est la SP.O/L < X\, #0,(n > 1)
Identit de CHRISTOFFEL-DARBOUX

soit {P,} vrifiant la relation de rcurrence avec A, # 0,n > 1

Y, %ﬁ:ﬂjﬁi = (Mg Apg) 7 Eett@ P2 )= Po(0) s ()

Preuve
multiplier la relation de rcurrence P, (z),ensuite par P,.;(y),on obtient:

'TPnPn(y> = PnJrl(x)Pn(y) + CnJrIPn(x)Pn(y) + )‘nJrIPnfl(x)Pn(y)
la diffrence
(x — y)Pu(2)Po(y) = Poy1(2)Po(y) — Posi(y)Pu(z) — /\n-&-l[Pn(x)Pn—l(y) -
Pn(y)Pn—l(x)]
Ensuite vrifier que:
P (z) P (y) — Prt1(%) Po(y) = Pnt1(y) Pn(z) _ Ant1 [P (@) Pr—1(y) = Pn (y) Pr—1(z)]
A1A2-Angr (z—y) (A1 A2 Ant1) A2 Apt1(z—y)
ensuite faire la somme de 0 n
son P2(x) P (x)Pa(2)=P;(z)Pot1(z)

k=0 XqXo-Apy1 (A2 Ang1)
Preuve:

Poi1(2) Po(y) = Poia (y) Pu() = (Prya (€)= Poga (y) Po(2) = (Po(2) P () Paya ()
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Ensuite ,remplaant et faire y —
si L est dfinie positive alors
(PP — Py Pasa)(@) > 0
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