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FICHE TD : N%4

Exercice 1.

Soit f une application de classe C* de R? dans R et r € R. On dit que f est homogéne de degré
T si
Y(z,y) € R%Vt > 0, f(tz, ty) = t" f(z,y).
1. Montrer que si f est homogéne de degré r, alors ses dérivées partielles sont homogénes de
degré r — 1.
2. Soit f:R? — R telle que, pour tout (z,y) € (R2)2 on a

(@) = f)l <l z—yl?.

Démontrer que f est constante. Montrer que si f est homogéne de degré r si et seulement
si:

of of
2 =
V(z,y) e R ap(2,y) + Yoy (@,y) =rf(z,y).
3. On suppose que f est de classe C2. Montrer que :
0% f 0 f 0 f
207 207 _ _
253 y) +2$yaxay(w,y) Y5, (z,y) =r(r = 1)f(z,y).

Exercice 2.
R? muni de la norme euclidienne
f: R — R?
1 1
(0,9) > (gsin(e+y), geos(x — )
1— Calculer Df(a).
2— Trouver k €]0,1[ tel que ||Df(x,y)|| < k.

3— En utilisant le thATorAlme des accroissement finis prouver que le systAlme suivant

1
x = —sin(z +y)

t

y = cos(z —y)

admet une unique solution.

Exercice 3.

Soit f : Myp(R) — M, (R) définie par

ot M, (R) est 'ensemble des matrices carrées (n ligne et n colonne).
Justifer que f est de classe C! et déterminer la différentielle de f en tout M € M, (R).

Exercice 4.

Soit f et ¢ : R — R deux applications de classe C? et F : R? — R définie par

F(x,y) = f(x+p(y)).

a. Justifier que F est de classe C2.

b. Vérifier I'égalité :
O°F OF  0°F OF _
0x? Oy  Oxdy Ox
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Corrigé

Exercice 1.

1. On pose g(x,y) = f(tz,ty). On a d’une part :

99
ox

(,0) = 57 (12, t0).

D’autre part, en utilisant la relation g(z,y) =t" f(z,y), on a :

dg 0

On en déduit

0 0
gi(tw,ty) = tr*lafi(w,y)

On fait de méme avec la dérivée partielle suivant y.

. Fixons z € R? Alors, pour h € R% on a
[f(@+h) = f@)| <| h|P= flz+h)= f(z)+o(| ).

Ceci signifie que f est différentiable en x et que d f; = 0. En particulier, f est donc de
classe C! sur R?. Comme R? est convexe (donc connexe par arcs), ceci implique que f est
constante.

Supposons d’abord que f est homogéne de degré r. On a donc :

[tz ty) =" f(z,y).

On dérive cette relation par rapport a ¢t. On trouve :

of of 1
r—(tx,t —(tz,ty) =rt"" " f(x,y).
B ,y)+y8y( ,ty) f(z,y)
Le résultat vient en appliquant le résultat de la premiére question, qui dit que les dérivées
partielles de f sont homogénes de degré r — 1. Pour la réciproque, posons ¢(t) = f(tz,ty),
définie et dérivable sur R’ . En utilisant la relation vérifice par f (qu'on appelle relation
d’Euler), on a :

#(0) = 2 (b, ty) + g (b ty) = TS, ty) = Til0).

La dérivée de 'application ¢t ~"¢(t) est nulle sur R , elle est donc constante sur cet intervalle,

et comme en outre ¢(1) = f(z,y), on démontre que f est bien homogéne de degré r.

. En écrivant la relation d’Euler pour % et % (qui sont homogenes de degré r — 1), on

obtient
O*f of

2
S Y () = (= 15 @)

s
0z2

et
0? 0? 0
2 g @) g = = D ).

On ajoute alors x fois la premiére relation, et y fois la deuxiéme, puis on utilise la relation
d’Euler pour f pour obtenir le résultat.

Exercice 2.
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R?2 muni de la norme euclidienne
f: R — R?
1 1
(2,y) — (5sin(e+y), zeos(z —y)

1- f(x,y) = (f1(x,y),f2(a:,y))

Df(z,y)(h) = (Dfi(z,y)(h), D fa2(x,y)(h)) = . (cos(z + y)(h1 + ha),sin(x — y)(ha — h1))

2
2— On a )
IDf(z,y)ll = 5\/6082(96 +y)(h1 + ho)? +sin®(z — y) (ha — In)?
1
< SV + h2)? + (he — hn)?
1
<L
= \/§'

alors k = % Et puis on applique le théoréme suivant

Soient E un espace de Banach, f une fonction définie de F dans FE.
S’il existe k €]0, 1] tel que, pour tout x € E

||Df($)||L(E) <k,
alors f admet un unique point fixe dans FE.
Exercice 3.

Remarquons déja que f est de classe C' puisque f est polynémiale.
Soient M, H € M, (R). Alors on a

f(M+H)—f(M)=(M+H)*>—-M?=HM+ MH + H>
Posons ¥(H) = HM + MH. v est linéaire et
J(M+H) — f(M)=v¢(H) + o(||HI|).

Ainsi, ¢ est la différentielle de f en M.
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