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Corrigé Calcul Fractinnaire, Durée 1H 30 mn

Exercice1 :6points

Montrer que les propriétés de l'opérateur de dérivation de Riemann-Liouville RLDα
a suivantes

sont vraies pour α ∈]m− 1,m[ :

1. RLDα
a est un opérateur linéaire.

2. RLDα
a ◦RL Dβ

a 6=RL Dβ
a ◦RL Dα

a 6=RL Dα+β
a .

3. lim
α→m−1

RLDα
a f = f (m−1) et lim

α→m
RLDα

a f = f (m).

4. RLDα
a ◦ Iαa =id.

5. [(Iαa ◦RL Dα
a )f ](x) = f(x)−

m−1∑
j=0

(x− a)j−m+α

Γ(j −m+ α + 1)

{
lim
x→a
>

[(
d

dx

)j
Im−αa f

]
(x)

}
.

Solution

Pour la linéarité c'est une simple véri�cation :
Soient f et g deux fonctions ∈ C([a, b[) et Soient λ, δ ∈ R

[RLDα
a (λf + δg)](x) =

(
d

dx

)m [
Im−αa (λf + δg)(x)

]
=

(
d

dx

)m [
λIm−αa f(x) + δIm−αa g(x)

]
= λ

(
d

dx

)m
Im−αa f(x) + δ

(
d

dx

)m
Im−αa g(x)

= λRLDα
a f(x) + δRLDα

a g(x)

=
[
λRLDα

a f + δRLDα
a g
]

(x)

donc

RLDα
a (λf + δg) = λRLDα

a f + δRLDα
a g

Pour le deuxième point un contre-exemple su�t (considérer α = 1,β =
1

2
et f(x) = x)on

obtient :



(RLD1
0 ◦RL D

1

2
0 )x = RLD1

0[RLD

1

2
0 x]

= RLD1
0[

Γ(1 + 1)

Γ(1− 1
2

+ 1)
x1− 1

2 ]

= [
Γ(2)

Γ(3
2
)
x

1
2 ]

=
Γ(2)

Γ(3
2
)
[RLD1

0x
1
2 ]

=
1

Γ(1
2
)
x−

1
2

mais :

(RLD
1
2
0 ◦RL D1

0)x = RLD
1
2
0 [RLD1

0x]

= RLD
1
2
0 [

Γ(1 + 1)

Γ(1− 1 + 1)
1]

= RLD
1
2
0 [

Γ(2)

Γ(1)
1]

= RLD
1
2
0 1

=
Γ(1)

Γ(−1
2

+ 1)

=
1

Γ(1
2
)
.

et :

RLD
1+ 1

2
0 x = RLD

3
2
0 x

=
Γ(2)

Γ(1− 3
2

+ 1)
x1− 3

2

=
1

Γ(1
2
)
x−

1
2 .

Si f est de classe Cm alors on peut écrire :

f(x) = [Ima f
(m)](x) +

m−1∑
j=0

(x− a)j

j!
f (j)(a).

Où :
Ima : est l'intégrale entier d'ordre m
f (m) : la dérivée d'ordre m
f (j)(a) :la dérivée d'ordre j appliquée à a
Appliquons l'opérateur Im−αa aux deux membres on obtient :



(Im−αa f)(x) = Im−αa

[
Ima f

(m)(x) +
m−1∑
j=0

(x− a)j

j!
f (j)(a)

]

= Im−αa

[
Ima f

(m)
]

(x) + Im−αa

[
m−1∑
j=0

(x− a)j

j!
f (j)(a)

]

= (I2m−α
a f (m))(x) +

m−1∑
j=0

1

j!
Im−αa (x− a)jf (j)(a)

= (I2m−α
a f (m))(x) +

m−1∑
j=0

1

j!

Γ(j + 1)

Γ(j + 1 +m− α)
(x− a)j+m−αf (j)(a),

comme Γ(j + 1) = j! alors :

(Im−αa f)(x) = (I2m−α
a f (m))(x) +

m−1∑
j=0

1

Γ(j + 1 +m− α)
(x− a)j+m−αf (j)(a)

Appliquons l'opérateur
(
d
dx

)m
aux deux membres de l'égalité :

(
d

dx

)m
[Im−αa f(x)] =

(
d

dx

)m
[I2m−α
a f (m)(x)] +

m−1∑
j=0

1

Γ(j + 1 +m− α)

(
d

dx

)m
(x− a)j+m−αf j(a)

= [Im−αa f (m)](x) +
m−1∑
j=0

1

Γ(j + 1− α)
(x− a)j−αf (j)(a).

Où
(
d
dx

)m
[I2m−α
a f (m)(x)] = [Im−αa f (m)](x)(d'après la propriété de l'intégrale de Riemann-

Liouville)
Quand α −→

<
m on obtient :

lim
α→m
<

(RLDα
a f)(x) = lim

α→m
<

(Im−αa f (m))(x) + lim
α→m
<

m−1∑
j=0

1

Γ(j + 1− α)
(x− a)j−αf (j)(a)

Mais puisque l'intégrale de Riemann-Liouville est holomorphe en α donc continue alors :

lim
α→m
<

(Im−αa f (m))(x) = [I0
af

(m)](x) = f (m)(x),

et comme la fonction gamma est continue alors :

lim
α→m
<

m−1∑
j=0

1

Γ(j + 1− α)
(x− a)j−αf (j)(a) =

m−1∑
j=0

1

Γ(j + 1−m)
(x− a)j−mf (j)(a),



et puisque chaque terme 1
Γ(j+1−m)

est nul (d'après les propriétés de la fonction spéciale

gamma) donc :
m−1∑
j=0

1

Γ(j + 1−m)
(x− a)j−mf (j)(a) = 0.

D'où :
lim
α→m
<

(RLDα
a f)(x) = f (m)(x),

et avec la même méthode on obtient :

lim
α→(m−1)

<

(RLDα
a f)(x) = f (m−1)(x).

Pour la quatrième propriété on a :

(RLDα
a ◦ Iαa )f =

[(
d

dx

)m
◦ Im−αa ◦ Iαa

]
(f)

=

(
d

dx

)m
[(Im−αa ◦ Iαa )f ]

=

(
d

dx

)m
[(Ima )f ]

= I0
af

= f

Pour la dernière propriété on utilise la propriété 4, avec

(RLDα
a ◦ Iαa ◦RL Dα

a )f =RL Dα
a f

qui donne :
RLDα

a [(Iαa ◦RL Dα
a )f − f ] = 0,

à partir du lemme (??) on aura :

[(Iαa ◦RL Dα
a )f ](x)− f(x) =

m−1∑
j=0

Cj(f)
Γ(j + 1)

Γ(j + 1 + α−m)
(x− a)j+α−m

Par application aux deux membres Im−αa on obtient :

Im−αa [[(Iαa ◦RL Dα
a )f ](x)− f(x)] = Im−αa

[
m−1∑
j=0

Cj(f)
Γ(j + 1)

Γ(j + 1 + α−m)
(x− a)j+α−m

]

[(Ima ◦RL Dα
a )f ](x)− [Im−αa f ](x) =

m−1∑
j=0

Cj(f)
Γ(j + 1)

Γ(j + 1 + α−m)
Im−αa (x− a)j+α−m

=
m−1∑
j=0

Cj(f)
Γ(j + 1)

Γ(j + 1 + α−m)

Γ(j + α−m+ 1)

Γ(j + 1)
(x− a)j

=
m−1∑
j=0

Cj(f)(x− a)j.



Or si 0 ≤ j ≤ m− 1 alors lim
x→a+

(
d
dx

)j
[Ima g](x) = lim

x→a+
[Im−ja g](x) = 0 et aussi :

lim
x→a+

(
d
dx

)j
(x− a)k =

{
j! si k = j
0 sinon

D'où :

j!cj(f) = − lim
x→a+

(
d
dx

)j
[Im−αa f ](x)

l'équation (5) devient :

[(Iαa ◦RLDα
a )f ](x)−f(x) =

m−1∑
j=0

− lim
x→a+

(
d

dx

)j
[Im−αa f ](x)

1

Γ(j + 1 + α−m)
(x−a)j+α−m,

donc

[(Iαa ◦RL Dα
a )f ](x) = f(x)−

m−1∑
j=0

(x− a)j+α−m

Γ(j + 1 + α−m)

{
lim
x→a+

[(
d

dx

)j
Im−αa f

]
(x)

}

Exercice2 :6points

Etablir la proposition suivante
Si lim

x→0+
x1−αf(x) = c et f continue sur ]0, b],

alors
lim
x→0+

(I1−α
0+ f)(x) = cΓ(α).

ou I1−α
0+ est l'integrale fractionnaire d'ordre 1− α.

Solution

(I1−αf)(x) =
1

Γ(1− α)

∫ x

0

(x− t)−αf(t) dt

=
1

Γ(1− α)

∫ x

0

(x− t)−αtα−1t1−αf(t) dt.

Comme lim
x→0+

x1−αf(x) existe, alors la fonction x1−αf(x) est prolongeable par continuité à [0, b].

D'où

(I1−αf)(x)− cΓ(α) =
1

Γ(1− α)

∫ x

0

(x− t)−αtα−1[t1−αf(t)− c] dt.

pour que cette égalité est vraie la fonction Γ doit véri�er :

cΓ(α) =
1

Γ(1− α)

∫ x

0

(x− t)−αtα−1c dt.

En e�et ∫ x

0

(x− t)−αtα−1 dt =

∫ x

0

x−α(1− t

x
)−αtα−1 dt.



On pose
t

x
= u,

alors
dt = xdu.

On a
t : 0 7−→ x⇒ u : 0 7−→ 1,

donc ∫ x

0

(x− t)−αtα−1 dt =

∫ 1

0

x−α(1− u)−α(xu)α−1x du

=

∫ 1

0

(1− u)−αuα−1 du

= β(1− α, α).

Où β(1− α, α) la fonction bêta dé�nie par :

β(1− α, α) =

∫ 1

0

(1− u)−αuα−1 du,

et qui relie avec la fonction gamma par la relation suivante :

β(1− α, α) =
Γ(1− α) Γ(α)

Γ(1− α + α)

1

Γ(1− α)

∫ x

0

(x− t)−αtα−1c dt =
cβ(1− α, α)

Γ(1− α)

=
c Γ(1− α) Γ(α)

Γ(1− α) Γ(1− α + α)

= cΓ(α) (Γ(1) = 1).

Donc reprenons la preuve :

(I1−αf)(x)− cΓ(α) =
1

Γ(1− α)

∫ x

0

(x− t)−αtα−1[t1−αf(t)− c] dt.

Comme la fonction t 7−→ t1−αf(t)−c est continue sur [0, b] qui est compact alors sup
[0,b]

|t1−αf(t)−c|

existe

|(I1−αf)(x)− cΓ(α)| ≤
sup
[0,b]

|t1−αf(t)− c|

Γ(1− α)

∫ x

0

(x− t)−αtα−1dt

≤ β(1− α, α)

Γ(1− α)
sup
[0,b]

|t1−αf(t)− c|.



Donc
|(I1−αf)(x)− cΓ(α)| ≤ Γ(α) sup

[0,b]

|t1−αf(t)− c|

Par passage à la limite quand x→ 0 on obtient :

lim
x→0

I1−αf(x) = cΓ(α).

Exercice3 :4points

Montrer que : Si 0 ≤ α, β ≤ 1 avec α + β ≤ 1 et f de classe C1 alors :

(CDα
a ◦C Dβ

a )f =C Dα+β
a f = (CDβ

a ◦C Dα
a )f .

ou CDα
a est la derivation fractionnaire de Caputo d'ordre α.

Solution

(CDα
a ◦C Dβ

a )f =

(
I1−α
a ◦ d

dx
◦ I1−β

a ◦ d

dx

)
f

=

(
I1−α−β
a ◦ Iβa ◦

d

dx︸ ︷︷ ︸ ◦I1−β
a ◦ d

dx

)
f

=

(
I1−α−β
a ◦ CD1−β

a ◦ I1−β
a︸ ︷︷ ︸ ◦ ddx

)
f

=

(
I1−α−β
a ◦ d

dx

)
f

= CDα+β
a f,

Exercice4 :4points

on dé�nit l'opérateur L appliqué a une fonction réelle x par :

L[x](z) =

∫ +∞

0

e−ztx(t)dt

Montrer que
L[Iαx](z) = z−αL[x](z)

Solution

L[Iαf ](z) =

∫ +∞

0

e−zx(Iαf)(x) dx

=
1

Γ(α)

∫ +∞

0

∫ x

0

e−zx(x− t)α−1f(t) dt dx

=
1

Γ(α)

∫ +∞

0

(∫ +∞

t

e−zx(x− t)α−1dx

)
f(t) dt.



En posant x = t+ y on obtient

L[Iαf ](z) =
1

Γ(α)

∫ +∞

0

e−zt
(∫ +∞

0

e−zyyα−1dy

)
f(t) dt

=

∫ +∞

0

e−ztz−αf(t) dt

= z−αL[f ](z).

Où
∫ +∞

0
e−zyyα−1dy est calculé par :

On pose u = zy, donc ∫ +∞

0

e−zyyα−1 dy =

∫ +∞

0

e−u
(u
z

)α−1 1

z
du

=

∫ +∞

0

e−uuα−1z1−αz−1 du

= z−α
∫ +∞

0

e−uuα−1 du

= z−αΓ(α).


