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Exercicel :6points
Montrer que les propriétés de 'opérateur de dérivation de Riemann-Liouville #2 D2 suivantes

sont vrales pour a €lm — 1,m] :
1. LD est un opérateur linéaire.
92 RLDa RL D,B #RL Dﬁ oRL Da #RL Da+,8
3. lim RLDaf fm=1) et hmRLDaf fm),

a—m—1

4. RLDa o Jo .

5. [(I o Do) f](x N m)i Zrm {lim [(%) ];”“"f] (x)}.

“M

Solution
Pour la linéarité c’est une simple vérification :
Soient f et g deux fonctions € C([a, b]) et Soient \,d € R

DO 40l = (5) [0S+ )]

= (%)m (AL~ f(x) + 01 g ()]

— (%)m I f(z)+0 (%) : I g(x)

— APLDS () + 6" D2 g(x)
— [NFEDEf 4+ 7L D2g] (x)

donc

FEDS(NS +0g) = N*EDg f + 67 Dgg

1
Pour le deuxiéme point un contre-exemple suffit (considérer o = 1,5 = 5 et f(x) = z)on

obtient :



1 1
(RLDtl) oRL DOQ)ZC _ RLD(l)[RLD(?x]
I(141)

r1-1+1)

= "Dy z'73]

mais :

("“Dg o DY) = "D [* DY

et :

1 3
RLD(1)+§x = BLDig

Si f est de classe C™ alors on peut écrire :

Fla) = 1)) +

Ou :

17" : est 'intégrale entier d’ordre m

) la dérivée d’ordre m

fY9)(a) :1a dérivée d’ordre j appliquée & a

Appliquons 'opérateur ;"= aux deux membres on obtient :



(e p@) = e [I;”f(m( I3 ;,a)jf(j)(a)]
- et e [F st
_ (Ifm‘“f‘m))(:vHi:%I? (@~ ) O
(127 1) (2) + 3 Oljim T e )
comme T'(j + 1) = j! alors :
17 1)) = (272 o)) 1 5 (& — ay e £ )

jzofj—kl—i-m—oz)

Appliquons 'opérateur (%)m aux deux membres de 1’égalité :

d

(d%)mug”—af(x)] (ﬁ)m“m AN +mZ:1FJ+1

J=

g ]

O ()" [12m=e fm) ()] = [1n== fm)
Liouville)

Quand o« — m on obtient :
<

m—1

lim ("LD3 ) () = Jimg (17210 (@) + Jim,
< < < =0

1
Zf(j+1—a)

() e

m—1
_ )i r()
+J¥0FJ+1_04 r—a) " *fY9a).

|(z)(d’apreés la propriété de I'intégrale de Riemann-

(¢ — a)’~* 9 (a)

Mais puisque l'intégrale de Riemann-Liouville est holomorphe en « donc continue alors :

Jlim (10 f) (2) =

(Lo f™)(2) =

et comme la fonction gamma est continue alors :

m—1 m—1
1
1 N Ja(J
Q%JZ:P]—Fl—Oé)(x o ;Fj—l—l—

(x —a) ™ {9 (a
- )7 9 a),



et puisque chaque terme ) est nul (d’apreés les propriétés de la fonction spéciale

1
T(G+i-m
gamma) donc :

m—1

ZL’—CLj_m Da) = 0.
- ST @
7=0
D’ou :

lim (RXD2f)(z) = £ (),

a—m
<

et avec la méme méthode on obtient :

lim | ("-D2f)(x) = £ V().

Pour la quatriéme propriété on a :

("“DgoI)f =

= f
Pour la derniére propriété on utilise la propriété 4, avec
("D o I o™ DY) f =" D f
qui donne :
RLDR (13 o™ DE)f — f] =0,

a partir du lemme (??7) on aura :

3
L

I'(j+1)
I'Gj+14+a—m)

(l‘ . a)j+cx—m

(12 o™ DY) f)(a) ~ £(z) = 3 C5()

\
=)

J
Par application aux deux membres 1"~ “on obtient :

e[y o D) f)(x) — Z o ffof)_ -y
(77 0™ D) = 2 N10) = 3 O g s 127 = a) e
. FG+1) TG+a—-m+1)

= jOOj(f)F(]+1+a_ ) F(]—I—l) (ZE



Orsi0<j<m-—1alors lim ( )j [I™g)(z) = lim [I™Ig](z) = 0 et aussi :

z—at z—at

Ela

0 sinon

lim (cfix)j(x—a)k:{ Jhsik=]

D’ou :

Jlej(f) = = lim ()" [1~f)(x)

z—at

I'équation (5) devient :

(o DY)~ ) = Y-~ T (50 ) U N0y g (0P
donc

(13 0" D) 1(0) = f1a) = 3 {nm [(di) I?‘“f] <x>}

Exercice2 :6points

Etablir la proposition suivante
Si lim z'~®f(z) = c et f continue sur |0, b],
x—07T

alors
lim (I)7°f)(z) = c['(a).

x—0t

ou Iéja est I'integrale fractionnaire d’ordre 1 — .

Solution

Ihe) = e | =0 a

1

— —F(l_a)/o (x — )" f(t) dt.

Comme lim '~ f(z) existe, alors la fonction z'~*f(x) est prolongeable par continuité a [0, b].
z—0
D’ou

(")) = ) = ey [ =070 — ol .

I'l — o
pour que cette égalité est vraie la fonction I' doit vérifier :

1

(o) = T —a) /Ow(m —t) e dt.

En effet N N .
/ (x —t)" ! dt :/ r(1— =) dt.
0 0

X



On pose

t

_:u’

T
alors

dt = xdu.
On a

t:0—z=>u:0—1,

donc

T 1
/ (x—t)" @ tdt = / 271 — u)"(zu)* 'z du
0 0
= (1 —u)"u*"" du

Ou B(1 — a, a) la fonction béta définie par :

Bl —a,a) = /01(1 —u)"u""! du,

et qui relie avec la fonction gamma par la relation suivante :

_I'(1-a)I'(a)

PUL=eo) =T o)
1 x ot Bl -a,a)
—F(l_a)/o(x—t) t*edt = T—a)

cT(1—a) INa)
Ml—a)T(1l-—a+a)
= (o) (I'(1) =1).

Donc reprenons la preuve :

(")) = ) = g [ =070 — ol .

I'l -«
Comme la fonction ¢ — '~ f(t)—c est continue sur [0, b] qui est compact alors sup |t' = f(t)—c]

[0,b]
existe

up it f ) =
’ — )ttt
T(1—a) /0 (z =)

L ]

(I f)(@) = T(a)] <



Donc

(I f)(@) — T ()] < T(a) sup [t f(t) —

Par passage a la limite quand x — 0 on obtient :

lim I~ f(z) = cl(a).

x—0

Exercice3 :4points

Montrer que : Si0 <, B <1 avec a+ 8 <1et f de classe C! alors :
(CDg o D) f =€ Dg*f = (°Dj o DY)

ou YD est la derivation fractionnaire de Caputo d’ordre a.
Solution

(“Deo“D)f =

Exercice4 :4points

on définit I'opérateur £ appliqué a une fonction réelle x par :

+oo
Llz](z) = /0 e “ta(t)dt

Montrer que
L[[%x](z) = 27 *Lz](2)

Solution

Ll ](2) = / " e (1) @) da
1 ee v —zxT _ a—1 T
:m/o /0 e (x—t)* f(t) dt d

_ ﬁ/{)m (/:OO e (3 — t)o‘_ld:p) f(t) dt.



En posant x =t + y on obtient

cr@ = [ et ([ o) s

= /0+°° e F 2T f(t) dt
=z "L{f](2).

On f0+°° e Yy~ ldy est calculé par :
On pose u = zy, donc

+oo . +oo uye—11
ey dy = e " <—> — du
0 0 z z
+oo
— / efuuaflzlfazfl du
0

—+00
= z_o‘/ e ut 1t du
0

= 2z T(«).



