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Introduction

La notion d’équation différentielle apparait chez les mathématiciens a la fin du 17 eme
siecle. A cette époque, les équations différentielles s’introduisent en mathématiques par les
problemes d’origine mécanique par exemple : Mouvement du pendule circulaire, probleme
du mouvement de deux corps s’attirant mutuellement ; suivant la loi de la gravitation
newtonnienne, probleme de I’étude de mouvement de corps élastiques (tiges, ressorts,
cordes vibrantes), probleme de I’équation de la courbe décrivant la forme prise par une
corde suspendue aux deux extrémités et soumise a son propre poids. Quelques notions
acquises dans les années antérieures ont été utilisées, cependant je me suis efforcé de limi-
ter au maximum les rappels, afin de ne pas rompre une cohésion indispensable a 'eficacité.

Ce polycopié comprend cing chapitres, le premier est consacré aux notions fondamen-
tales ainsi quelques types du premier ordre soit linéaires soit non linéaires. Deuxieme
chapitre traite des équations différentielles d’ordre deux, le troisieme chapitre étudie les
équations différentielles d'un coté théorique en introduisant le probleme de Cauchy ou
probleme de condition initiale. Le quatrieme envisage les systemes différentiels linéaires
et non linéaires en introduisant les notions de ’exponentielle d'une matrice et la notion
de la résolvante. le dernier chapitre envisage quelques types de stabilité pour les systemes
autonomes et systemes linéaires.

Ce polycopié comprend un grand nombre d’exemples illustrant en détail les nouveaux
concepts et résultats. Il contient également des exercices a la fin de chaque chapitre avec

des niveaux de difficultés variables.

Ce polycopié est destiné aux étudiants de la 3 année licence ” Mathématiques générales”.



Chapitre 1

Equations différentielles du premier
ordre

Définition 1.1 On appelle équation différentielle une équation établissant une relation entre la
variable indépendante x, la fonction inconnue y et ses dérivées, ', y", -+~ , y™.
On peut écrire symboliquement une équation différentielle comme suit :

F(xayuy/7'” 7y(n)) = 0

Définition 1.2 On appelle ordre d’une équation différentielle ’ordre de la dérivée la plus elevée
contenue dans cette équation différentielle.

Exemple :

F(z,y,y") = 0 est une ED d’ordre 1.
F(z,y,9y',y") = 0 est une ED d’ordre 2.
yy" = x — 2%y’ = 0 est une ED d’ordre 2.
2’ —tx +t2 =1 est une ED d’ordre 1.

Définition 1.3 On appelle solution ou intégrale d’une équation différentielle toute fonction y
vérifiant identiquement cette équation différentielle.

Définition 1.4 La courbe représentative de la solution (intégrale) d’une équation différentielle
est appelée courbe intégrale.

Remarque 1.1 Résoudre ou intégrer une équation différentielle, il consiste a trouver toutes les
solutions de cette équation différentielle.

1.1 EDs du premier ordre
Les équations différentielles du premier ordre (d’ordre un) sont de la forme :

F(z,y,y) = 0.
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1.1.1 EDs a variables séparables

Définition 1.5 On appelle une équation différentielle a variables séparables toute équation de
la forme :

fwy = g(x). (1.1)

ot f et g sont deux fonctions numériques définies et continues respectivement sur I et J deux
intervalles de R.

Remarque 1.2 L’équation (1.1) peut s’ecrire aussi sous la forme

Les solutions de l’équation (1.1) sont définies par :
/f(y)dy—/f(x)dx+c, ceR.

Exemple 1.1 Résoudre sur IRY [’équation :
ny' - y2 =0.

1l évident que y = 0 est une soution, pour y # 0 on a

!
1
2y =0 e %:72
Y T
dy dx
1 1
= ——=-—+g ceR
Y T
1 1-—
= - = Cw, ceR
Y T
T
= yzl—cx ceR
Donc l'ensemble S des solutions est
S={y=0 = , R
{y ou y=—r"0 ce R}

Exemple 1.2 Résoudre l’équation :
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Pour xz # 0 nous avons

/
2, — oY ¥ i
7y =6 <— w2
d d
—_ Y_ 2
ey x2
dx
— e Ydy=—
= —eV=——+¢ ceR
x
— eYV=——g¢ ceR
x
1
—= —yzln(——c), ceR
x
x
= y:n( ), ceR
1—cx

1.1.2 EDs homogenes :

Définition 1.6 (fonctions homogeénes)
Une fonction f(x,y) est dite homogéne de ses arguments de degré n si elle vérifie l'identité

Exemple 1.3 Montrons que f(z,y) = 2> + y> — zy est une fonction homogéne :
En effet pour tout (z,y) ER? et \€ER on a :

fOa,Ay) = (Ax)® + (M) — (M) ()
= N2+ )\2y2 + )\23:y
= N2+ 9y + )
= )\2f(1', y)

Donc f est une fonction homogéne d’ordre 2.

2_ 2

x —

E le 1.4 Mont JY) = 5=

xemple ontrons que f(z,y) 2y
En effet pour tout (x,y) ER? et \€E R on a :

est une fonction homogéne :

(Az)? — (Ay)?
(Az)2 + (\y)?
22 — ¢
x2 + y?
= f(z,y)

Donc f est une fonction homogéne d’ordre 0.

fQz,hy) =

Définition 1.7 (ED homogéne)
Une équation différentielle de la forme y' = f(x,y) est dite homogéne lorsque la fonction f(z,y)
est homogene de degré zéro.
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Remarque 1.3 Une équation différentielle homogéne peut se metire toujours sous la forme :
; Yy
y =)
x

1.1.3 La résolution d’une équation différentielle homogene :

Soit ’équation différentielle homogene :

y=e¢(2)

x

Posons 2 = u, donc y = uxr <=y = xu’ + u alors
x

u 1
— flu)—u =
du _dzx
— flw)—u x
du
< /f(u)_u:].n|$+0, CE]R

Donc les solutions de I’équation (*) sont définies par :

/ du
y=axu, et x = ke f(u)—u’ k € R.

Exemple 1.5 Réoudre ’équation suivante

wy =Vt —y2+y  (xx).

En effet pour x #0 on a

==Yy Yy
xk) = 1y = =
(%) x2 +ac
2
— y = 1—(g) +Y
T T
Posonsg:u, donc y' = xu' + u, alors
x
(3% o +u=+v1—-u2+u
xu =1 —u?
(|
Vi—u?2 =«
du dx

arcsinu =In|z|+¢, c€R

u:sin(ln]ac]—i—c), ceR

yzxsin(ln\az|+c), ceR.
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Exemple 1.6 Intégrer l’équation

2 2
y:—x

y = 20y (% *).
2 2
(k% %) <— 2y’—y——x—
Ty Ty

— oy=2_Z

x oy

Y
Posons = = u, donc y' = xu’ + u, alors
T

(k%) < 2zu +2u=u——
u
2
1
— 2 ="
u
2uu’ 1
1+u2 =z
2udu dx
= =
1+ u? x
— In(1+v*)=—-Inlz|+¢, c€R
— 14u>=e Mkt R
k
— wW=="-1, keR
x
— y=kz—2% keR

1.1.4 EDs se ramenant aux équations homogenes
Considérons une équation différentielle de la forme

@: (am+by+c>

/ / / (*)
dx a'r+by+c

ouna,d, bV, c c,sont des constantes réelles et f est une fonction continue.

1.Si e¢=¢d =0 Déquation (*) est homogene.

2. Lorsque 'un au moins des nombres ¢, ¢’ est différent de zéro, il convient de distinguer deux
cas :

2.1 Le déterminant A = Z, ll))’ # 0.

En introduisant les nouvelles variables o et 3 définies par les formules :
r=a+k
y=p+lI

ou k et [ sont pour 'instant des constantes indéterminées. Alors

g a4+ b6 + ak + bl + ¢
() = do _f(a’oc+b’ﬁ+a’k+b’l+c’)
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En choisisant k£ et | comme solution du systeme d’équations linéaires

{ak+bl+c=0 (A £ 0)

adk+bl+cd =0.
On obtient une équation différentielle homogene

2~ (Gavus)

En cherchant son intégrale générale et en y remplacant « par (x — k) et 3 par (y — 1) on obtient
I'intégrale générale de ()
2.2 Le déterminant A = a/ b

yo| = 0, dans ce cas il existe un réel A tel que

a = Ma, b = \b

dy (ax +by) +c
() = de f()\(ax—i-by) +c’)

la substitution z = az + by se ramene cette équation a une équation différentielle a variables
séparables.

Exemple 1.7 Résoudre l’équation différentielle suivante
(x+y—2)de+(x—y+4)dy=0 (%).

Considérant le systéeme linéaire

r+y—2=0
r—y+4=0"~
Le déterminant de ce systéme est
1 1
NN

Alors le systéme admet une solution unique (k,1) = (—1, 3), en faisant le changement de variables
r=a—1, y=0+3.

On obtient
r+y—2=a+p
r—y+4d=a—-0
dr = da
dy = dp,
et l’équation (x) devient
(a+ B)do + (o — B)dB = 0,

est une équation homogene. En posant B = ta, on obtient

(o + ta)da + (o — ta) (adt + tdor) = 0
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d’ou (aprés des simplifications)
(1+2t—t*)da+ a(l —t)dt =0

séparons les variables
da 1—t)dt
a  1+2t—1t2
on intégre il vient

1
ln\a|+§ln|1—|—2t—t2|:c, ceR

ou
o?(142t —t3) =k, keR
revenons auz variables x,y :
2(y—3) (y—3)

2
1 - —k  keR
@+ |1+ =07 ~ x| =P <

ou encore
2?4 2zy — y? — 4z + 8y = ¢y, c1 €R.

Exemple 1.8 Résoudre I’équation différentielle suivante :
(x+y+1)de+ 2z +2y—1)dy=0 (xx).

Considérons le systeme linéaire

r+y+1=0

20 +2y—1=0 "~
0.

11
on a donc A = 5 o |=
Posons z = x + vy, dz = dz + dy.

(#x) <= (24 1)dz+ (22 —1)(dz —dx) =0
= (—2+2)dr+ (22—-1)dz=0.
En séparant les variables, on obtient

2z —1
i 2alz:()

d’ot
r—2z—-3Inlz—-2| =g, ceR.

En revenant aux variables x,y on obtient l'intégrale générale de (**)

r+2y+3njz+y—2|=c¢ c€R.



1.2 Equations différentielles non linéaires 11

1.2 Equations différentielles non linéaires

1.2.1 Equation de Bernoulli

Ce sont des équations du premier ordre qui peuvent se ramener & une équation linéaire.

Définition 1.8 On appelle équation de Bernoulli une équation différentielle du premier ordre
qui peut s’écrire sous la forme :

a(z)y’ + b(z)y = f(x)y" a€R"~1
ot a, b, et f sont des fonctions continues sur un intervalle I et a(x) # 0 sur 1.

Méthode de résolution : En divisant par y* on obtient :

a(x)y'y=* +b(x)y' = = f(x)

le changement de fonction défini par z = y'~® conduit & une équation linéaire.
En effet

/

Z=(1-a)yy

—Q

d’ou
Z/

l—«

a(x) +b(x)z = f(x)

ou encore

a(x)z + (1 —a)b(x)z = (1 — a) f(2)

Exemple : Intégrer I'équation (y # 0)

y — zy’ = 2xy°. (1.2)
En divisant (1.2) par 3? on obtient :
1 /
- — :Cy—Z =2z
) )
. Y, . .
en posant z = — soit 2’ = —=; équation (1.2) devient :
Y Y

z+4+x2 =2

équation linéaire admettant z = x pour solution particuliere. I’équation homogene associée peut

s’écrire
dz  dw
z oz
c
et admet pour intégrale générale z=— dou z=x+ — ceR
T
et par conséquent
1 T
Yy = c — 2 cc R.
g e+ cC
x
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1.2.2 Equation de Riccati

Ce sont des équations de Bernoulli avec @ = 2 et second membre.

Définition 1.9 On appelle équation de Riccati une équation différentielle du premier ordre qui
peut s’écrire sous la forme :
Y = a(x)y® + bz)y + c(z)

ot a, b, et ¢ sont des fonctions continues sur un intervalle I et a(zx) # 0 sur I.
Méthodes de résolution :

Méthode 1 : (Transformons I’équation de Riccati & une équation de Bernoulli )
Soit I’équation de Riccati

a(@)y' +b(z)y + clx)y® = flz), (%)

Soit y, une solution particuliere de ’équation (x), posons y = y, + 2z, donc y' = yz’:, + 2/, alors la
détermination de y revient a déterminer z en effet

() <= aly,+72)+blyp+2) +clyp+2)° = f(2)
— ay, + by, + cyz + a2’ + bz + c(2* + 2yp2) = f(2)
= (ay, +by, + cyf,) + a2 + (b4 2cyp)z + c2* = f(x)
— a2 + (b+2cyy)z +cz? =0.

En résolvant cette derniere équation (une équation de Bernoulli), on obtient z et par conséquent
la solution y de I’équation (%) de Riccati.

Méthode 2 : (Transformons 1’équation de Riccati & une équation linéaire )

Soit I’équation de Riccati

a(@)y' + b(z)y + clx)y® = flz), (%)

/
z

Soit y, une solution particuliere de 1'équation (x), posons y = y, + —, donc ¢’ = y; — —5, alors
z z

la détermination de y revient a déterminer z en effet
/

(x) <— a(y;, - ;) —i—b(yp—i- %) +c(yp+ %)2 = f(x)

2! b Y 1
ay;—a?+byp+;+c(yz+2;p+?) = f(x)

<~
, o az’ b Yp C
= (ayp—i-byp—l—cyp)——2+7+2c—+—2:f(a:)
z 2 z oz
! 1
= —%4—(1)—1—20%);—1-;62:0
<~

a? — (b+ 2cyp) —c=0.

En résolvant cette derniere équation (une équation linéaire de premier ordre), on obtient z et
par conséquent la solution y de ’équation () de Riccati.
Exemple : Intégrer I’équation

y =y —2xy+ 2%+ 1. (1.3)
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I1 est facile de vérifier que y, = x est une solution particuliere de (1.3).
En posant y=x+2z donc ¢y =1+ 2,

(13) = 1+7 =(x+2)?—2x(x+2)+2*+1

soit apres simplification : 2 = 22
/ 2 7
=2 = =1
z
1\/
— (5) ==
z
1
& —-=-c+c celR
z
donc 'intégrale générale de (1.3) est :
1
y=x— c e IR.
xr—c

1.2.3 Equation de Lagrange

Définition 1.10 L’équation de Lagrange est une équation de la forme

y=zp(y) +v) (%)

Méthode de résolution :

On pose y = p, en dérivant les deux membres de I'équation (*) et en prenant compte que

dy = pdx, 'équation () devient linéaire parraport a x.

() <= pdx = @(p)dz + [x¢'(p) + ¢'(p)|dp,  (%*)

Sip # p(p), alors d’aprés les équations (x) et («x) on déduit la solution générale sous forme

paramétrique
{ z=cf(p) +9(p)
y = [cf(p) +9(p)]0(p) +¥(p)

ou p est un parametre et f(p), g(p) sont des fonctions continues, en outre il peut exister une

solution singuliere.
Exemple 1.9 Intégrer l’équation différentielle de Lagrange :
y=—zy —Iny" (1)

Dérivons chaque membre de l’équation (1) et posons t =y, donc t' = y”

[
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dx
Soit I’équation homogéne ZtE +x =0 associée a l’équation (2)
dx dx dt
26— =0 << —=—- e x=0
@ a7
— Injz|=—-In|Vt|+¢, et =0 ceR
k
= r=— ke R.
Vit
Cherchons maintenant une solution particuliére x, de l’équation (2), en appliquant la méthode
. k(t)
de la variation de la constante on pose x,(t) = W

1
(2) <= 2tx;+xp:—¥

— zt(k’(t) k() ) Lk _ 1

ViooovB ) Vet
Kt 1
= 2=
= K{t)=—-5t">
— k(t)—\%.

1
Donc  xpy(t) = n et la solution générale de ’équation (2) est donnée par

:U(t):k\/%t—i_l k e R.
Alors on a
(1) <= y(t) = —zt—Int
= y(t)=—(k\/iﬂ)t—1nt, keR
— y(t)=—-kVt—1-Int, keR

par conséquent la solution de I’équation (1) de Lagrange est donnée par la paramétrisation
kvit+1
z(t) \[7

t
y(t) = —kvt — 1 —Int.

ke R.

1.2.4 Equation de Clairaut

L’équation de Clairaut est une équation de la forme

y=azy +(y), (%)
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sa solution générale est donnée par la forme
y=x+¢(c), ceR

(famille de droites), en outre il existe une solution singuliére obtenue en éléminant le parametre
p entre les deux équations du systeme

{ x=—1'(p)
y = px +1)(p).

Exemple 1.10 Intégrer I’équation différentielle de Clairaut :
y=ay +y'Iny’  (2)

Dérivons chaque membre de l’équation (2), en posant y' =t on a :

(2) < y’zy’+wy”+y"lny’+y’z’,’
— (r+hny +1)y" =0
<~ (z+Int+1)¢
— x+Int+1=0, ou t'=0
=0 <= t=c¢, ceR

< y=cr+clng, ceR”

( Courbes intégrales représentées par une famille de droites.)

z+Int+1=0 <— z=-1-—1Int
— y=—(1+Int)t+tint
— y=—t.

Donc le systeme

{ z(t)=—1—Int ()

y(t) = —t
est la paramétrisation d’une courbe (qui est l’enveloppe d’une famille de droites ) de l'intégrale
singuliére de 'équation de Clairaut qui peut se mettre sous la forme y = —e %71,
En effet
(%) Int=-1—=x
y(t) = —t

t=e 177
= { y(t) = —e71 77
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1.3 Equations aux différentielles totales
Définition 1.11 L’équation différentielle
M(z,y)dr + N(z,y)dy =0 (x)

est appelée équation auz différentielles totales si M (xz,y) et M(x,y) sont des fonctions continues
et dérivables telles que

oM _oN
oy  Ox’

L . oM  ON _ _
Les dérivées partielles m et —— sont contenues dans un certain domaine.
Yy i
Exemple 1.11 Résoudre ’équation suivante :

(2 + 2y?)dx + (2%y + y*)dy = 0. (1)
En posant M (x,y) = 23 + zy? et N(z,y) = 2%y + y> on obtient

oM, 0N, oM _oN
8y_my6 ar Y oy  Ox’

Donc l’équation est une équation aux différentielles totales. Alors

ou

M(x,y):% = u(m,y):/M(x,y)da;

= ulzy) = / (2 + 2y?)dz + o(y)

4 2,2
T Ty
= uz,y) = T + N +¢(y).
En dérivant u(z,y) par rapport a y
ou ou
N(z,y) = o <= 2°y+y’=_—
(z,y) 2y ryty =g,
— y+y’ ="y +¢y)
= Yy =y
yh
— ga(y):Z—i-co, co €R
et par conséquent on obtient
I O SN I
wa,y) = ;@ +y) + 527y  + o, ek

et par suite la solution générale de I’équation (1) est donnée par

zt oyt 42072 = ¢, c € R.
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Exemple 1.12 Résoudre I’équation suivante :
2(20® + ) +y(@® + ¢y =0.  (2)
En posant M (x,y) = 22% + 2y? et N(x,y) = 2%y + 3> on obtient

oM ON oM  ON
— =2zy et — =2xy— —

oy Ox Oy Oz’

Donc (2) est une équation aux différentielles totales. Alors

ou
N(z,y) = w u(z,y) = /N(rr,y)dy
= u(z,y) = /(w2y +2y°)dy + p(x)
1
— u(z,y) = §(x2y2 + y4) + p(x).
En dérivant u(z,y) par rapport a x
ou ou
M == — pf=—
(z,y) = o~ Ty =5
= 2y+yP =2y’ + ¢ (x)
= @)=y
yh
= go(:c)zz—kco, co €R

par conséquent on obtient

1 1
u(z,y) = 1(1‘4 +yh) + §x2y2 + o, o €R
et par suite la solution générale de l’équation (2) est donnée par

eyt + 2222 = ¢ ceR.

Exemple 1.13 Résoudre l’équation suivante :

2z y? — 322
2 2 _ 3 2
En posant M (z,y) = —? et N(x,y) = # on obtient
Y Y
oM  —6x ON  —6x oM _ ON

oy ot T T ey T e
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Donc (3) est une équation aux différentielles totales.

Alors
ou
May)= 5" = uley) = [ Mlz,y)ds
x
2x
— u(z,y) = /ygdx + ¢(y)
22
= u(z,y) = 7 + ¢(y).
En dérivant u(z,y) par rapport a y
0 2322 9
N(wy) =5 = -2 =20
dy Yy dy
2 2 2
y* — 3 —3z
= g =gt ¢'(y)
1
= Yy =7
Yy
1
— p(y) = —— + co, co € R
Par conséquent on obtient
2
T 1
u(z,y) = — — — + o, co€R
vy

et par suite la solution générale de I’équation (3) est donnée par

1.3.1 Facteur intégrant

Exemple 1.14 Exemple illustratif :
L’équation différentielle
ydr —xzdy =0, (%)

1
n’est pas totale (exacte), mais lorsque 'on multiplie par —
Y

ydr —xdy 0
e
on obtient une équation totale qui a pour solution
= c, ce IR.

z
Y
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1
Si on multiplie (x) par — alors (x) devient
zy

d d
dr _dy _
x Yy

qui est une équation totale, et admet pour solution

ln(x>:c, ceIR.
Yy

qui peut étre transformée a la solution trouvée précédemment.

Définition 1.12 (Facteur intégrant)
Supposons que le premier membre de ’équation

M(z,y)dx + N(z,y)dy =0 (1.4)

ne soit pas une différentielle totale .
Si on multiplie (1.4) par une certaine fonction o(x,y) telle que

M (z,y)dz + N (z,y)dy = 0 (1.5)
devienne une équation aux différentielles totales, on dit que ¢ est un facteur intégrant.

Remarque :

Une équation Mdx + Ndy = 0 (non totale) peut admettre une infinité de facteurs intégrants
comme le montre I’exemple illustratif 1.14 .

Détermination d’un facteur intégrant

Pour que I’équation (1.5) soit une équation aux différentielles totales il est nécessaire et suffisant

que l'on ait :
(M) _ 9(eN)

- =28 (1.6)
(1.6) «— M?§+¢?;=Ngi+¢8£
= M?;—N?;—SOC;JI—%A;)
) ox oy
— Malgiap_Nal;iw:%;f_‘?‘; (1.7)

(1.7) est une équation aux dérivées partielles de fonction inconnue ¢ dépendant de deux variables
x et y, la résolution de cette équation dans le cas général n’est pas toujours facile, mais il y a
des cas particuliers ou l'on arrive a déterminer .
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® ¢ dépendant seulement de y :

On a
dlogpy ON OM
1.7 M =— - —
(17) = dy Ox oy
ON _ OM
dy M

d’ol1 'on détermine log ¢ donc .

ON _ oM
Remarque Il est évident que ’on ne peut procéder ainsi que si I’expression % ne dépend
pas de x.

@ ¢ dépendant seulement de x :

AN _ oM
D’une maniere analogue a celle du cas précédent si I'expression w ne dépend pas de y.
Alors
dl ON oM
N gy _ 0N Lo
dz Ox oy
OM _ AN
dlogp By ~ ox (©)
dx N

d’out on peut déterminer log ¢ et par la suite on détermine .

Exemple 1.15 Résoudre [’équation suivante en déterminant un facteur intégrant

(z + y?)dx — 2xydy = 0. (1.8)
Soit M(z,y) =x+y% et N(z,y)=—2zy,
on a %—Aj = 2y, %—]g\cf = —2y. Comme % % %—];[ alors l’équation (1.8) n’est pas exacte.
Cherchons maintenant un facteur intégrant en calculant

oM ON

% w2

N —2xy x
Donc Jl 5 .
25('0 =—— = logy(x) = 2In|z| = ¢(x) = ot
L’équation
x + y? 2xy

est une équation aux différentielles totales son intégrale générale est

M)

Yy
r=ce=, c = Const.

Exemple 1.16 Résoudre ’équation

(y + zy?)dx — xdy = 0. (1.9)
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En posant M (z,y) =y + xy?, et N(z,y) = —x

on obtient %—A; =1+ 2zy, %% = —1, l"équation (1.9) n’est pas totale, cherchons un facteur
intégrant.
ON oM
9 oy —2—2wy —2(1 4 zy) __2
M Y + zy? y(1+zy Yy
on conclut que
dlog 2 1
=— =1 =21 — = —.
I ) og »(y) nlyl = ¢(y) )2

On obtient aprés la multiplication par yiz

1 x

(—+x)de — —=dy=0

y y?

est une équation aux différentielles totales son intégrale générale est
2

E—FDL—FC:O ¢ = Const
Y 2

ou
—2x

==, c = Const.
x? +2c

)

Exemple 1.17 Intégrer ’équation
(3z 4 2y + y*)dx + (x + dzy + 5y?)dy = 0,
sachant qu’elle admet un facteur intégrant dépend de x + y>.

Posons
M(x,y):3x+2y+y2, N(x,y):x+4:vy+5y2.

On a

oM ON
99 + 2y, 2 + 4y
En posant ¢ = x + 32, alors u = o(t) et par conséquent
Olnu  Olnudt
or Ot Ox
~ dlnu
S dt

Olnu Olnu Ot
dy ot Oy

dlnu
dt

done o1 o1 OM  ON
nu nu

N M _ oo

ox y y ox
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devient dl oM AN
nu
N —2yM = — —
( yM) dt y ox
d’ou
oM ON
dlnu_aiy_%
dt  N—-2yM "’
Puisque
oM ON _ .
8y oz Y
et
N —2yM = z—2zy+y>— 2>
= z(1-2y) +y*(1—2y)
= (1-2y)(z+v?).
On a

dlnu 1 1

dt _x—i—y2:¥

Inu=It| <= u=t=x+y°

1.4 Equations différentielles linéaires d’ordre un

Définition 1.13 la forme générale d’une équation linéaire du premier ordre est

a(@)y’ +b(x)y = f(x), (%)
ou a, b, et f sont des fonctions continues sur un intervalle I C R.

@ Elle est linéaire car 'opérateur L(y) = a(x)y’ + b(x)y est linéaire.
@ Si la fonction f =0 sur I 1’équation (x) est dite homogene ol sans second membre.
® La solution générale se donne par y = yp + v, ol ¥y est la solution générale de I’équation

homogene, et y, est une solution particuliere de I’équation (x).

Soit en effet y la solution générale et y, une solution particuliere de '’équation ()

{ ay +by = f(x)
ay, + byp = f(x).

D’ou par différence
a(y’ —y,) +b(y —yp) =0
ou encore
a(y — yp), +b(y —yp) =0,
alors (y — yp) représente la solution générale notée y;, de 'équation homogene(sans second
membre) donc
Y =Yn + Yp-
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Cherchons la solution générale de ’équation homogene associée a (x), si a(x) # 0 sur I alors

a(x)y +b(z)y =0 ?Z':_Zg))
— ln|@/|:—/z((i)dx

)
- de
— y=ke /a(:r) keR

)

donc la solution générale de I’équation homogene est

b(x
. / bz)
yh = ke J ol@) k€ R.
Il reste a déterminer y, une solution particuliere de I’équation (x), pour cela on peut utiliser

la méthode de la variation de la constante (Méthode de Lagrange) qui consiste & chercher une
solution particuliere sous la forme

RGOS
yp = k(w)e / a(z)

en supposant que la constante k est une fonction en x, puis on détermine k(z) a partir de
Péquation complete (x).

Exemple 1.18 Intégrer I’équation différentielle suivante :
2y +x+y=0, pour x#0. (1)
Résolvons ’équation homogéne associée a ’équation (1)
vy +y=0 <= zy =-—y

<~ (y=0) ou /:—1>
<~ (y=0) ou

(
(
<~ (y=0) ou (1n|y|:fln|z]+c, CEIR)
(
k

<~ (y=0) ou y=- keIR)
k
— yx)= - € R.
Donc la solution générale de I’équation homogéne est yp(x) = p k€ 1R.
k
Cherchons une solution particuliére sous la forme y,(x) = k(z)
x
(1) <= zy,+y=—x
E(x)—k k
k) b
x x
— k(z)=—x
2
— k(x)= .
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x
Donc on peut prendre y,(z) = —3 comme solution particuliére, et par conséquent la solution

générale de (1) est donnée par

- = ke IR.

(2) = (@) + () = = — 2

<

ﬁ T
z

Exemple 1.19 Intégrer I’équation différentielle suivante :

2ry
14+22 1422

~

Yy +

pour x # 0. (2)

Résolvons ’équation homogéne associée a l’équation (2)

22y
1+ 22

y + =0 zy =~y

(
(

=0 ou (mlyl=-m[l+a*+c, ceIR)
(

rtruv1 11

ke IR.

Donc la solution générale de I’équation homogéne est yp(x) = 122
x
k()

1+ 22

Cherchons une solution particuliére sous la forme y,(x) =

2zxy 1
2) <= L=
2) yp+1—|—x2 1+ 22

(14 22K (z) — 2zk(z) 2zk(z) 1
(1+22)? +(1—l—a:2)2 1422
— K@)=1

= k(z)==x.

X

Donc on peut prendre yp(:U) = 1+ 22
T

comme solution particuliére, et par conséquent la solution

générale de (2) est donnée par

k+x

~ 1722 FER
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1.5 Exercices

Exercice 1.1 (EDs a variables séparables)
Résoudre les équations différentielles suivantes :

xy =y ($2+1)y2’=2wy
/ /
y=y+1 zyy =y?+1

1
(@*+1)y =y*+1 v =y(l-—)

(1 + y?)dx + zydy = 0.

Exercice 1.2 (EDs homogénes)
Résoudre les équations différentielles suivantes :

vy Y
x2y’=$y—y2 y/:61+;

2:L’2y/ — $2 + y2 :Uyy’ — y2 — /$2 _ y2_

Exercice 1.3 (EDs linéaires)
Résoudre les équations différentielles suivantes :

) +r+y=0 2y —y—6=0
v+ ay =e 7 ry —y=(zx+1)e®
e’ 2z 4+ 1
32 9y = ——
v ) Tty z(z? +1)

Exercice 1.4 (Probléemes de Cauchy)

SR

0
— e
Lo ©
! = 2z cos?
eZet
i_ Y 1
4 x4+ 2 + (4)
{ y(—1) = 1.
{ z((—)ﬁ; (_talnm)y—cosx rel—-3,5] (5)
Yy +ztany =0
{ y(0) =3 ©
Yy sinz =ylny
™ (7)
{ y(g) =e.

Exercice 1.5 (EDs de Bernoulli)
Intégrer les équations différentielles suivantes :

v+ 2= —ay’ Y =ay(a®y® 1) vy —y=y’Inz
y =zy(l—y?) y =zy(l—y?) zy +y=1y>
y—xy = 2xy? zy +y=1y> y — 2y + zy? = 0.

Exercice 1.6 (EDs de Riccati)
Intégrer les équations suivantes (y, solution particuliére)
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v =y* —2zy+2>+1 Yp =1
y/:y2_2y6x+62x+6x yp:e:c
y 4+ 9% — 2ysinz +sin?z — cosz =0 Yp = sinzw
y/:_szry_i Yy = —
r a2 P

Exercice 1.7 (Equations aux différentielles totales)
Résoudre les équations différentielles suivantes :

(sin zy + xy cos xy)dr + (2% cos zy)dy = 0

(2 +y°) +y(e® +2y%)y =0

i _;y )dx = z +2y dy.

7y ry

(2x +

Exercice 1.8 (Facteur intégrant)
Résoudre les équations différentieles suivantes :

(1-2a?y)dz +2*(y—a)dy =0,  ¢= f().

(20y® = 3y°)de + (T = 3xy*)dy =0, ¢ = f(y).
(3y” —x)dz + (2y° — 6xy)dy =0, o= f(z+y?).
Exercice 1.9 Déterminer les trajectoires orthogonales du faisceau de paraboles d’équation
y? = Az
Exercice 1.10 Déterminer les trajectoires orthogonales du faisceau de cercles d’équation
22+ y? =2\ +a® =0, (a = cost).
Exercice 1.11 Déterminer les trajectoires orthogonales de la famille de coniques d’équation
Y2

—=1.
+b

g}m‘ 81\3



Chapitre 2

Equations différentielles d’ordre
deux

2.1 Equations différentielles du deuxiéme ordre

Définition 2.1 On appelle équation différentielle du deuxiéme ordre toute relation de la forme

F(z,y,y,y")=0

entre la variable xz, la fonction inconnue y(x) et ses dérivées premiére et seconde.
La solution ¢ deuz fois dérivable, est dite solution (ot intégrale) sur I C IR si

Vel F(z,o(),¢(2),¢" (@) =0.

Remarques :
@ - Une équation différentielle du deuxieme ordre admet une infinité de solutions dépendant de
deux constantes arbitraires A et Ay tels que

y(x) = @(x, A1, A2)

@ - L’ensemble des solutions constitue I'intégrale générale et représente I’équation d’une famille
de courbes dépendant de deux parametres C), x, appelées courbes intégrales.
@ - Inversement a toute famille de courbes dépendant de deux parametres d’équation

F(x,y,A\1,X2) =0

on peut associer une équation différentielle du second ordre.

2.1.1 Equations différentielles se ramenant au premier ordre

L’intégration de certaines équations du second ordre peut se ramener a celle d’équations du
premier ordre.

27
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2.1.2 Equation ne contenant pas y

Soit une équation du second ordre de la forme
F(x,y,y") = 0.
En posant 3y’ = z I’équation de vient :
F(z,2,2)=0

z est donc solution d’une équation du 1" ordre. Lorseque z est connue on obtient l'intégrale
générale de I’équation proposée par une nouvelle intégration.
Exemple : Intégrer ’équation

y// + y/2 — 0
En posant ¢y’ = z on obtient 2’ + 22 =0
dz
c’est-a-dire —— =dz
z
d’ou —=x—x9 (xp constant)
z
, dy 1
par conséquent z=—"==
dr x — xg
dx
donc dy =
T — X0

en intégrant
Yy —yo =Inlz — zof

la solution générale dépend de deux constantes xg et yo.

2.1.3 Equation ne contenant pas x

Soit une équation du second ordre dans laquelle x ne se figure pas :

Fy,y'.y") = 0.
Si I'on considere ' comme fonction inconnue de y, en posant y' = z(y) on obtient :

no By _de_dr dy  dz
Cde  dx dy dx  Cdy

y joue donc le role de variable et I’équation devient :

F(y,z,zij) =0

c’est-a-dire une équation du 1°" ordre pour z.

Soit z = p(y, A1) lintégrale générale de cette équation :
dy dy
= —= =p(y,A1) ouencore ——— =dx
dy

en intégrant on obtient x = f(y, A1) + A2, avec f(y, A1) = /
gp(y) )‘1)

z

la solution générale
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dépend de deux constantes Aj et As.
Exemple : Intégrer ’équation

vy +y = 0. (*)

/

En posant ¢’ = 2(y) soit ¢y’ =2z-2z
I’équation devient :

Y2 +2=0
ou encore, en ecartant la solution z = 0 (correspondant a y = const) :
2 +1=0
. . N / 1 . 1
qui conduit a 2’ = —— puis z=—4X\; A€ IR.
Y Y
On est donc ramené () a une équation du premier ordre
dy 1
— =—+4+ A
dr gy !
En séparant les variables :
d
de = YW
1
-+ X\
Y
__ydy
)\1y +1

= S
1

1
d’ou finalement : T = )\—y v In| A1y + 1] + Ao A € IR, X\ € IR.
1 1

2.1.4 Equations différentielles linéaires du deuxiéme ordre

Définition 2.2 On appellle équation différentielle linéaire du deuxriéme ordre une équation de
la forme
a(z)y” + b(@)y + c(z)y = f(z)

avec a, b, c et f sont des fonctions continues sur un intervalle I C IR.
Théoreme 2.1 La solution générale de l’équation
a(z)y” +b(@)y + c(z)y = f()

s’obtient en ajoutant a une intégrale particulére de l’équation compléte l'intégrale générale de
I’équation homogéne associée (sans second memmbre).

L’intégration de I’équation sans second membre : soit
a(@)y” +b(x)y +c(x)y =0  (%).

On distingue trois cas :
® On connait deux solutions particulieres
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Remarque 2.1 L’ensemble des solutions :

Soit y1 et yo deux solutions de I’équation (x) il en est evidemment que y1 + y2, et Ay1, N € IR
sont encore des solutions de (x), l'ensemble des solutions de ’équation (x) est donc est un sous-
espace vectoriel de ’espace vectoriel des fonctions deuz fois dérivables sur I.

Définition 2.3 L’indépendance linéaire
Deux fonctions yy et ys seront dites linéairement indépendantes si

Veel ayi(z)+pPy(z)=0=a=F=0.

Définition 2.4 Le Wronskien :
Le Wronskien de deux fonctions dérivables yy et yo est donné par

W)= | 40 B |y @)uhie) — sl )

Remarque 2.2 Propriétés du Wronskien
1. Siyy et yo sont linéairement indépendantes sur I alors W (x) est non nul sur I.
2. St W(x) =0 sur I alors y et ya sont linéairement indépendantes.

3. W(zg) =0= W(z) =0 surl.

1
Exemple 2.1 Vérifier que les solutions yi(z) = 2 et yo(x) = — de léquation
T

" 1/ 3
vy ——y ——3y=0
x x

sont linéairement indépendantes sur tout intervalle ne contenant pas 0.
Théoréme 2.2 La dimension de [’espace vectoriel des solutions de l’équation () est égale a 2.

Conséquence : Si y; et ys sont deux solutions linéairement indépendantes de ’équation ho-
mogene (sans second membre), alors la solution générale s’ecrit

y(x) = My1(x) + Aaye(z), (A1, A1) € IR%

® On ne connait qu'une solution particuliere :
Soit y; une solution de I’équation (x) alors

a(z)yy + b(z)y] + c(x)y1 = 0.
En posant y = y1z ol z représente une fonction inconnue de x on obtient successivement
y' =yz+yi?,
v =ylz+ 2912 + 2"
soit en remplagant dans 1’équation ()

a(z)[ylz + 2y12" + 112" + b(2) (Y12 + 112 + c()y12 =0
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ou encore (en tenant compte de ay) + by} + cy; = 0)
a(x)y1 2" + (2ayy +by1)2 =0

qu’est une équation sans second membre que 'on integre par les méthodes données au para-
graphe précédent.

® Cas général I'équation n’est pas intégrable par les méthodes élémentaires.

Un cas particulier ou a, b, ¢ sont des constantes sera étudié ultérierement.

Exemple 2.2 Résoudre sur IRY ’équation différentielle suivante :
x2y// o 6y — O, (*)

3

sachant qu’elle admet y(x) = x° comme solution.

32 on obtient

Posons ya(z) = =
yh = 3wz + 232,
Yy = 6xz + 6222 + 232"

En portant dans (x) on obtient
2% (622 + 6222 4+ 232") — 6232 = 0

donc
6222 + 232" =0

oll encore 62’ + zz" = 0.
En posant 2/ = ¢ ’équation devient :

6p+xp =0
donc on a
=0
6p+xp =0 = ¢ =6
0
=0
— g0:£6 ceR
x

on déduit que

Z =0
ou
, c

AR % Cc & R

T
on obtient

z = Const

ou
k
T
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k
Alors  yo(x) = por ke IR.

Finalement la solution générale de (x) est
3, A2 2
y(m) = \x° + 22 ()\1,)\2) € R”.

2.1.5 La solution générale de v’ +ay +by =0 :

Définition 2.5 ( L’idépendance linéaire)
Deuzx fonctions y1 et yo sont dites linéairement indépendantes sur un intervalle I si :

(Va: el oy (z) + aoya(z) = O) = a1 = ag = 0.

Théoréme 2.3 L’ensemble des solutions de I’équation y" + ay’ + by = 0 est un espace vectoriel
de dimension deut.

Cherchons une solution de
y" +ay +by=0 (2.1)

de la forme y = e"*, alors

(2.1) <= 72" fare™ +be"™ =0
— (rPHar+b)e*=0
= r’+ar+b=0.

Donc y = €' est solution de (2.1) ssi 72 +ar +b=0.

L’équation algébrique r2+ar—+b = 0 s’appelle ’équation caractéristique de I’équation différentielle
(2.1).

On distingue trois cas possibles :

Cas 1:

A = a® — 4b > 0 dans ce cas I'équation 72 + ar + b = 0 admet deux racines distinctes

—a— /N —a+ A

r = 9 ’ ro = 9

Alors  y; = €% et yo = €"™* sont deux solutions de ’équation (2.1) donc
Y= AeMT 4 Xoe™® (A, \g) € IR?

est solution de I'équation 3" + ay’ + by = 0.
Cas 2 : a
A =0 donc 72+ ar + b= 0 admet r = —7 comme racine double. Alors y; = €™ et yy = xe’™

sont deux solutions de (2.1), donc la solution générale de (2.1) est donnée par
y= (A1 + Aaz)e’™ (A1, A2) € IR2.

Cas 3 :
A < 0 dans ce cas I’équation possede deux racines complexes distinctes

= a+if, ro=a—1if, (ri=T72)
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alors y = "% = e**(cos fr + isin fx) est une solution complexe de (2.1).
La partie réelle Re(y) = y1 = e*® cos fx et la partie imaginaire Im(y) = y2 = €** sin Sz sont
deux solutions réelles de 1’équation (2.1), par suite la solution générale de (2.1) est

y = A1e™” cos Bz + Xoe™* sin Sz (A1, \o) € IR2.

Exemple 2.3 Intégrer les équations différentielles suivantes :

y" =3y + 2y =223 —T2? 4+ 22— 1 @
y' =4y + 4y = 2(x — 2)e” ®
y" =2y 4+ 2y =222 -4z +4 ®
Solution :

I'équation caractéristique de 3" — 3y’ + 2y = 0 est 2 — 3r + 2 = 0 elle admet deux racines 1,
et 2 donc
y=Ae” + Xe?® (A, X)) € RZ.

Comme le second membre de @ est un polynéme du troisieme degré en = cherchons une solution
particuliere de @ sous la forme
yp = az® +bx? + cx +d

ona y,= 3ax? +2bx + ¢ et Yy, = 6ax +2b d’olt en portant dans I’équation

2a =2 a=1
% — 9a = —7 b=1
%—6b+6a=2 ) c=1
% — 3¢ +2d = —1 d=0

donc la solution générale de @ est
y=Me"+ e + 22+ 22+ (A1, \2) e IR

I'équation caractéristique de " — 4y’ + 4y = 0 est r2 — 4r + 4 = 0 elle admet une racine
double r = 2 donc
y =1+ Xx)e® (A, \2) € R

Comme le second membre de @ se présente sous la forme de produit d’'un polynéme du premier
degré par e® cherchons une solution particuliere de @ sous la forme

yp = (ax + b)e”

on a y;’) = (ax + a + b)e”, yz’; = (ax + 2a + b)e”
d’ou en portant dans I’équation @

(ax + b+ 2a — dax — 4b — 4a + 4az + 4b)e” = (2x — 4)e”

soit
ar+b—2a=2x—4

a=2 — a=2
b—2a=-4 b=0

d’ou
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donc
yp(x) = 2we”

et la forme générale des solutions de ’équation @ est
y(x) = (M + Agw)e? + 2ze”, (A1, A2) € IR?.

» I’équation caractéristique associée & I’équation ® est 2 — 2r + 2 = 0 elle admet deux racines
complexes 1 + i, et 1 — i donc la forme générale des solutions de I’équation homogene associée
a I’équation @ est

y = (A1 cosx + Agsinx)e” (A1, A2) € IR

Comme le second membre de @ est une fonction polynéme du second degré en x cherchons une
solution particuliere de @ sous la forme

yp:aa:2+bx+c.
ona y,=2ar+b ety,=2a douen portant dans 'équation ®

2a — dax — 2b + 2ax® + 2bx + 2¢ = 2% — dx + 4

soit
2ax% + 2(b — 2a)x +2(a — b+ c) = 22* — 4z + 4

d’ou

2a = 2 a=1

2b—2a)=—4 <= b=0

2a—b+c)=4 c=1
donc

yp(az):x2+1

et la forme générale des solutions de ’équation @ est

y(x) = (M cosz + Agsinz)e” + 2+ 1, (A1, A2) € R?.

2.1.6 Meéthode de variation des constantes

Soit
' +ay +by=f(z) (1)

I’équation homogene associée
y'+ay +by=0  (H)

qui admet comme solution générale
y(x) = My1 + A2y

pour déterminer une solution particuliere de (1) on pose

Yp(x) = A1 (2)y1 + Ao (2)y2
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Méthode 1 : \i(x), A2(z) sont solutions du systeme

{ N (@)y1 + Xy(x)y2 =0
N (@)1 (@) + Ao (x)ys(2) = f (=)

Méthode 2 : A\i(z), A\a(x) sont données par :
f(x)ys
A(x) = —/d:c
1) W(y1,y2)

f(@)n
Ao(x) = / ——" _dx
= | W)
avec W (y1,y2) est le Wronskien de yi, ya.

Exemple 2.4 Résoudre l’équation différentielle
y" — 4y + 3y = xe”.
L’équation caractéristique est
2 —dr+3=(r—-1)(r-2)
admet deux racines
r=1 ou r=23.

Donc on obtient

T 3z

yi(z) =€, ya(x)=c¢

par suite on a

y(x) = Ae® + Xe3®, (A, A2) € R2

Cherchons une solution particuliere de ()

N (z)e® + Ny(z)e3* =0 (1)
N (z)e® + Ny(2)e3” = xe®

donc
1
2\ (2)e3® = ze® = Ny(z) = 51‘6_2:0
1
= Ao(x) = 2/1‘8_2Idl‘
1 1
— dof@)= (—ga - e

Et par suite

1
(1) = N(2)e"+ ixex =0
1
= N(z) = —5%
1
= \(z) = —-2?
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Alors
1 1 1
yp(z) = —1$2€$ + (—Zl‘ - g)ew
1 1 1
1 1
= —1(332 +z+ 5)61
donc

1
y(x) = Ae® + Aoe®® — 1(302 +z)e’, (A, \2) € IR

2.1.7 La résoution d’une ED par un changement de variable
On va traiter ce paragraphe par deux exemples.
Exemple 2.5 Résoudre l’équation différentielle suivante
oy +2(x+ 1)y + (2 +2)y =0,
en posant z = xy.

Solution :
zy’ +2(x+ 1)y + (z+2)y=0, (1)
Posons z = zy donc 2/ = zy + vy, 2" = 29" + 2y’ donc xy” = 2 — 21/ alors
(1) <= ' +2xy +2y +ay+2y=0

= -2 +2 -2+ 2 +2=0
— ' +2/4+2=0

(r+1)*=0

r=—1

P 2r+1=0 <
—

donc la solution générale est donnée par

2(z) = Mz + A)e™™, (A1, \2) € IR?

par conséquent

A
y(z) = iz + f)e—m, (M, \2) € IR2.

Exemple 2.6 Résoudre l’équation différentielle suivante
3z

y”—y’—e%y:e

en posant t = e”.
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Solution :
y// o y/ _ eme — 631:’ (2)

Posons t = e” et z(t) = y(x) donc y(x) = z(t) = z(e”), alors
Y (@) =e"(e") =t(t) (1)

y//(x) _ e:cz/(ex) +62xz//(ea:) — tz'(t) —|—t2z”(t)

donc
(2) = 2+t —td P =13
= 2 -t =1
— —z2=t
=0 2z= )\16t + )\26715, ()\1, )\2) e IR?
z(t) = —t est une solution particuliere, alors la solution générale z(t) est donnée par

2(t) = Mel + doet =1, (A, A2) € IR?
En revenant a y on trouve

y($) = )\1(36:6 + )\26763C — ex, ()\1, )\2) - R2.

2.1.8 Equation différentielle d’Euler

Définition 2.6 Toute équation différentielle de la forme
ant"y™ + ap_12" Yy b faay Fagy =0 (%)
avec p, Ap_1, - .., a1, ag sont des constantes, s’appelle équation d’FEuler.

Méthode de résolution :
Les solutions particulieres de ’équation (*) peuvent étre cherchées sous la forme y = 2.

Dans ce cas on obtient pour A une équation de degré n qui coincide avec I’équation caractéristique
de (x).

Exemple 2.7 Trouver la solution générale de l’équation différentielle suivante :

22y + 2zy’ — 6y = 0. (1)

A

Cherchons la solution de [’équation donnée sous la forme y = x*, ou k est nombre inconnu.

Donc y = Ae™1 " = A\ — 1)a? 2

(¥) = A\ —1)z* 2422 L — 621 =0
22\ — Dzt + 2 2t — 62 =0
AA—1)+22-6=0 (* #0)
M4A—-6=0
A=-3 ou A=2.

Tree
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Donc y1(z) = 273, et yo(x) = 22 sont deuz solutions de I’équation (1). Et par conséquent
y(x) = crz™ 4 coa? (c1,¢2) € R?

est la solution générale de l’équation (1) d’Euler.

Remarque 2.3 Pour résoudre l’équation (x) on peut faire le changement de variable z = €

pour ramener [’équation (%) a une équation linéaire homogéne a coefficients constants.
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2.2 Exercices

Exercice 2.1 Résoudre les équations différentielles :
y' + 9 =2 +1,
y' =4y + 3y = (22 + 1)e %,
y" — 4y + 3y = 2z + 1)e”,
Y =2 +y= (22 +1)e” + €7,
y" — 4y + 3y = 2% + xe®® cos,
y' =2y +y==,  y(0)=y(0)=0.

Exercice 2.2 (Probléme aux limites)
Résoudre le probleme aux limites suivant

zy” +y' =0,
y(2) =1,
y(2e) = 3.

Exercice 2.3 (Probléme aux conditions initiales)
Résoudre les équations différentielles :

1+ (y)?* =2yy/,

y(0) =1,
y'(0)=0
Exercice 2.4 Résoudre les équations différentielles :
y// + y/2 — 0’
v*y +y =0.

Exercice 2.5 Résoudre les équations différentielles
yy// _ 2y/2 — y2 :L'y” — y/
1+y/2_yy//:0 y//_‘_ny:O.

Exercice 2.6 Résoudre les équations différentielles :
Y~y +eFy =37 en posant t=e",
y" + o tan —y cos? r = 0, en posant t=sinz,
(1—a22)y" — 2y +yz =0, sur ] —1,1].

Exercice 2.7 (Problémes de Cauchy)
Résoudre les problemes suivants.
{ y//_Qy/_8y:O
y(1) =1, y'(1)=0.
y// _ y/ — xel‘
{ y(0) =4'(0) = 0.
y// +y/ _ 2y — _2:1:,
{ y(0) =0, ¥'(0)=1.
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Exercice 2.8 Soit l’équation différentielle
Y’ — 4y + 3y = (22 + 1)e”. (2.2)

©® Montrer que W' =4W (W est le Wronskien ).
® Résoudre I’équation (2.2).
Remarque : (Utiliser le Wronskien pour déterminer une solution particuliére).

Exercice 2.9 Résoudre le probleme de Cauchy suivant

{ V' +y =22 -7
y(0) =y'(0) = 0.

Exercice 2.10 Déterminer une série entiére dont la somme ¢(t) prenne la valeur 1 pourt =0
et soit solution de ’équation différentielle

x=t+zx.

Exercice 2.11 Déterminer une série entiére dont la somme ¥ (t) soit solution de l’équation
différentielle
(1 —tHa" —ta' + 42 =0,

et qui vérifient les égalités 1¥(0) = ¢'(0) = 1.
Exercice 2.12 On considére I’équation différentielle

22" + 3ta’ +x = %2 ().
Soit ¢ € C*(IR%,IR) et ¢: IR — IR, 7 — tp(e).
@ Montrer que 1 est solution de (%) si et seulement si ¢ est solution d’une équation différentielle
(%) que l'on précisera.
@ Résoudre l’équation (xx).
® Déduire ’ensemble des solutions de l’équation (x).
@ Montrer qu’il existe une unique solution v de telle que (1) = ¢'(1) = 0.



Chapitre 3

Etude théorique d’une équation
différentielle

3.1 Equations différentielles du premier ordre

3.1.1 Résultats fondamentaux :

Soit U un ouvert de R x R™ et f:U — RR™ une fonction continue, on considere I’équation
différentielle
¥ = f(t,x), (t,x)eU

Définition 3.1 (Solution)
Une solution de l’équation différentielle ' = f(t,x) sur un intervalle I C R est une fonction
dérivable p : I — R" telle que

1. (Vtel), (t,(t) e U
2. (Vtel),  ¢'(t) = f(t, ).

Définition 3.2 (Prolongement)

Soient x : I — R", et T : I — R™ deux solutions de ' = f(t,z). On dit que T est un
prolongement de x si I O I et x|, = .

Définition 3.3 (Solution maximale)
On dit qu’une solution est maximale si elle n’admet pas de prolongement.

On suppose ici que 'ouvert U est de la forme U = J x 2, ou J est un intervalle de R et 2 est
un ouvert de R".

Définition 3.4 (Solution globale)
Une solution globale est une solution définie sur lintervalle J tout entier.

Remarque 3.1 Toute solution globale est une solution mazximale, mais la réciproque est fausse.

Exemple 3.1 On considére I’équation différentielle 2’ = x? (x) sur U=R xR.

Les solutions de (x) sont

=0, e x=-—

41
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x = 0 est une solution définie sur R donc elle est globale.

1
T=—ro est une solution mazimale (non globale) sur | — oo, —c].
c
T=—r est une solution mazimale (non globale) sur | — ¢, +ool.
c

Définition 3.5 (Cylindre de sécurité)

Soit C = [tg — 1, to +1] x B(xg,7) C Co un sylindre de meéme diamétre que Cy et demi-longueure
[ <lp.

On dit que C' est un cylindre de sécurité pour l’équation ' = f(,x) si toute solution x : I — IR™
du probléme de Cauchy x(ty) = zo avec I C [ty — I, to + ] rest contenue dans B(xg, 7).

Remarque 3.2 Pour que C soit un sylindre de sécurité, il suffit de prendre

lgmin(lo,i) avec M = sup | f(t,z)].
M (tx)€Co

Le choiz | = min(ly, 17) convient par exemple.

Remarque 3.3 Si C C Cy est un sylindre de sécurité, toute solution x : [ty — I, to + 1] — IR™
du probléme de Cauchy vérifie |2/ ()| < M est lipschitzienne de rapport M.

Régularité des solutions :

Définition 3.6 Une fonction de plusieures variables est dite de classe C* si elle admet des
dérivées partielles continues jusqu’au ’ordre k.

Théoreéme 3.1 Si la fonction f: U C R x R* — R™ est de classe C* alors toute solution de
2’ = f(t,) est une solution de classe Ck*1.

Démonstration : On raisonne par récurrence sur k.

Pour k& = 0 la fonction f est continue.

Par hypothese x: 1 — R"™ est dérivable, donc continue, et par conséquent

2'(t) = f(t,x(t)) est continue, donc z est de classe C'.

On suppose que le résultat est vrai & 'ordre k — 1, alors x est au moins de classe C*. Comme f
est de classe CF, il s’ensuit que z’ est de classe C¥ comme composée de fonctions de classe C*,
donc z est de classe CFt1.

3.2 Equations différentielles (probleme de Cauchy)
Soit I’équation différentielle

alt)r +o(t)z = f(t), tel, (ICR) (x)

Définition 3.7 ( Equation normalisée )
On dit que l’équation différentielle (%) est normalisée ou résolue en x’ si on peut lecrire sur I
sous la forme

2 = () + (t).
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Définition 3.8 ( Point singulier )
Soit tg € I, on dit que ty est un point singulier de l’équation différentielle (%) si o(tg) = 0.

Exemple 3.2 Soit l’équation différentielle :
t(t — 1)’ + x =cost, surl=R.
L’équation précédente a deux points singuliers 0 et 1.

Définition 3.9 ( Equation autonome)
on appelle équation différentielle autonome une équation de la forme ' = f(z) ou la variable
independante n’intervient pas dans l’équation.

Remarque 3.4 Une équation différentielle autonome est en particulier une équation différentielle
a variables séparables.

Exemple 3.3 Les équations différentielles
m’:a:2—1, 20/ +cosz =0, 2’ —lnz=1
sont des équations autonomes. Par contre les équations
2 +te=0, 2/ =cost+x, o =t? -1
ne le sont pas.

Théoréme 3.2 (Théoréme des accroissements finis)
Soit f : [a,b] — IR une fonction définie et continue sur un intervalle [a,b] C IR avec a < b,
dérivable sur ]a,bl, Alors il existe ¢ €]a, b| tel que

Définition 3.10 ( Fonctions lipschitziennes )
Soit f(t,x) une fonction définie dans un ouwvert U d R? on dit que f est lipschitzienne par
rapport a x s’il existe une constante k > 0 telle que pour tout (x1,x9) € U lon ait

|f(t, 1) — f(t,22)| < klz1 — 2.

On dit que f est localement lipschitzienne par rapport a x si tout point de U posséde un voisinage
dans lequel f est lipschitzienne par rapport a x.

Remarque 3.5 Le fait que f(t,x) soit lipschitzienne par rapport a x n’entraine pas que f soit
continue de (t,z).

Exemple : f(t,z) = t> + z.

Une fonction peut étre localement lipschitzienne dans U sans étre lipschitzienne.

Exemple : f(t,2) = 22, U =R2
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Définition 3.11 (EVN complet (Banach))

x Un evn (E,||-||) est dit de Banach s’il est complet pour la distance de la norme c’est-a-dire si
toute suite de Cauchy dans E converge.

x Cest le cas de tous les espaces normés de dimension finie.

x Une partie A C E est dite compleéte si toute suite de Cauchy de A converge dans A.

x Dans un espace de Banach, on a ’equivalence :

A fermé < A est complet.

Définition 3.12 (Contraction)
Une contraction f de A C E est une application f : A — A est k—lipschitizienne avec k € [0, 1].

Remarque
f contraction = f uniformément continue = f continue.

Définition 3.13 ( Espace métrique précompact)
Un espace métrique E est dit précompact si pour tout € > 0, il existe un ensemble de points y;,
i=1,2,...,N (N ne dépend pas de ¢) tel que

N

E c | JB(yi¢)
i=1

ot B(y;,€) désigne la boule ouverte de centre y; et de rayon €.

Remarques :
1. Tout espace métrique compact est précompact.
2. Tout espace métrique précompact et complet est compact.

Définition 3.14 ( L’équicontinuité)
Soit H un sous ensemble de fonctions continues de X dans Y. On dit que H est équicontinue si

Ve>0 30 >0 Vo€ X |z —m| <d=VfeH, |f(z1)—flz)|<e

Théoréme 3.3 (Ascoli-Aarzéla)
Soient X un espace métrique compact et Y un espace de Banach quelconque. Une partie H de
C(X,Y) est relativement compact si est seulement si :

1. 'H est uniformément bornée.
2. 'H est équicontinue.
3. Pour tout x € X, l’ensemble H(x) défini par :

H(z) ={f(z),f € H}
est relativement compact dans'Y.

Remarque :

1. Ce théoreme caractérise les parties relativement compactes de ’espace des fonctions conti-
nues.
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2. Une partie H de C([a,b],IR) est relativement compacte si elle est équicontinue et uni-
formément bornée.

Théoréme 3.4 (Point five de Banach)
Toute contraction f d’une partie fermée non vide d’'un espace de Banach possede un unique

point fixe (i.e. f(x) = x).

Démonstration : Remarquons qu’il y a unicité d’un point fixe en cas d’existence.
En effet Si et y sont deux points fixes, alors

=yl = [If(x) = FW)I <Kllz -yl

comme 0 < k < 1, nécessairement ||z —y|| = 0 donc x = y. on établit alors Iexistence d’un point
fixe on se donne g € A et on définit la suite récurrente

Tptl = f(xn)

on a donc
|Znt1 — znll < kllzn — 21|

et par une récurrence on obtient
[Znt1 — @n|| < K" [|z1 — 20|
de I'inégalité triangulaire pour (m < n) on déduit alors
len —@mll < (K" + B 4o 4 D)l — o]

k?’L
1-k

< 1 — 2ol
I’hypothese 0 < k < 1 entraine que la suite est de Cauchy donc converge et sa limite notée x
appartient & A = A. par continuité de f on peut ainsi ecrire

lim =z = lim =«
f(n—>+oo n+1) n—-+00 "

donc

f(z) = a.

Corollaire 3.1 Si A est fermé dans un espace de Banach et f : A — A est telle qu’une de ses
itérées
fP=fofofo:of.

est une contraction, alors f posséde un unique point fixe.

Démonstration :

Remarquons que tout point fixe de f est également un point fixe pour fP, il sera donc unique
en cas d’existence en vertu du théoreme précédent.

Montrons que f possede un point fixe. D’apres le théoreme précédent, il existe un unique = tel
que fP(z) = x d’ou fP(f(z)) = f(z) donc f(x) est lui aussi comme z, fixe pour fP donc par
unicité, f(x) = x.
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Théoréme 3.5 Si f : Q — IR"™ est une fonction de classe C' dans un ensemble ouvert ) C
IR x IR", alors pour chaque (tg, o) € Q il existe une unique solution de l’équation ' = f(t,x)
avec x(tg) = xo dans un certain intervalle ouvert contenant t.

Définition 3.15 Une fonction f : Q — IR" est dite localement lipschitizienne en z (par raport
a la seconde variable), si pour chaque ensemble compact K C €, il existe [ > 0 tel que

|f(t,x) = f(ty)| <z -y

pour tout (t,x), (t,y) € K

Théoréme 3.6 Si la fonction f(t,z) est continue dans le domaine U et posséde dans U une
dérivée f.(t,x) bornée, alors par chaque point (ty,zo) de U passe une et seulement une courbe
intégrale x = p(t) de l’équation z' = f(t,z) avec (p(tg) = xo).

Exemple 3.4 Soit f(t,z) = |z|.
La fonction f est localement lipschitizienne en x en effet : on a pour tout (x,y) € IR

|f(t.2) = fty)| = || - lyl|
< lz—yl
Donc f est localement lipschitzienne en x avec [ = 1.

Exemple 3.5 Soit f : IR? — IR définie par f(t,x) = \/|z]
n’est pas lipschitizienne car
1

Vel

— 400 lorsque x — 0 la fonction f n’est pas localement lipschitizienne dans

£t @) = £(£,0)] = V/]z] < |z =0

_ 1
puisque
V]

tout ensemble ouvert U C IR x IR qui croise IR x {0}.

3.2.1 Existence et unicité de la solution satisfaisante a une condition initiale

On considere I'équation différentielle 2’ = f(t, ), supposons que f(t, ) est définie et continue
dans un ouvert  du plans IR2.
Le lemme ci-dessous montre que la résolution de a/(t) = f(¢,z) est équivalent & la résolution
d’une équation intégrale :

Lemme 3.1 Une fonction x : I — R"™ est une solution du probleme de Cauchy de donnée
initiale (to,xo) si et seulement si

1. x est continue et Vt € I (t,z(t)) € U,

2.Vtel z(t)=x0+ tf(s,a:(s))ds.
to

Démonstration :
En effet si x vérifie 1 et 2 alors x est différentiable et on a x(ty) = x, par dérivation on obtient
2'(t) = f(t,z(t)). Inversement si ces deux relations sont satisfaites, 2 s’en déduit par intégration.
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. ‘ 0 ‘ ‘ . .
Théoreme 3.7 Siles fonctions f et a—f sont continues dans Q et si (to, xo) est un point de €2, il
i

existe une solution ¢ et une seule définie dans un voisinage de (to, xo) qui satisfait a p(ty) = xo.

Exemple 3.6 Soit I’équation différentielle

/
' =ax, avec (a  constant).

Nous avons

flt,x) = azx, et %(t,x) =«

0
f et a—f sont continues dans tout le plan (t,z), le Théoréme 3.7 ci-dessus montre qu’il existe
x

une solution unique qui passe par le point (tg,z) du plan. Cette solution est o(t) = zge®¢—t0),
qui est la seule solution passant par ce point et elle est définie pour tout ¢

Exemple 3.7 Soit l’équation différentielle :

r Y _
y_$+1 f(x7y>a

0
comme f et —f sont continues dans tout le plan (x,y) sauf sur la droite x = —1, théoréme

dy
précédent montre qu’il existe une solution unique passant par un point quelconque (zg,yp) du
plan (z,y) mais ne donne aucune information sur les solutions passant par (—1,yp).

Exemple 3.8 Soit l’équation différentielle :
y + o(z)y = ¥(2),
ou ¢ et ¢ sont deux fonctions continues sur un intervalle ]a, b qui peut étre 'axe des = tout

entier, soit xy €|a, b[ et un yy quelconque, on peut utiliser le Théoréme 3.7 pour montrer qu’il
existe une solution unique ¢ satisfaisant a la condition ¢(xg) = yo en effet

f(z,y) = ¥(x) — p(v)y

B
ggz—ﬂ@

qui sont continues dans
Q={(z,y):a<z<byeclR}

le Théoreme 3.7 peut étre appliqué en tous point (xg,yo) de €.
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3.2.2 L’inégalité de Gronwall

Cette inégalité simple est souvent utile, elle permet par exemple a la démonstration de
I'unicité de solution d’une équation différentielle.

Lemme 3.2 Soient o, et ¢ deuz fonctions continues, positives définies dans un intervalle I de
IR , soienttyg € I et ¢c > 0 tels que

b(t) < e+ ‘ ttqﬁ(s)i/}(s)ds’, tel

Alors
t
P(t) < cexp (‘ <Z>(s)ds|>, tel.

to

En particulier si ¢=0 alors ¢ =0.

Démonstration :
Supposons d’abord que ¢ > 0 et posons

£() :c+‘ ttgb(s)w(s)ds, tel

notre hypothese est que ¥(t) < f(t), t € I.
Sit>to,

fit)y=c+ | o(s)¥(s)ds, tel,

to

donc

ce qui donne

Puisque f(t9) = ¢ on obtient
_ tf/(S) t
lnf(t)lnc—/to f(s)ds< . ¢(s)ds, t>=to, tel

d’ou .

W(t) < () <cexp ([ o(s)ds), >t tel

to

Sit <ty ona
to

ft)=c+ o(s)Y(s)ds, tel,

t
et

donc
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ce qui entraine que
o f'(s)

Inc—Inf(t) = )

ds > — /to o(s)ds,
t

d’ou

Par conséquent

(1) < J(1) <cexp (| | ols)ds

t
‘ ), t<tg, tel.
to

Sic=0ona
Y(t) <e+ f(t), tel, pourtoute > 0.
On en déduit que

Y(t) < f(t) <eexp ( P(s)ds

to

), tel
d’ou en faisant € — 0 on obtient ¢ = 0.

Corollaire 3.2 Soient b >0, a € IR, et w: [0,T7] — IR continue telle que
t
w(t) <a+ b/ w(s)ds, Vt € [0,T]
0

alors pour tout t € [0,T] on a
w(t) < ae’.

Corollaire 3.3 Sous les hypothéses précédentes, si f est une fonction constante égale a a > 0
et g est une fonction constante égale a b > 0 alors on a

Vtel u(t) < aeb‘t_to‘.
Corollaire 3.4 Soit y : [a,b] — IR"™ une fonction de classe C* vérifiant

Iy O < B+ally®l,  Vtelab], a>0,820

Alors
Ol < ly@le®= + 2 (20 1), veefat], azo0
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3.2.3 Existence et unicité globale

On considére le probléeme de Cauchy (probleme & valeur initiale) suivant

{ v =t z) (3.1)

x(to) = xo.

Théoréme 3.8 | Existence et unicité globale |

On suppose que U = E, et 1p € C(I x U) une fonction globalement lipschitzienne par rapport a
x. Alors pour tout xy € U, le probléme de Cauchy (3.1) admet une solution globale unique. De
plus toute solution locale est une restriction de celle-ci.

Démonstration :
On suppose en premier lieu que l'intervalle I est compact. On pose £ = C(I, E) I'ensemble des
fonctions continues de I dans F/, muni de la norme

lzlle = r?gxe—”'t_“'llfv(t)!m

ou L est la constante de Lipschitz de . Il est clair que £ est espace normé complet (Banach)
(car I est compact). On définit 'opérateur x : € — & par

(xz)(t) = x0 + t W(s,x(s))ds, tel

Il est clair que 'opérateur x envoie £ dans lui-méme.
Supposons que t > ty. Pour tout z1 et x9 dans £, on a

(xz2)(8) — (xan)(B)] < / Lllwa(s) - 21(s) | mds

0

t
< /L€2L|S_tOHIL‘2—$1||gdS
t

0

1 _
< §Le2L|t t0|Hx2_w1H€
1 _
[(xz2) — (xz1)lle < §L€2L't lzy — a1

Ce qui donne
1
Ixzz = xalle < Gllzz — zalle-

Donc l'opérateur x est contractant de £ dans £ et le Théoreme du point fixe de Banach assure
I’existence d’une unique solution.

De maniéere similaire on montre que le probleme (3.1) admet une solution unique pour t < t.
Si maintenant I n’est pas fermé et borné. Alors on peut toujours écrire [ = UnE]N I, avec
pour tout n, I, C I,4+1 et I, fermé, borné :

Soit z,, la solution sur I,,. Par unicité, on a

$n+1‘ln = Tn.

On définit alors x par x = x,, sur I, ce qui assure 'existence et 'unicité de la solution.
Soit maintenant (7, ), une autre solution. On décompose I = |J, .\ In avec I, = I I, fermé
borné. Par unicité, on a |z = x| , ce qui montre que Z = |7

n n
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Proposition 3.1 Sous les hypotéses du Théoréme 3.8, soit x1 et xo deux solutions. Alors on a
lestimation suivante

Vtel, |oi(t) —za(t)]|p < el 2y (to) — 22(t0)] -

3.2.4 Existence et unicité locale

On considere un intervalle I d’intérieur non vide de IR, et U un ouvert connexe d’un espace
de Banach E. Pour zg € U et r > 0, on définit la boule fermée

By (z9) ={x € E: ||z — x| <7}

Théoréeme 3.9 ( Ezistence locale )
Soit ¢ € C(I x U, E). Soient u, r, M et L des constantes telles que

[to—u,to—i-,u,] X By(xg) C I xU

\V/(t, IE) € [tO — K, to + /’L] X BT(:UO)a ||’9Z1(t,l‘)|| M
V(tv .%'1), (t,.%'g) € [tO — pyto + ,LL] X Br(x0)7 H'(ﬂ(t,lj) - w(tv'%?)HE < Hxl - x2||E
Alors il existe (J,z) une solution locale du probléme (3.1) avec
r
)-

J = [to — [, to + ﬁ]? et p= mm(/ﬁa oM

Remarque 3.6 Si est localement Lipschitzienne, alors il est clair qu’elle vérifie les hypothéses
précédentes.

Démonstaration :
Soit ¢ € C1(IR,) une fonction de troncature telle que

p(t) = t< 3
ot )= t>1
PBI<1 te b
On pose
F(t,lt) = @(W)Ib(t,x) (t,l’) € [tO - NvtO + ,Uf] X Br(l'())
0 (t, ) € [to — p,to + ] x E'\ Br(zo).

On montre facilement que F'(t, x) est globalement lipschitzienne sur [ty — u, tg + p] X E. De plus,
on a [|[F(t,z)||[g < M. On en déduit par le théoreme précédent qu’il existe une unique solution

globale au probleme
{ a'(t) = F(t, x(t)),
.’x(to) = 2.

De plus, en utilisant 1’équation intégrale, on voit facilement que

l2(t) = 2(to) ||z < Mt — tol.
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Maintenant, par définition de iz on a
,

t—ty)| < p= |t —ty] < =—
6= to)] < Fi=> It — to] < 57

et donc
|2(t) — z(to)l| £ <

Or pour t et x tels que |t —to| < et x € By(zp) on a F(t,z) = 1(t,z), et donc = est solution
de probleme (3.1).

N3

Lemme 3.3 Soit 1 une fonction localement lipschitzienne par rapport a x, et soient J C I un
compact de I et K C U un compact de U. Alors 1 est uniformément lipschitizienne par rapport
ax surJ x K.

Démonstration :
Soit M = max xx |[(¢(t,x)| g. Par hypothese, pour tout (¢,z) € J x K, il existe L(t,x) et un
voisinage Uy x V, de (t,x) dans I x K tels que

V(s,2), (s,21) €U X Vi |[90(s,22) = (s, 1) | < L, @) |22 — 21 -

On peut toujours supposer que V, = B,(,)(z) pour un certain r(x) > 0. Puisque J x K est
compact, il existe (¢;,z;) € J x K, i =1,2,...,n tels que

n
Jx K C UZ/I% X Br(zio)/2($i0)'
=1
On pose alors
L= max L(t;,x;), et r=_ min r(z;).

i=1,2,..n i=1,2....n

Soient (t,z1) et (t,z2) des élements de J x K. Il existe un indice i tel que

(t, 561) S Utio X Br(:vio)/2(‘73io)

On distingue alors deux cas :
Le premier cas 1 : Si ||z — z1]|g < §, dans ce cas on a 22 € B,(74,) et donc par hypothese

[0, 22) = (t, 21)||p < Lljze — 21|
Le deuxiéme cas 2 : Si ||z2 — z1||g > §, on a alors
aM
1t z2) =t 21)llp < 2M < —=llz2 — 21]lp.

On conclut en prenant la constante de Lipschitz L := max(—, L).
r

Théoréme 3.10 Soit ¢ : I x U — E une fonction continue, localement lipschitzienne par
rapport a x. Soient (J1,x1) et (Jo,x2) deuz solutions locales du probléme de Cauchy

{ 2! (t) = (¢, 2(t))
l’(t) = Zg-
Alors

z1|nng, = T2l nns-



3.2 Equations différentielles (probléme de Cauchy) 53

Démonstration :

Soit I C Ji[)J2 un intervalle compact, et soit K = x1(I)|Jz2(I) qui est donc compact. Le
lemme précédent implique que v est globalement lipschitzienne sur J x K. On en déduit que
x1|r = z2|7. Le fait que I soit un compact arbitraire de Jp [ J2 montre le résultat.

Corollaire 3.5 Sous les hypothéses du théoréme précédent, si deux solutions de l'équation
2'(t) = Y(t,z(t)) coincident en un point, elle coincident sur lintersection de leurs domaines
de définition.

3.2.5 Solution maximale

Théoréme 3.11 (Existence d’une unique solution mazximale)
Sous les hypothéses du Théoréme 3.7, il existe une unique solution maximale (J,z) au probléme
(3.1). De plus J est ouvert de I.

Démonstration : On pose
tT = max{# : il existe une solution sur [to,]},

t~ = min{? : il existe une solution sur [f,#]}.

On définit une solution sur |¢~,¢*[ en recollant les morceaux de la fagon suivante : si t €]t~ 1|
avec t > tg, alors il existe £ > ¢ tel que ([to,?],¥) soit solution. On pose alors z(t) = #(t). Par
unicité locale, ceci définit bien une solution.

Supposons maintenant que t* soit dans I'intérieur (relatif) de I. Alors on peut résoudre le
probleme

{ '(t) = o(t, (1))

ce qui fournit une solution sur [t*,¢" + ¢] pour un certain € > 0. Ceci est impossible. Le méme
raisonnement montre que t* et t~ ne sont pas dans l'intérieur de I.

3.2.6 Solutions approchées

On suppose que £ = IR" (dimension finie). I est un intervalle de IR et U C E un ouvert
connexe. On considere a nouveau le probleme de Cauchy

{ a'(t) = o(t, z(t))

1‘(t0) = X0
avec ¢ : I x U — E continue.
Définition 3.16 ( e-solution approchée)
Soite >0, JCI etx:J— U. Ondit que (J,x) est une e-solution approchée si
1. J est d’intérieur non vide et ty € J,
2. x€C(J,U)
3. .%'(to) =20
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4. Pour tout t € J,
t
[x(t) —x0 — | ¥(s,x(s))ds|[ g <€
to

Lemme 3.4 Soient ¢ € C(I x U, E) , (to,x0) € I x U, p,r > 0 tels que
I,=[to—p,to+u] CI et By(zo) CU.
On pose

Cur = I, x B (z0)

M = max|[¢(tz)|Rn
~ . r
io= minge, )

Alors pour tout € > 0, il existe une e-solution approchée x. € C(I5, By(x)). De plus,
Vt,s € In, |lz(t) —z(s)]| < M|t —s|.

Démonstration :

L’ensemble C),, étant compact, la fonction 9|, . est uniformément continue (hypothese de
dimension finie). Donc pour tout € > 0, il existe 6 > 0 tels que si ||z — Z|gn et [t —1] <0
alors

[W(t, =) —o(t,2)] < (3.2)

Considérons alors des points ¢; , t = —n, ..., n, tels que

= ™

to—p=1t_pn<t_pp < - <tog<---<th=to+ 0

et tels que

, )
max |tit1 — ti| < min(o, M)

T=—", ,N—
On définit alors

vo(t) :{ ze(t;) + (t — ;) f(ti, ze(t:)), pour t€ [ti,tiv1], =0
y Te(tip1) + (E = tig1)Y(tis1, 2ze(tip1)) pour t€ [t ti1], @< —1.

A priori, cette fonction est définie sur un intervalle du type [t_;, ;] avec k .,k < nouk est défini
comme le plus petit indice pour lequel il existe ¢ € [tx—1, k] tel que xc(t;) + (¢ — t:)(ti, vc(t:))
ne soit pas dans B, (xo) ( k est défini similairement). Pour ¢ € [to, tx]. on a

[ze(t) —ze(to)ll < llae(t) — we(tr-1)ll

k-1
+ Z\\%(tl)—%(tkl)\!
=1
< (=)l (tr—1, Te(tp—1)|
k-1
+ (tr — te—)[V (i1, x(ti-1) |

=1

NN IN
=
=
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Ainsi on obtient que z. ne sort pas de B,.(z¢) et ceci montre que K = n. Le méme raisonnement
montre que K = n, et de plus pour ¢ et s dans I;; on a

[ze(t) = 2<(s)]| < Mt — s]. (3.3)

Enfin, pour 0 < ¢ < n et t € [ty, t;41], on a

T
L

ze(t) — o — t Y(s,x(s))ds < (t—=t)(te, z(te)) + ) (tir1 — )Y (ti, ze(t))

i

Il
=)

— P(s,z:(s))ds

to

= [ [ottnmeten) — ot s
Z—Ol

o 3 [ [0 aeta) — et .

i=0 /i

Notons que pour un ¢ fixé et s € [t;, t;41], on a évidemment |s — ¢;| < J et

[ze(ti) — z(s) IR < [ti — s

< M- =34
M

L’inégalité (3.2) peut donc s’appliquer, et on obtient

t
g
[@e(t) —x0 — [ (s, ze(s))ds[|[gr < =(t—to)
to 14
< €

Le méme raisonnement pour ¢ < ¢y montre le résultat.

Théoréeme 3.12 (Cauchy Peano)
Avec les notations et les hypothéses utilisées dans le lemme précédent, il existe au moins une
solution locale définie sur I5. De plus x € C*(I, By (x0)).

Démonstration :

On utilise le lemme précédent, avec £ = 1. On note z,, € C(J, By(2¢))) la = —solution approchée.
Le point important ici que g et M ne dépendent pas de n dans I’éstimation (3.3).

On utilise le théoreme d’Ascoli-Arzéla avec Y = IR", X = I, et H = {z,(t) : n € IN}. En
utilisant (3.3) on voit que H est équicontinue (en prenant 6 = +.) De plus pour tout ¢ € I; on
a montré que

H = {x,(t) : n € N} C B,(x0)

et donc H(t) est relativement compacte. On en déduit donc qu'’il existe une sous suite (77, ), N
qui converge vers y € C(Iy, Br(x0))). Enfin on a pour tout k € IN,

t

1
|20, (8) = 20 = | (5,20, (5))ds| R < —,
to ng
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ce qui montre que ’expression du membre de gauche tend vers 0 quand k tend vers 4+oco. Mais
on a vu que ,, tend vers x uniformément sur I,,,. Ceci implique en particulier que

t ¢
P(s,xn, (8))ds — | (s, zp,(5))ds, pour k — 400
to to

On en déduit donc que

t
VtedJ x(t)=xz0+ [ Y(s,z(s))ds,
to
ce qui montre le résultat.

Théoreme 3.13 Sous les hypotheses précédentes, il existe une solution mazximale définie sur
un intervalle ouvert J de I.

Remarque 3.7 Pour toute solution locale, il existe une solution maximale qui la prolonge.

3.3 Continuité par rapport a la condition initiale

On considere cette fois f : I x E — E une fonction globalement Lipschitzienne par rapport
a y. On note t — x(t, zp) la solution du probléme de Cauchy

{ a!(t) = f(t,z(t)),

:L’(t()) = X0-
La proposition suivante montre la continuité de la solution par rapport a la condtion initiale
x(to) = xo.

Proposition 3.2 Avec les notations précédentes, pour tout intervalle J compact inclus dans I,
Uapplication

E—C(J,FE)

wo — 0(t, T0)

est continue, et de plus pour tout xg et g dans E, on a l’estimation
Vted llatz0) — alt, 7o)l| < Hl|lyo — ol

Démonstration : On a par définition pour tout J C I compact,

t

VteJ x(t,zg) = zo + f(s,2(s,20))ds,
to

d’ou
t

x(t,m0) — z(t, To) = 20 — To +/ [f(s,2(s,20)) — f(s,2(s,Z0))] ds,

to

ce qui donne la majoration

t
vteJ |lx(t zo) —x(t o)l < llzo — Zoll + L/ [z(s, z0) — 2(s, Zo)||ds.
to
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Le lemme de Gronwall donne alors immédiatement le résultat. On vérifiera en exercice qu’en
fait I’application
JxE—FE

(t, o) — x(t, zo)
est continue. On se place maintenant dans le cas localement Lipschitz décrit plus haut.

Proposition 3.3 Avec les notations habituelles, soit f : I x U — E une fonction localement
lipschitizienne. Alors pour tout xo dans U, il existe un voisinage V de xg et p > 0 tel que
pour tout To dans V, il existe une unique solution sur l'intervalle I, = [to — p,to + p|. De plus
Uapplication

V— C([lh U)
:ﬁo [ — $(., i‘o)
est continue.

Démonstration : On reprend la construction du théoréeme 2.5 (Existence d’une unique solu-
tion). Partant de ’hypothese f continue et localement lipschitzienne sur [to — u, to + u] X By (x0),
on a obtenu l'existence d'une solution unique sur I'intervalle [to — p, to + p] avec fi = min(yu, 577 ).
De plus, la solution obtenue satisfait

|2(t, z0) — 2ol <

|3

de sorte que x(t, o) ne sort pas de la boule de centre zg et de rayon 7. Considérons maintenant
To € Bg (o). On peut & nouveau construire une solution sur un intervalle [to — u,tp + u] en
prenant cette fois fi = min(u, 737), de sorte que

[ (t, Zo) — Zol| <

Ainsi, on a :
- - - - r
l2(2, Z0) — ol < [lz(t, o) — Zoll + |20 — 2ol < 5

c’est-a-dire que z(t, Zo) ne sort pas de la boule B: (x0) sur l'intervalle

[to — p,to + p] C [to — psto + 4]

Donc les deux solutions y(t,zp) et x(t,Zo) sont bien définies sur [tg — p,to + p] et restent
dans Br(zo). Elles coincident donc avec les solutions de 2’ = f(t,z) avec conditions initiales
x(to, o) = o et x(t,T9) = Zo. Comme f est globalement lipschitzienne, on a la dépendance
continue.

3.4 Continuité par rapport a un parametre

Théoréme 3.14 Considérons l’équation différentielle

' = f(t,x, N (3.4)
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ot [ est une application continue de I X E x Il a valeurs dans E, lipschitzienne par rapport a
x. Soient to(\) =tg € I et xo(N\) = xg € E. On suppose que les applications

Aell —tg(N)el, et Aell —zp(N\) € E

sont continues. Soit x : I x I — E unique solution de

{ ' = f(t,z,\)
$(t0,)\) = 1‘0()\)

Alors z(t,\) converge uniformément vers x(t, \g) sur tout compact de I lorsque X tend vers Ag.

Démonstration :
Notons par z(., \) la solution de I’équation différentielle (3.4) correspondant & la condition initiale

(to(A), zo(A)). On a t

z(t, A) = xo(N) —|—/ f(v,z(v, A), N)dv

to(Xo)
et
t
x(t, No) = zo(No) + / f(v,z(v, Ao), Ao)dv.
to()\o)
Posons
?l)(t) = ZL‘(t, )‘) - LL’(t, >\0)
Alors
t
vl = 2ol = 2o00) + [ foa(o, 0, Nde
to()\o)
—/t f(v,z(v, o), Ao)dv
to(Xo)
t()(>\)
— w0 = zo(a) + [ f(wa(e, o), Ao
to()\o)
¢
[ (fwae20) + (00 = F0,0(0,20),00) ).
t()()\())
Posons
to(A)
Yo = xo(A) — z0(Ao) +/ J(v,z(v, Ao), Ao)dv
to()\o)
et

@(tvm) = f(t7x(tv )‘0> + z, )‘) - f(t,l‘(t, )‘O)a >‘0)'

L’application ¢ est continue et lipschitzienne par rapport a x a valeurs dans F, puisque pour
tout t € I et (z1,22) € E? on a

HSD(LCCQ) - gO(t,.’L‘l)H - ”f(t7x<t7 )‘0) + va}‘) - f(t,a:(t, >‘0) + 1'17)‘)”
< kllxg — 2.
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L’application ¢ vérifie I’égalité
¢
vi) =w+ [ el v
to(A)
On en déduit que ¥ est la solution du probleme de Cauchy
{ a'(t) = o(t, z(t))
Y(to) = vo-

De plus on a
©(t,0) = 0.

D’apres le théoreme de Cauchy-Lipschitz on obtient

to(A)

6] < M (o) — o)l + [ et o), o))

to(Ao)
ce qui donne
to(N)

(2, \) — z(t, Ao)|| < ek\t*to@oN(”xo(A) — zo(Xo)| + /( )f(v,x(w)\o),)\o)Hdv)-
to(Xo
Par conséquent x(t, \) converge uniformément vers z(, A\g) quand A — \g.

Remarque 3.8 Le résultat n’est pas vrai sur tout compact de I si f est seulement localement
lipschitzienne par rapport a la seconde variable.
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3.5 Exercices

Exercice 3.1 Montrer que pour l’équation différentielle définie sur IR par

] 0 sty <0,
YTAUW s g0

il n’y a pas unicité au probléme de Cauchy.

Exercice 3.2 Soit
E:y =2*+ 4%

@ Justifier 'existence d’une unique solution mazimale y de E vérifiant y(0) = 0.
@ Montrer que y est une fonction impaire.

@ Etudier la monotonie et la concavité de y.

@ Montrer que y est définie sur un intervalle borné de IR.

Exercice 3.3 Soit le probléme de Cauchy

1
142y
=0

/

y =
y(0)

® Montrer que le probléeme posséde une solution mazximale unique.
@ Montrer que celle-ci est impaire et strictement croissante.

® Etablir qu’elle est définie sur IR.

@ Déterminer la limite en 400 de cette solution.

Exercice 3.4 Soit le probleme de Cauchy

® Montrer que le probleme posséde une solution mazximale unique.
@ Montrer que celle-ci est impaire.

® Montrer qu’elle est définie sur IR.

@ Montrer qu’elle posséde une limite finie a en +o0.

Exercice 3.5 On considére le probléme suivant :

y' = cos(zy), y(0) = 0. (%)

@ Justifier Uexistence d’une unique solution mazimale y de (x).
@ En observant que

y(@) = yo + /0 " cos(ty)dt

montrer que y est définie sur IR.
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Exercice 3.6 On considere l'équation différentielle suivante :

(B) { (22 +e¥)y + 22y +cosx =0
y(0) =0

® Montrer que ’équation (E) admet une unique solution mazximale ¢ de classe C'.
@ Montrer que l’équation (E) est totale. En déduire que @ est solution de
Véquation implicite  x2p(x) + e?®) +sinz = 1.

® Montrer que la solution ¢ est globale.

Exercice 3.7 On considére l’équation différentielle suivante :

y/ = 2x€_x2 + y5
(E) 1+y?

y(0) = 1.

cos(zeY)

® Montrer que l’équation (E) admet une unique solution mazimale ¢ de classe C'.
@ En utilisant la formule intégrale de (E) montrer que

o(o) <2+ / o(s)lds, Vrel
0

® En déduire que lo(x)] < 2ell, Ve el
@ Montrer que I = IR.

Exercice 3.8 Soient 1 et y : [a,b] — IR" deuz fonctions continues vérifiant

t
y(t) < « +/ Y(s)y(s)ds, vVt € [a,b], «a>=0.
Alors .
vt) <acxp ([ 6),  Vieladl, azo
Exercice 3.9 Soient b >0, a € IR, et w: [0,T] — IR continue telle que
t
w(t) <a+ b/ w(s)ds, vt € [0,T].
0
Montrer que pour tout t € [0,T] on a
w(t) < ae’.
Exercice 3.10 Soit y : [a,b] — IR™ une fonction de classe C* vérifiant

Iyl <B+aly®l,  Vtelab], a>0520.

Alors
Ol < @)t + 2 (0 —1), veefat], azo0.



Chapitre 4

Systemes différentiels

4.1 Notions fondamentales et définitions

Définition 4.1 (Systéme canonique)
Un systeme d’équations différentielles ordinaires

k
7y27yé7 "'7y§ 2)7"'7yn?y’:7,7"'7y’$7,kn)> = O k = 1?27 "'7n (1)

résolu par rapport auxr dérivées d’ordre le plus élevé ygkl) yékz) e yq(lk") s’appelle systeme
canonique .

On appelle ordre du systéme (1) le nombre p égale a p = k1 + ko + ... + kp.

Intégrer ce systeme c’est déterminer les fonctions y1,y2, ..., Yn vérifiant les équations du systeme

k
Fk(xaylvyiv sney yg )

Exemple 4.1 Ramener a la forme canonique le systéme :

yoyy —In(y{ — 1) =0,
{ el _( Lo ) (4.1)
e2 —y —y2 = 0.

Solution : Le systéeme considéré est du troisieme ordre. En résolvant la premiere équation par
rapport a yf

(1) <= wovh =In(y —y1)
= =y —y
= yl ="ty

En résolvant la dexieme équation par rapport & )

= =y oy
= yh=In(y1 + 1)

(2)

alors (1) devient :

I Y2

Yy = e*r + 1,

=t (4.2
Yo = In(y1 + y2)

62
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4.1.1 Systeme différentiel du premier ordre

Définition 4.2 Définition : Soit x1,x9,...xy n fonctions dérivables de la variable t on appelle
systeme d’équations différentielles du 1" ordre tout systeme d’équ

dx
Tl = fl(t,arl,...,:):n)
i) _
ﬁ - f2(t,$17...,$n) (43)
dz,
E = fn(t7xla"-a$n)'

On démontre que si la fonction z1 = ¢ (t) vérifie le systeme (1) elle vérifie le systeme (2)

dx

Cétl = fl(t,ml, ,:L'n)

d I

W ZQQ(t,$1,...,$n) (44)
dm

dt? = gn(t,x1, ..., Tp)

obtenu en dérivant (n — 1) fois successivement la 17 équation et en tenant compte des équations
suivantes, et par conséquent ’équation différentielle d’ordre n appelée équation résolvante

d d"
F(tvxla ﬂ o1

obtenue en éliminant x9, x3, ..., T, entre les équations du systeme (2).

On admettra que réciproquement si x; = @i(¢, A1, ..., \y) représente l'intégrale générale de
Iéquation (3) (A1, Aa..., A, étant n constantes arbitraires)la solution du systéme différentiel s’ob-
tient sans nouvelle intégration en résolvant en xs,xs3, ..., 2, les (n — 1) premieres équations du
systeme (2)

La solution générale d’un systeme différentiel du 1¢" ordre peut donc s’écrire :

Tr1 = 901(75, )\1, ceny >\n)
T2 = 902(757 )\17 ) An)

(4.5)
T = @n(t, A\, 0y An)
elle dépend de n constantes arbitraires.
Exemple 4.2 Intégrer le systeme différentiel
d
t% = 3561 + 2562
T (4.6)
t— = —2x; — 2x9.
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On associe a ce systéme une équation différentielle d’ordre 2 en x; par exemple. En effet la
premiere équation se dérive en :

d{L‘l d2l‘1 o dﬂjl dl‘g
o Ttar T Ya Tar
da:l -2

= 32 o )|

soit encore

td2$1 diCl 4

et R e =0
g it
2 d

P o —Aw ) = 0,

Or d’aprés la premiere équation

1/ dz
T = 5(1571 - 3%1)

Aprés simplification on obtient donc I’équation suivante

équation linéaire du second ordre dont on peut chercher des solutions particulieres de la forme
x1 = t". L’identification conduit a I’équation du second degré r(r—1)—2=0 dont les racines
sont 71 = —11 et ro =2

D’ou 21 = )\1; + )\2t2 ()\1, )\2) e R2.

Par ailleurs :

1 dl‘l
S e S )
w2 2( ar oM
n t 2

la solution générale cherchée s’écrit donc

A
xr = 71 + A2t2
“2A1 Do, (4.7)
Ty = — 22
t 2

qui dépend de deux constantes \; et Ao

Remarque 4.1 L’élimination de x1 conduit a la méme équation différentielle du second ordre

en xo
d2$2
222 2p = 0.
dt2 2
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Définition 4.3 (Forme normale )
un systeme d’équations différentielles ordinaires du premier ordre

dzk

di :fk;(t,wl,l‘z,...,l‘n) k= 1,2,...,n (*)

ot t est une variable indépendante et x1,xo,...,T, sont des fonctions inconnues de t s’appelle
systéme normal.

Le nombre n s’appelle ordre du systéeme normal (x)

Remarque 4.2 On dit que deux systémes d’équations différentielles sont équivalents s’ils possédent
les méme solutions.

Remarque 4.3 Tout systéme canonique peut étre ramené au systeme normal équivalent et
Uordre de ces systémes sera le méme.

Exemple 4.3 Ramener au systéme normal le systéme d’équations différentielles suivant :

d2$3
2 —y=0
dfzy (4.8)
t3—= — 22 =0.
dt
Solution :
dx
Posons x=z;, — =x9, y=uwx3 alorson aura
d d d dt
x x
ditl = 9, d—‘?z = aTtS et le systeme donné sera ramené au systeme normal du troisieme ordre
suivant :
dﬂ?l
— =2
£
x
€T3 o 2331
dt 3

4.2 Systemes différentiels linéaires du premier ordre

Définitions 4.1 (Vecteur, valeur et sous espace propre)

Un vecteur non nul x € E est un vecteur propre de f s’il existe A € K tel que f(z) = A\x. Le
scalaire A est la valeur propre associée a x.

Un scalaire A € K est une valeur propre de f s’il existe un vecteur non nul x € E tel que
f(z) = Ax. Le vecteur xest un vecteur propre associé a .

L’ensemble E\ ={z € E: f(x) = Az} = ker(f —Aldg) est le sous-espace propre associé a \.
Le spectre de f est l’ensemble Sy(f) des valeurs propres de f.

Propriétés :

1. X est une valeur propre de f si, et seulement si,

ker(f — Aldg) # {0}.



66 Systémes différentiels

2. En particulier, 0 est valeur propre de f si, et seulement si,
ker f # {0}, soit f non injectif

3. Toute famille de vecteurs propres associés a des valeurs propres toutes distinctes, est libre.

4. La somme de sous-espaces propres associés a des valeurs propres distinctes est directe.

Définition 4.4 (Polyndéme caractéristique)

Soit E de dimension finie et A une matrice carrée représentant un endomorphisme f dans une
base fizée.

Le polynome Ps(\) = det(A — M) est le polynome caractéristique de A.

Propriétés :
1. Deux matrices semblables ont le méme polynéme caractéristique, ce qui permet de définir

le polynéme caractéristique d’un endomorphisme.

2. Les zéros de P4 sont les valeurs propres de A. Si A est racine d’ordre my A de P4, on dit
que A est valeur propre d’ordre m,).

3. On a toujours 1 < my < dim(FE)) ou F) est 'espace propre associé.

4. Cas ou P4 est scindé. On a alors :

trA:i/\k, et det A = ﬁ)\k.
k=1 k=1

Diagonalisation :
Soit E de dimension finie.

Définitions 4.2 Un endomorphisme f € L(E) est diagonalisable s’il existe une base de E
dans laquelle la matrice de f est diagonale, c’est-a-dire s’il existe une base de E formée de
vecteurs propres de f.
Une matrice carrée A est diagonalisable si elle est semblable ¢ une matrice diagonale D, c’est-
a-dire si elle s’écrit :

A=pDpp!

ou P est la matrice de passage de la base canonique de IK™ & une base de vecteurs propres de A.

Sidim E =n et si f a n valeurs propres distinctes, alors f est diagonalisable.
Trigonalisation :

Définition 4.5 Un endomorphisme f € L(E) est trigonalisable s’il existe une base de E dans
laquelle la matrice de f est triangulaire supérieure.
Une matrice carrée A est trigonalisable si elle est semblable a une matrice triangulaire supérieure.

Théoréme 4.1 Si le polynome caractéristique de f est scindé, f est trigonalisable.

En particulier, tout endomorphisme est trigonalisable sur C.

Définition 4.6 (Polynome annulateur)
On dit que Pest un polynome annulateur de f si P(f) = 0.
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Théoreme 4.2 (Théoréme de Cayley-Hamilton)
Si E est de dimension finie, le polynome caractéristique de f est un polynome annulateur de f.

Définition 4.7 On appelle systéeme différentiel linéaire du premier ordre un systéme de la forme

(d
% — all(t)xl + -+ aln(t)$n + bl(t)
2 = an(ar+--- + as(t)z, + ba?)
dz,

\ ﬁ = an1(t)331 +- ann(t)l‘n + bn(t)

dans lequel les fonctions a;;(t) et bi(t) sont supposées continues sur un sous ensemble I de IR.
En utilisant la notation matricielle un tel systéme s’écrit

dl‘l
dt an(t) ... a(t) T by (t)
: = : : N :
dan ap1(t) ... app(t) Tn b (t)
dt
X _ A(t)X (t) + B(t). (%)

dt

Cette derniere écriture s’appelle systeme différentiel avec second membre.
» Si B(t) = 0 le systeme (*) s’appelé systeme homogene (ou sans second membre).
» Lorsque les fonctions a;; sont constantes on dit qu’il s’agit d'un systeme a coefficients constants.
» Comme dans le cas des équations différentielles linéaires la solution générale du systeme ()
s’obtient en ajoutant & une solution particuliere la solution générale du systéme homogene as-

6 (2 = ax)
socié | — :

Remarque 4.4 Il est toujours possible de ramener lintégration du systéeme X'(t) = AX(t) a
celle d’une équation différentielle d’ordre n.

4.2.1 Systeme différentiel linéaire a coefficients constants

Si la matrice A = (ai;) est a coefficients constants, on peut considérer la matrice comme
représentant les composantes d’un vecteur x d’un espace vectoriel E (dim E = n) rapporté a

;. . . ;. NETVE . T
une base (e1,e2,...,e,), I'écriture matricielle équivaut alors a I’écriture vectorielle i f(z).

4.2.2 Exponentielle d’une matrice

1
Théoreme 4.3 La série Z HAk converge normalement sur toute partie bornée de M, (K).
k>0

Preuve : Soit F une partie bornée de M, (IK) il existe M € Ry tel que VA € E ||A|| < M on
alors :
Mk

1
ARl < HHAHIC < W

1
I
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k
comme Z T est convergente
k>0
Lok
alors Z HA est normalement convergente.
k>0

Définition 4.8 On appelle exponentielle d’une matrice et on note exp, Uapplication de M, (IK)
dans M, (IK) définie par

+o0
1
_ A _ k
VAe My(K) exp(A)=¢e" = kg EA
=0

1 1
@A:h+A+—Aﬁw~+—AV%~)
2! n!

Définition 4.9 (Matrice diagonalisable)
La matrice A est dite diagonalisable s’il existe deux matrice D diagonale et P inversible tel que
A=PDP L

Définition 4.10 (Matrice nilpotente)
On dit qu’une matrice A est nilpotente s’il existe un entier k tel que A¥ = 0.

Propriétés 4.1 L’exponentielle d’une matrice a les propriétés suivantes
=L, +0+302+--- =1,

AB = BA = 1B = ¢A.eB = B4

e € GL,(K) et ()1 =4

el est dérivable et %em = AetA.

Si A est diagonalisable (A = PDP™') alors eA = PeP P!

Si A est nilpotente d’indice k alors e = I, + A + %Az + -+ %Ak.

®@ ® ® ©® ® ©

Exemple 4.4 Calculons 'exponentielle de la matrice A.
1. La matrice A est diagonale.

[z 0 A_ (€ 0
SN

2. La matrice A est diagonalisable :
A= < > —0 > = PDP!, avec

3 —4
(12 (-1 2 (=10
p_<1 1), P _(1 _1) etp_(o 2).
Donc
A 1 (1 2 el 0 -1 2
e =pPDP = (1 1 0 1 -1
. el e? -1 2
- —1 g2 1 -1
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3. La matrice A est nilpotente :

a=(74)

00 ) donc A est nilpotente d’indice 2, alors

00
A o 1 1
e—I+A—<01 .

4.2.3 Décomposition de Dunford

OnaA2:<

Si A a un polynéme caractéristique scindé sur KK alors il existe un couple unique (D, N) de
matrices tel que

1. A=D+ N
2. D est diagonalisable, N nilpotente
3. NoD=DoN

Remarque 4.5

Théoréeme 4.4 Soit (tg,z9) € IR x E L’unique solution de
X'(t) = AX(t)
vérifiant X (to) = Xo est donnée par
vie R X(t) = et X
Exemple 4.5 Résoudre le systéme différentiel suivant

¥ =2r+z

y=r-y—=z

2= —x+2y+22 (+)
2(0) =a, y0)=45, =2(0)=~

La matrice associée au systéeme (x) est

A= 1 -1 -1
-1 2 2

Le polynome caractéristique :

Pa(N) = det(A— \3)
2—-A 0 1
= 1 -1-Xx -1
-1 2 2—-A

= —(A-1)>%
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On peut écrire N = A — I3, avec

1 0 1 0 2 2
N = 1 -2 -1 |, N’=|lo0 2 2 |, N3 =03.
-1 2 1 0 —2 -2

Comme N3 =03, N est nilpotente d’indice 3 alors

A213+N:>tA:t13—|—tN.

Donc
etA — et[3+tN
— et[g . etN
2
= (I3 +tN + 5N2)
L+t ¢ t 412
= ¢ t 1—2t+12  —t 412
—t 22—t 1+t—1t?
o
Alors l'unique solution X (0) valant Xo | 8 | est X(t) = et4.X(0) avec
gl

2(t) = a(l + t)et + Bt2et + y(t + t2)et
y(t) = atet + 5(1 — 2t + t2)€t + ’7(*75 + t2)6t
2(t) = —ate + B2t — t2)e + y(1 +t — t2)e!
4.3 Systeme différentiel linéaire a coefficients constants
On va étudier les systemes différentiels linéaires suivants
X'(t) = AX(t) + B(t)

ou A e M,(K), B e€K"Larésolution de X'(t)=AX(t) avec A est diagonalisable.

4.3.1 Systeme différentiel linéaire homogene a coefficients constants
4.3.2 Cas ou A est diagonalisable

A est diagonalisable donc il existe deux matrices P inversible et D diagonale telles que
A= PDP~! alors

X' =AX < X' =PDP'X
— P 'X'=DP'X
Posons P~ !X =Y, (Y =P 'X’). donc

Y =P'X

I
X _AX<:>{ V' — DY
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Y1
Y2
En notant Y = i , Y =
Yn
donc
Y=DY < Y' =
i
Ys
— i
Yn
n
Y2
< X
Yn
par conséquent
X(t)=PY(t)=P

Y1
Y5

Y1
0 X O Y2

0 - 0 A, Yn

A1
A212

AnYn
At
Aot

cie

Cco€ n
(017027”' ,Cn) eR

Cne n

At
Aot

cie
Co€ n
(017027"'7CH)ER

et

Exemple 4.6 Résoudre le systéme différentiel suivant

¥ =3x—2y—4z

= —2x + 3y + 2z

y:

(%)

2 =3x—3y—4z

La matrice associée au systéeme (x) est

A:

Le polynome caractéristique :

Pa(N)

det(A — )\I:;)

3—-X =2
-2 3-A 2

3 -3 —4-A

—A=2)A=1)(A+1)
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Les valeurs propres :

(X est une valeur propre de A) <= det(A— Al3) =0
— —-A=2)A-1A+1)=0
— A=2o0ul=1oul=—1.

Donc P4 admet trois valeurs propres distinctes : A =2, Al =1, A3=-1.
Les vecteurs propres :

1 1 0
V—l - O 9 Vl = 1 ) ‘/2 — _2
1 0 1
Donc
-1 0 0 11 0
D = 0O 1 0], P=| 01 -2
0 0 2 1 0 1
Cle_t
dou Y(t) = coet
cze2t

1 1 0 cret
= 01 -2 coel (c1,c2,c3) € R3
1 0 1 c3e?t

y = coel 4 cze™ % (c1,c2,c3) € R?

donc la solution du systéme (x) est

z(t) = cre”t + coel
X(t) =< y(t) = coel + cze™ (c1,c2,c3) € R3.
2(t) = cre”t + cze?

4.3.3 Cas ou A est trégonalisable

A est trégonalisable donc il existe deux matrices P inversible et T' tréongulaire telles que
A= PTP~! alors

X' =AX <« X' =PTP'X
— PpPlX'=TP'X
Posons P~ !X =Y, (Y =P 1X’). donc

Y =P'X

I
X _AX<:>{ V- TY
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, ail a2 Qin
n Y1 0 a9 Qaon
Y2 Ys
En notant Y = . , Y = . , T= 0
v Y,
n
" 0 0 0 ann
on a donc
Y) = anyr + -+ a1y
/
Yy = a22Y2 + - - + a2nY
Y =TY = { 7 e
y{n = GnnYn-
On résout ce systeme différentiel en portant de la derniere équation. Par conséquent
X(t) = PY(t).
Exemple 4.7 Résoudre le systéme différentiel suivant
2’ =5xr — 3y — 4z
Y =—x+y—2z (%)
2 =x— 3y
La matrice associée au systéeme (x) est
5 -3 —4
A= -1 1 =2
1 -3 0
Le polynome caractéristique :
Pa(\) = det(A — \3) = —(A+2)(\ — 4)2.
Les valeurs propres :
P4(X) admet deux valeurs propres \y = —2 (simple) Mo =4, (double).
1 1
Les vecteurs propres : V4 = -1 Vs = 1 |. Comme dimE4s =1 # 2, la matrice A
1 1
n’est pas diagonalisable.
a
Pour trigonaliser A nous devons déterminer un vecteur Vo = | b et un réel a tels que
c
AVy =4Ve + aVp
5 -3 —4 a a 1
AVy =4V + aV] <— -1 1 =2 b | =4 +al| -1
1 =3 0 1
a—3b—4dc=a
= —a—3b—2c=—«
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on peut choisir b=1, et « = 2 alors on obtient

1
Vo = 1
-1
Ainsi
1 1 1 4 2 0
p=(-1 1 1|, T=[04 o0
1 -1 1 0 0 -2
X' =4X <= Y =TY
4 2 0 U
— Y'=104 0 v
0 0 -2 w
u' = 4u+2v (1)
= v =4v (2)
w' = —2w (3)

Les équations (3) et (2) sont deux équations différentielles a variables séparables donc

(3) +— w =-2w
— w=cge c3 € R

)

(2) <= v =4
<— v= Cg€4t, c €R

L’équation (1) est une équation différentielle linéaire non homogéne (avec second membre) donc

u':4u<:>u:cle4t, cq e€R

alors
W =du+20 = U =cet+ 262€4t
— u=(c; +2c)e.

Donc on obtient
u = (c1 + 2c9)e

V= 0264t (c1,c1,¢3) € R
w = 03672"/
et par conséquent
1 1 1 (c1 + 2¢p)e*
X=PY = [ -1 1 1 cae™!
1 -1 1 cze
x = (c1 + 3cz)et + cze™?
= { y=—(c1+co)et +cze (e1,e1,¢3) € R,

z = (c1 + co)ett + cze™?
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4.3.4 Systeme différentiel linéaire non homogene a coefficients constants
Soit le systeme différentiel non homogene
X'(t) = AX(t) + B(t).
Supposons que la matrice A est diagonalisable alors
X'(t)= AX(t)+ B(t) < X'(t)=PDP 'X(t)+ B(t)
— P X'(t)=DP'X(t)+ P 'B(1).
On pose Y (t) = P71X(t) donc Y'(t) = P~1X'(¢)

r_ Y(t) = PilX(t)
X' =AX+ B+ { Y'(t) = DY (t) + P~ B(1)
Exemple 4.8 Considérons le systéeme différentiel

' =3r—2y—4z—1t
y' = —2x + 3y + 2z + tet (%)
2 =3x—3y—4z+t—1.

La matrice associée au systéme (%) est

3 -2 -4
A=| -2 3 2
3 -3 -4

Le polynome caractéristique :

Pa(N) = det(A — AI3)
= (2-NN=1)(1+N).

Les valeurs propres :

(Aest une valeur propre de A) <= det(A —Al3) =0
— —-A=2)A=-1A+1)=0
< A=2oul=1loul=-1.

Donc P4 admet trois valeurs propres distinctes : A1 =2, X =1, A3=-—1.
Les vecteurs propres :

1 1 0
V—l_ ) V1: 1 ) ‘/2: -2
1 0 1
Donc
-1 0 0 11 0 -1 1 2
D=| 0 1 0 |, P=|l01 -2 |, pPlt=|( 2 -1 -2
0 0 2 10 1 1 -1 -1
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par conséquent

X'(t)= AX(t)+ B(t) < X'(t)=PDP'X(t)+ B(t)
— P 'X'(t)=DP'X(t)+ P 'B(t).

On pose Y (t) = P71X(t) donc Y'(t) = P~1X'(¢)

Y(t) = PIX (1)

X'=AX + B+ { Y'(t) = DY (t) + P71 B(t).

Y1 Y1
Ennotant Y= | 3 |, Y= v,
Yn y;z

alors

yi(t) =~y —t
Y'=DY + P7'B < { yh(t) = yo + tet
ys(t) =2y3 +t—1

donc on résout séparément chacune de ces trois équations on obtient

y1(t) =cret+1—t
yg(t) = Czet + %tQGt (Cl, ca2, Cg) S IR
y3(t) = cze®t + % — %t

Comme X = PY on conclut que

x(t) = cre™ + coe’ +1 —t + 12!
y(t) = coel — 2c3e?! — % 4+t 4 %tzet (c1,c9,c3) € IR,
2(t) = cre™ + cze? + 5 — 3¢

ou encore
z(t) =cre b+ (co + %t2)et +1—1
y(t) = coet — (2¢3 — %t2)e2t - % 4+t (c1,c9,c3) € R3.
2(t) = cre7t + cze? + 2 — 3¢
4.4 La résolvante et formule intégrale
Consdirons le systeme linéaire homogene

X'(t) = AWX(t), teJ, XeIR™ (4.10)

Théoréme 4.5 L’ensemble B des solutions de l’équation (4.10) est un sous-espace vectoriel de

CYH(J,IR™) de dimension finie n.

Définition 4.11 (Systéme fondamental de solutions)
On appelle systéme fondamental de solutions de l’équation (4.10) une base de l’espace vectoriel

B.
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Théoréme 4.6 (Formule de Liouville)
Soient X1,- -+, Xp, n solutions de (4.10) avec W € C(J,IR), leur Wronskien, défini par W (t) =
det(X1(t), -, Xn(t)). Alors, pour (s,t) € J2, on a la formule suivante, dite de Liouville :

W (t) = W(s)exp ( / t(Tr(A(:n)dx)).

Démonstration : On note X (¢) la matrice de M (IK™) dont les colonnes sont constituées des
vecteurs solutions de (4.10) notées Xi(t), -, X, (f). La matrice X (¢) est solution du systeme

différentiel matriciel
X'(t) = A(t) X ().

Soient z1(t),--- ,xn(t), les lignes de X () et a;j(t) les coefficients de A(t) pour i et j compris
entre 1 et n. Il est immédiat que

Vie{l,---,n} x;i(t) = Zaz’j(t)l‘j(t)
=1

on peut écrire W (t) comme suite

z1(t)
W (t) = det :
T (1)
la multi-linéarité du déterminant donne
z1(1)
n $i,1(t)
W) = ) det | ai(t)
i=1 z141(t)
xn(t)
z1(t)
n o n .’L‘Z'_l(t)
= Z Z det x(t)
=1 j=1 $1+1(t)
T (1)
= > au()W ()
=1

Par conséquent on trouve
W'(t) = Tr(A(t))W(t).

En résolvant cette derniere équation différentielle on obtient la formule de Liouville.
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Définition 4.12 (Matrice résolvante)
On appelle matrice résolvante du systéme (4.10), lunique solution du systéeme différentiel ma-
triciel

X'(t) = A(H) X (t)

satisfaisant la condition initiale X (tg) = I, ou I,, désigne la matrice identité de M, (IK), et on
la note R(t, o).
Propriétés 4.2 Pour tout (t,tg,t1) € J2, la matrice résolvante S vérifie I’égalité suivante
R(t,to) = R(t,t1)R(t1,to)-
En outre, pour tout (t1,tp) € J?, R(t1,t0) € GL,(K) et
(R(t1,t0)) " = Rto, t1).
Par ailleurs, la solution du probléeme de Cauchy
{ X'(t) = A(t)X (1),
X (to) = Xo,
est donnée par X (t) = R(t,to)Xo.

4.4.1 Systemes différentiels non homogeénes

Considérons le systeme différentiel non homogene (avec second membre)
X'(t) = A(t) X (t) + B(t). (4.11)

L’ensemble des solutions de (4.11) est I’espace affine X,,4+B de dimension finie n, ot B est ’espace
vectoriel des solutions du systeme homogene et X, est une solution particuliere de (4.11). La
solution générale du systeme (4.11) est donnée par la formule intégrale de Duhamel

t
VtedJ X(t)=R(tto)Xo+ | R(t,7)B(r)dr.
to
Elle s’obtient par la technique de variation de la constante : étant donnée R(¢,t0) X la solution
du systeme homogene, on cherche la solution de (4.11) sous la forme X (t) = R(t,t9)Xp(t), de
sorte que
R (t,t0) Xp(t) + R(t,t0) X,p(t) = A(t)R(¢, to) Xp(t) + B(¢),

d’ou 'on tire I’équation

Xp(t) = (R(t, t0)) "' B(t) = R(to, t) B(t).

L’intégration terme a terme entre ¢g et ¢ donne alors

t
Xp(t) = | Rlto,7)B(1)dr + X,
to
ot X, reste a déterminer. En reportant X, (¢) dans X (t), il vient

X(t) = R(t, to)Xp(O) + tR(t, to)R(to, T)B(T)dT.

to

La condition initiale impose de prendre X,(0) = Xy et la formule de Duhamel en découle.
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4.4.2 Systemes a coefficients constants

X'(t) = AX(t) (%)

Dans le cas constant, la matrice résolvante devient
Rt tg) = elt0)4
et les solutions du systeme différentiel (x) s’écrivent

X(t) = 04X,
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4.5 Exercices

Exercice 4.1 Ramener l’équation différentielle suivante au systéme normal

&2 d
ij’ + O 4 gt)z =o0.

dt
Exercice 4.2 Soit le systéme différentiel

d
t—?+x+2y=0

Y
t— —3x — 4y = 0.
7 3x y=20

Former l’équation résolvante en x et chercher les solutions de la forme x = t".

En déduire la solution générale du systeme

Exercice 4.3 Intégrer le systéme

dy o z
A e haiad
dx y dzx

avec les conditions initiales : y(0) =1, z(0) = 0.

=—4y—3z+ 2z

Exercice 4.4 Résoudres les systémes différentiels suivants.

¥ =x
{ vy =x+y.
=2y
{ y = 2.
' = bx + 3y
{ y = -3z —y.
' =2x — 4y
Yy =z -2y

z(1)=1, y(1)=-1
Exercice 4.5 Montrer que les solutions maximales sont définies sur R

¥=y—a+z
y = —u.

Exercice 4.6 Discuter selon les valeurs du réel m les solutions du systeme

' =—mz+ (14 3m)y
Yy = —mx + 3m.

Exercice 4.7 Soit le probléeme de Cauchy
tr' +x+2y=0
ty — 3z —4y=0
z(1) =y(1) =1

® Former l’équation résolvante en x et chercher les solutions

de la forme x = t"
@ En déduire la solution générale du systéme.



4.5 Exercices

Exercice 4.8 Résoudres les problemes de Cauchy.
=y

y' =z

=2z +y+2z

z(0) = 2(0) =0, y(0) =2

=x+y—=z
Yy =x+2y
2 =2x+ 3y

z(0) =2, y(0)=2(0)=0
¥ =3r—-y—z

y =5r—2y—4z

2= —4x + 3y + 5z
z(0)=1, y(0)=2(0)=0

Exercice 4.9 Résoudre

¥ =2r+=z2
Y =2y+=
d=r—y+=z
Exercice 4.10 Résoudre
¥ =2r+y+2
Yy =x+2y+z

Z' =3z

Exercice 4.11 Résoudre
¥ =-3v+2y+2z+1
Yy =2z +y+2z+ sint
2= —2x + 2y + z + cost

Exercice 4.12 Résoudre

¥ =3x — 2y — 4z +tel —t
Yy =—-20+3y+2z+tel —2t+2
2 =3x—3y—42—1

Exercice 4.13
x' = 3z — 5y — 18z + 25t + 45
y = —2x+ 6z — 4t — 12
2 =2x — 2y — 92+ 11t + 23

@ Calculer le polynome caractéristique et les valeurs propres de la
matrice A associée au systéme précédent.

@ Déterminer les espaces propres associés aux valeurs propres de A.
® Diagonaliser A (A= PDP™!).

@ Résoudre le systéme précédent.
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Exercice 4.14 Sachant que :

A — (—1)P]y
Vp e IN { A2p+1 — (_1)pA

Calculer e pourt € IR et A = ( (1) _01 >

Exercice 4.15 @ Résoudre le systeme différentiel suivant :

¥ =z-3y+3z
Yy =3x — b5y + 3z
2 = 6x — 6y + 4z.

@ Déterminer la solution vérifiant

® Calculer lexponentielle de la matrice associée au systéme précédent.

Exercice 4.16 Soit la matrice

A= avec (a,b,c) € IR3.

O O R
o o
Q@ 0O

@ Calculer e,
@ Déduire la solution générale du systéme



Chapitre 5

Introduction aux notions de stabilité

Nous allons introduire dans ce chapitre la notion de stabilité d’un équilibre, et donner
quelques définitions générales de la stabilité d’une solution.
5.1 Stabilité des systemes autonomes

On considere le systeme
' = f(z) x e R"

Définition 5.1 Un point x* € R" est dit point d’équlibre ou état d’équilibre si
f(x*) =0.

Définition 5.2 Quelques types de stabilité.

1. x* est dit stable si, pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que
|lzo — 2™|| <= [|z(t) — =™|| < € pour toutt > 0.

(Dans le cas contraire il est dit instable).

2. x* est dit asymptotiquement stable s’il est stable et

lim |lz(t) —z*|| = 0.

t——+o0

3. x* est dit marginablement stable s’il est stable mais non asymptotiquement stable.

4. x* est dit exponentiellement stable s’il existe deux constantes positives o et 3 telles que

l(t) — || < ae™|lo — 2.

Remarque 5.1

x* est exponentiellement stable = x* est asymptotiquement stable = x* est stable.

83
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5.2 Stabilité des systemes linéaires

On s’intéresse a l'etude de la stabilité des systemes différentiels régis par I’équation

2/ (t) = Ax(t)
{ z(0) = xo € R", (S)

ou A est une matrice carrée de dimension n X n.

Théoréme 5.1 Le systéme (S) est stable si et seulement si
1. Re(\) <0 pour toute valeure propre simple \ de A

2. Sl existe une valeur propre A de multiplicité k telle que Re(\) = 0 alors dim E)\ = k ou
FE)\ est le sous espace propre associé a A

Exemple 5.1 Soit le systeme différentiel :

{05t

Yy =2x—2y

1 -1
Soit A = < 5 _9 ) la matrice associée au systéme (x).
Les valeurs propres de A sont \y = 0 et Ao = —1 qui sont simples d’ou le systéeme (x) est

stable.

Exemple 5.2 Soit le systeme différentiel :
=y
{920 o
0 1 . ., \
0 0 la matrice associée au systeme (kx).

La seule valeur propre de A est 0 de multiplicité 2 et dim Ey = 1 donc le systéme (xx) est
instable.

Soit A = (

Théoréme 5.2 Le systéeme (S) est asymptotiquement stable si pour toute valeur propre A de A
on a Re(\) < 0.

Exemple 5.3 Soit le systéme différentiel :

/

{ ¥ =—x+3y
Y =—2y.

Les valeurs propres associées sont —1 et —2. Donc le systeme est assymptotiquement stable.
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5.3 Les types les plus simples de points d’équilibre

Soit le systeme linéaire
T =ax+by
y=cx+dy
avec

a b
A_<c d>’ et det A # 0.

Le point 2*(0,0) est le seul point d’équilibre du systeme (1)
Soit A1, Ao les valeurs propres associées a la matrice A : la discussion de la nature du point
d’équilibre se faire en plusieurs cas :

1. A1, A2 sont réelles distinctes :
a) A1 <0, Ay <0 le point z* est asymptotiquement stable (noeud stable)
b) A\ >0, A2 >0 le point z* est instable (noeud instable)
c) A1 >0, A2 <0 le point z* est instable (col)

2. A1, A2 sont commplexes : A\ =a+1i8 et Iy=a—i0
a) a<0,3#0 lepoint z* est asymptotiquement stable (foyer stable)
b) a >0, 3#0 le point z* est instable (foyer instable)
c) a=0,8#0 lepoint z* est stable (centre)

3. A1 = A2 (sont multiples) :
a) A} = X2 <0 le point z* est asymptotiquement stable (noeud stable)
b) A1 = X2 >0 le point z* est instable (noeud instable)

Exemple 5.4 Soit le systeme différentiel :
= —2x
Yy = 4x — 3y.
Les valeurs propres sont —2, et —3 par suite x*(0,0) est un noeud stable.
Exemple 5.5 Soit le systéeme différentiel :
{ ¥=x—y
y = 2y.
Les valeurs propres sont 1, et 2 par suite x*(0,0) est un noeud instable.
Exemple 5.6 Soit le systéme différentiel :
{ =—x
y =y

Les valeurs propres sont 1, et —1 par suite *(0,0) est un col.
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Exemple 5.7 (A titre d’ézercice)
Etudier la stabilité et la nature de l'origine pour les systeémes suivants :

{a’::2az
y=y
T=x—y
{y:—Z:L‘
{x':2x+y
y=-y

tic

Yy =dy + cx, avec (c.d > 0)

Définition 5.3 (Fonction définie positive)

Une fonction V(x) de classe C! (continument différentiable) est dite définie positive si :
1. V(0)=0
2. V(xz) >0 pourx € Q et x#0

Si 2 est remplacée par V(x) > 0 alors V(x) est dite semi définie positive

Exemple 5.8 Soient V1(X) = 22 + 12 et Vo(X) = (z + y)? alors

Vi est définie positive sur IR? et semi définie poitive sur IR3.

Va est semi définie poitive sur IR?, (car Va(z) = 0 sur x +y = 0).

Définition 5.4 On appelle fonction de Lyapunov une fonction V de classe C' définie au voisi-

nage du point d’équilibre x* et a valeurs réelles possédant les deux propriétés :

O V(x) >0, la fonction étant nulle uniquement en x = z*.

O < VV(x), f(z) ><0 ou VV est le gradiant de V.

Si (sauf en x = x*) on parle de fonction stricte de lyapunov.

Théoréme 5.3 Pour qu’un point d’équilibre soit stable, il suffit qu’il existe une fonction de
Lyapunov au voisinage de ce point.

Si de plus cette fonction de Lyapunov est stricte alors le point d’équilibre est localement asymp-
totiquement stable.

Exemple 5.9 On considére le systéeme

{ 7= —x + zy?
y =22y —y’

Cherchons une fonction de Lyapunov. Soit
V(z,y) = ax® +by* aveca,b >0 a déterminées.
Donc nous avons
Vi(z,y) = 2axz’+ 2byy
= 2ax(—z + 29?) + 2by(—2zy° — )
= —2ax? + 2ax?y? — 4bx’y? — 2by*

Si on prend a =2, b=1, alors on obtient V(x,y) = 222 4+ y? qui est une fonction définie
positive et V'(z,y) = —4a? — 2y? qui est définie négative. Alors le point d’équilibre (0,0) est
asymptotiquement stable.
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5.4 Exercices

Exercice 5.1 Soit le systéeme linéaire

T =azx+by
y=cx+dy
avec le seul point d’équilibre x* = (0,0), et A\1, Ao comme valeurs propres.

Dire selon les valeurs propres quand on a :
® Foyer instable.

@ Centre.

@ Noeud instable.

Exercice 5.2 Soit le systéme linéaire

X = AX, A:(a b>
c d

avec le seul point d’équilibre x* = (0,0), et A1, A2 comme valeurs propres.
Dire selon les valeurs propres quand on a :

@ Foyer stable.

@ Col.

® Noeud stable.

@ Calculer P4(M) le polynome caractéristique en fonction de tr(A) et det(A)

Exercice 5.3 Ftudier la stabilité et la nature de l'origine pour les systemes suivants :

T=x+Yy
{y:x+y
{i:z+y

y=x-y

T=x—1Y
{?J=—2y

T =1y
y = by + ax, avec (a.b > 0)

Exercice 5.4 On consideére le systéme

(S):{ g:gx+y(1—x2—2y2)

® Reechercher les points d’équilibre.

@ Faire l'étude de la stabilité au voisinage des points d’équilibre en linéarisant (S)

® Vérifier que V(z,y) = %(a:Q +9%) avec 22 +y? < % est une fonction de Lyapunov en déduire
la nature des points d’équilibre.

Exercice 5.5 On considere le systéme

&= —x — 2y>
S):q .
2 {y=2xy—y3
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® Rechercher les points d’équilibre.

@ Justifier que on peut pas €tudier la stabilité au voisinage des points d’équilibre
en linéarisant le systéme (S).

® En déterminant une fonction de Lyapunov étudier la stabilité du systéeme (S).

Exercice 5.6 Soit le systéme en coordonnées polaires (r,0)
r=r(l- rz)
=1

avec r =r(t), 0 =0(t)

O Dessiner le portrait de phase.

@ Existe-t-il un cycle limite ? Est-il stable ?

® Réecrire le systeme précédent en coordonnées cartésiennes (x,y).

Exercice 5.7 Soit le systéme :

t=1-(z+y)
y=(r+y)— ay, a>1

@ Trouver l'unique point d’équilibre (z*,y*) du systéme.
@ On introduit les nouvelles variables

u=x—zx", v=y—y", Z:(u>

1 1-«a
b) Discuter suivant les valeurs de « la stabilité du systéme.

a) Montrer que Z' = AZ, avec A= < - -l >
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