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INTRODUCTION

Le fascicule intitulé "Introduction aux Equations intégrales linéaires : Mé-
thodes et applications " est congu pour servir de guide et de référence,pour étre ac-
cessible aux étudiants .

Dans ce fascicule on introduit et on explique les méthodes classiques. L’objectif
de ce fascicule est d’offrir un guide pratique des équations intégrales linéaires en mettant
I’accent sur la nécessité d’assimiler les notions sur les équations intégrales en résolvant
des exercises .

De nombreux exemples et exercices sont donnés dans chaque section pour per-
mettre & I'étudiant de vérifier ses connaissances sur les équations intégrales linéaires .

Le fascicule comprend une introduction et cinq chapitres qui traitent les équations
intégrales et Intégro-différentielles linéaires en utilisant certaines des méthodes tradition-
nelles .

Le chapitre 1 fournit les définitions et les concepts de base : La série Taylor, la
régle de différentiation de Leibnitz et la méthode du transformé de Laplace sont présentées
. Ces notions sont nécessaires 4 I’étude des chapitres qui suivent.

Au chapitre 2, les classifications des équations intégrales et intégro-différentielles
sont présentées et illustrées par des exemples. En outre, la linéarité et les concepts d’ho-
mogeéneité des équations intégrales sont abordés.

Les chapitres 3,4 et 5 soulignent I'importance des méthodes proposées pour ré-
soudre ces equations.

Dans le chapitre 3 on présente les équations linéaires intégrales de Volterra du
premier et du second type, respectivement. Chaque type est abordé par une variété de
méthodes qui sont décrites en détails. Le chapitre 3 donne & I’étudiant une analyse com-
pléte des deux types d’équations.

Le chapitre 4 est entiérement consacré aux équations intégrales de Fredholm du
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premier et du second type, respectivement. Chaque type est abordé 4 'aide de différentes
méthodes qui sont aussi décrites en détails.

Au chapitre 5 on considére le processus de conversion de problémes & valeurs ini-
tiales (P.V.I) et problémes aux bord (P.V.B) en équation intégrale de Volterra , de Fred-
holm respectivement. Aussi sont présentées les équations linéaires Intégro-différentielles
de Volterra et celles de Fredholm .

A la fin on trouve une réference assez détaillée.

Université Ibn Khaldoun de Tiaret
Faculté de mathématiques et informatique
Halim Benali



Chapitre 1
Préliminaires

Une équation intégrale est une équation dans laquelle la fonction inconnue wu(z)
apparait sous le signe intégral [5],[13],[20],[19],[6]. Une équation intégrale standard en u(z)

est de la forme :
h(zx)

u(z) = f(x) + A K (z,t)u(t)dt, (1)
9(z)

ot g(x)eth(x) sont les bornes de l'intégration A est un paramétre constant et K(x,t)
est une fonction de deux variables x et ¢t appelée le noyau de I’équation intégrale. La
fonction u(x) qui sera déterminé apparait sous le signe intégral et & l'extérieur du signe
intégral. Les fonctions f(x) et K(x,t) sont données 4 I'avance. Il convient de noter que
les bornes de Uintégration g(z) et h(x) peuvent étre & la fois variables, constantes ou
mixtes.

Une équation intégro-différentielle est une équation dans laquelle la fonction incon-
nue u(x) apparait sous le signe intégral et contient une dérivée ordinaire u™(x),n € N
ainsi une équation Intégro-différentielle standard est de la forme :

h(z)
u™(z) = fz) + X K (x,t)u(t)dt, (2)

g(z)
ou g(x),h(x), f(x),\ et le noyau K(z,t) sont donnés. Les équations intégrales et
les équations intégro-différentielles seront classées en types distincts selon les bornes de
I'intération et le noyau K(z,t). les types d’équations intégrales et d’équations intégro-
différentielles seront classées et étudiées dans les prochains chapitres. Dans ce chapitre,
nous examinerons les concepts les plus importants pour étudier les équations intégrales. Les
méthodes traditionnelles, comme la méthode de la série Taylor et la méthode de trans-
formation de Laplace, seront utilisées dans ce texte. En outre, les méthodes récemment
développées, qui seront utilisées dans ce texte, détermineront la solution sous la forme
d’une série de puissance qui convergera vers une solution exacte si une telle solution
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existe. En outre, nous examinerons les concepts de base pour résoudre les équations diffé-
rentielles ordinaires. D’autres concepts mathématiques, comme la régle de Leibnitz, seront
présentés.

1.1 Séries de Taylor

Soit f(x) une fonction indéfinnement dérivables au point a d’ un intervalle [zq,xq].
La série de Taylor de f(z) centré en z = a est

© tn)(g
fo) =S LW o 3)

n!
n=0
ou de maniére équivalente
" (3)
@) = f@+ 16— L0 ap i L ) - oy
(n)
+ ...+fn!(a)(x—a)”+... (4)

La série de Taylor de f(z) en a =0 est appelée la série de Maclaurin donnée par

. f(n)
@y =3 L0 5)

~ nl
cela équivaut a

00 .,

" 3)
f0) o ¢ O (©)

TR TR T 0)2® + ...+

Dans ce qui suit, nous donnons quelques exemples pour la détermination de la série de
Maclaurin en a = 0.

T

Exemple 1.1 Trouver la série de Taylor pour f(z) =e* en a = 0. Nous énumérons la

fonction exponentielle et ses dérivées comme suit :

’

() : flz) =", fla)=e, fAa) = e, fPa) =¢"
FO0) 2 £(0) =1, £(0) =1, fP(0) = 1, fD0) =1,
et ainsi de suite. On a la série de Taylor de la fonction exp

e’ =1+ax+22/2+2°/3 + 2 /4l + ...
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n

o T

et sous une forme compacte par e* =73y > .

n!
De méme, nous pouvons facilement montrer que
n

o T — Z (—nl'!') e — Z (a:’!) '

n

Exemple 1.2 Trouvez la série de Taylor de f(x) = cosx en a = 0. D’aprés ce qui a
€té présenté avant, nous avons

f'(z) = sinz, f@(x) = cosz, fO(z) =sinz, f®)(z) = cosz. ..
et ainsi de suite. Ceci donne la série de Taylor pour cosz,

=, (—1) a2
COST = Z W

n=0

De la méme fagon, nous pouvons déduire que :

(=) (ax)*
cos ax = Z W

n=0

Pour f(z) =sinz et f(x)=sin(ax), nous avons :

0 (_1)n$2n+1

sinr = z%m7

, 2, (=1)"(azx)? !
smaxzz( )"(az) .

!
—~  (2n+1)

1.1.1 Exercices

A) Trouver la fonction f(x) ayant la série de Taylor :

4 2
1. f(x):2x+2x2—l—§x3—l—§x4+...

9 9 27
2. =1- —r?— g4 —zt ...
f(x) 31a:+2x1 2931+ g7 +
3. f(.r):;v—}—ia?%—gx?’—{—zx‘*—i—...

1 1 1 1
4. f(z) = 1—x+5x2+§x3+zx4—5$5—ax6+
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9 27 81
5. — .2 = 4 06
f(z) 5%+ 813: +8(1]x + 1 +
6. f(x):2+x—5:c2+ax4—ax6+...
B) Solutions

1. f(z)=e* -1

2. f(z) =¢*

3. f(z) =e"—1.

4. f(z) = cosx — sinz.
5. f(x) = cosh 3z — 1.
6. f(x) =14z + cosz.

1.2 Equations différentielles ordinaires

Dans cette section, nous examinerons certaines équations différentielles ordinaires
linéaires que nous utiliserons pour résoudre des équations intégrales. Pour les preuves, de
I'existence et I'unicité des solutions, et d’autres détails, le lecteur est conseillé d’utiliser
des textes d’équations différentielles ordinaires.

1.2.1 Equations diff linéaires(E.D.L.O)du premier ordre

La forme standard de ’équation différentielle linéaire ordinaire du premier ordre est

u'+p(r) u = q(z), (7)

ou p(z) et g(z) sont des fonctions données continues sur un certain intervalle zy < z <
x1. Nous déterminons d’abord un facteur intégrant mu(z) en utilisant la formule :

p(z) = el P, (8)

Rappelons qu’un facteur intégrant p(x) est une fonction de = qui est utilisée pour faciliter
la résolution d’une équation différentielle. La solution de est obtenue en utilisant la
formule :

u(z) = —— [ [ woratvar + } | )

ot ¢ est une constante arbitraire qui peut étre déterminée en utilisant une condition
initiale donnée.

Exemple 1.3 Résoudre I’E. D. O. de premier ordre suivante

v+ 3u = =% u(m) =0, = > 0. (10)
T
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convertir I’équation d la forme standard (@ le facteur intégrant p(x) est

p(z) = expl T = AT = 43 (11)
Par conséquent u(x) est
j— 1 1
u(x) = E(cosxjtxsmxjt 1), (12)

obtenue d l'aide de la condition initiale donnée.

1.2.2 Exercices

A) Trouver la solution générale pour chacune des E.D.Os. du premier ordre suivantes :
1. v +u=-¢€® z>0.
2. zu —4du = z5e®, x> 0.
3. (22+9)u +2zu=0, x> 0.
4. zu —4u =225+ 2% = > 0.
5. a:u/—l—u:2x, x> 0.
6. zu —u=a’sinz, x> 0.

B) Trouver la solution particuliére pour chacun des problémes suivants :
7. u —u=2ze®, u(0)=0.
8. wu +u=2z, ul)=1,
10. o — 3u = 4233 u(0) = 1.

&

="
(e}
o
o
=
n
)
n

1. u(x) = (z+c)e”.

2. u(z) = 2*(c+e®).

3. u(r)=cr*+09.

4. u(z) =z (c+z+2?).
5. u(x) =x+ cz.

6. u(x)=x(c—cosx).

7. u(z) = 2%

8. wu(zr) =2

9. u(z)=(1+ e

1.2.3 Equations diff linéaires du second ordre

Comme indiqué précédemment, nous allons examiner quelques équations différentielles
linéaires du deuxiéme ordre. L’accent sera mis sur les équations du second ordre, homo-
génes et non homogénes.
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1. Equations homogénes & coefficients constants : La forme standard des équations dif-

férentielles ordinaires homogénes du deuxiéme ordre avec des coefficients constants

est
au’ +bu' + cu=0,a# 0, (13)

ou a,b, et ¢ sont des constantes. La solution de cette équation est supposée étre de

la forme :
u(z) = e™. (14)

En remplagant cette hypothése dans I’équation on obtient I’équation suivante :
e (ar® +br +c) = 0. (15)

Comme €' n’est pas nulle, alors nous avons ’équation :
ar? +br +c =0, (16)

dite équation caractéristique ou équation auxiliaire. La résolution de cette équation
quadratique conduit & I'un des trois cas suivants :

(i) Si les racines 1, et rosont réelles et r; # 1o, alors la solution générale de
I’équation homogeéne est

u(x) = Ae"® + Be™?, (17)

ol A et B sont des constantes.

(i) Siles racines r1 et ro sont réelles et r; = ry = r, alors la solution générale de

I’équation homogéne est
u(z) = Ae’™ + Be'™, (18)

ol A et B sont des constantes.

(iii) Si les racines 7 et 75 sont complexes et 1 = A\ + iy, ro = A — ip, alors la
solution générale de I’équation homogéne est donnée par

u(z) = e (Acos(px) + Bsin(pzx)), (19)

ol A et B sont des constantes.

. Equations non homogénes avec des coefficients constants

La forme standard des équations différentielles ordinaires non homogénes du deuxiéme
ordre avec des coefficients constants est

au +bu' +cu = g(z),a #0, (20)

ou a,b, et ¢ sont des constantes. La solution générale se compose de deux parties,a
savoir, la solution complémentaire u. et une solution particuliére wu,. La solution
générale est de la forme
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u() = ue() + up(x), (21)

ol wu. est la solution de 1’équation homogéne :
au” +bu' + cu=0,a #0. (22)

Une solution particuliére u, découle de la partie non homogéne g(z). Elle est appe-
lée une solution particuliére parce qu’elle justifie I’équation non homogéne (20)), pour
obtenir wu,(z), nous utilisons la méthode des coefficients indéterminés. Pour appli-
quer cette méthode, nous considérons les trois types suivants de g(x) :

(i) Si g(x) est un polynéme donné par
g(x) = apx™ + a2+ ..+ ay, (23)
alors wu, devrait étre supposé comme
uy(x) = 2" (box™ + by '+ ...+ by), 7=0,1,2,... (24)
(ii) Si g(x) est une fonction exponentielle de la forme :
9(x) = ape™, (25)
alors u, devrait étre supposé comme
up(x) = boz"e™, r=0,1,2,... (26)
(iii) Si g(z) est une fonction trigonométrique de la forme :
g(x) = agsin(ax) + by cos(fx), (27)
alors u, devrait étre assumé comme
uy(x) = 2" (Apsin(aw) + By cos(fx)),r =0,1,2,... (28)
Pour d’autres formes de g(x) comme tanz et secx, nous utilisons habituellement
la méthode de la variation des parameétres qui ne sera pas revue dans ce texte.
Exemple 1.4 Résoudre I'E. D. O. du deuxiéeme ordre suivante :
u —Tu + 6u = 0.
L’équation auxiliaire est donnée par :
r? —Tr+6=0,
dont les racines sontry = 1, ou r9 = 6. La solution générale est donnée par

u(z) = Ae” + Be®.
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Exemple 1.5 Résoudre I'E. D. O. du deuxieme ordre suivante :
u —5u + 6u=6x +T.

Nous trouvons d’abord u.. L’équation auxiliaire pour [’équation homogéne associée est don-
née par
r? —5r 46 = 0.

dont les racines sont ry = 2, ou ro = 3. La solution générale est donnée par
u(z) = ae®™ + B,
notons que g(x) = 6z + 7, alors une solution particuliére est supposée étre de la forme
uy(r) = Az + B.

En remplagant dans ’équation non homogéne on a 6Ax + (6B — 5A) = 6x + 7. Par
identification des coefficients des termes similaires des deux membres ,on obtient A =
1, B=2. Par conséquent

u(z) = ue(z) + up(r) = ae* + Be* +x + 2,

o aet B sont des constantes arbitraires.

1.2.4 Exercices

A) Trouver la solution générale pour les E. D. Os.

!’

1. o —4u +4u =0,
2. o —2u —3u=0,
3. u —u —2u=0,

4. v —6u +9u=0,
5. u —2u =0,

6. v +4u=0.

B) Trouver la solution générale pour les problémes suivants
7. v —2u 4+ 2u=0,u(0)=1,4(0) =1

8. u —6u +9u=0,u(0)=1,4(0)=4
9. v —3u —10u=0, u(0)=2,u(0)=3
10. « +9u=0,u(0)=1,4(0)=0

11. u —9u =0, u(0) =3, v (0) =
12. v —9u=0,u(0) = 1,u'(0) =

C) Utiliser la méthode des coefficients indéterminés pour trouver la solution générale
pour les E. D. Os. du second ordre suivantes :
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13. v —u=1
14. v +u=3
15. v —u=3z
16. v’ —u=2cosz.

D) Utiliser la méthode des coefficients indéterminés pour trouver la solution des pro-
blémes avaleurs initiales suivants :
17. o —u =6, u(0) = 3,4 (0) = 2.
18. o' +u=6e", u(0)=3,u(0) = 2.
19. v’ —u=2sinz, u(0) =1,4'(0) =
20. u —b5u +4du=—1+4z, u(0) = ’(0) =9.

E) Réponses :

1. u(z) =e*(A+ Bx),

2. u(z) = Ae™ + Be*®

3. u(z) = Ae® + Be>®,

4. wu(x) = e**(A + Bx),

5. u(r) = A+ Be*,

6. u(x) = (Asin2z + Bcos2z)
7. u(z)=e*cosz,

8. u(r)=e¥*(1+x)

9. u(r)=e 2+ ¢

10. u(z) = cos 3z,

11. u(z) =2+ €%,

12. wu(z) = cosh 3z,

13. u(z) = A+ Be® —z,

14. wu(z) =3+ Asinz + Bcosz,
15. u(x) = Acoshz — 3z,

16. u(x) = Acoshx — cosz,
17. u(x) = 8e” — 6x — 5,

18. u(x) = —sinx + 3e

19. u(x) =e€® +sinzx,

20. u(z) =1+ 2z + 2™

1.2.5 La méthode de série solution

Pour les équations différentielles de tout ordre avec des coefficients constants ou avec
coefficients variables, avec x = 0 est un point ordinaire,nous pouvons utiliser la méthode
de la série solution pour déterminer la solution de I’équation différentielle. La série solution
obtenue peut converger vers la solution exacte si une telle solution de forme compacte
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existe. La méthode de la série solution suppose que la solution est donnée par

u(x) = Z anx", (29)

ou en utilisant peu de termes de la série
u(z) = ag + a17 + agr® + azx® + agxt + asz® + aga® + ...
La différenciation terme par terme donne
u (z) = a1 4 a0z + 3azx? + daga® + Sasz?t + 6agz® + . ..
u () = 2ay + 6asz + 12a40% + 20 asz® + 30agz” + . ..
u/(x) = 6as + 24a,x + 60asx* + 120 agx® + . ..

et ainsi de suite. En substituant u(z) et ses dérivées dans I’équation différentielle donnée
et par identification des coefficients de méme puissance de x, nous obtenons des relations
de récurrence qui peuvent étre résolus pour déterminer les coefficients a,,n > 0, ce qui
donne la solution par substitution des valeurs obtenues des a,, n > 0 dans la série

Exemple 1.6 Trouver la solution sous forme de série pour I’ E. D. O :

u +u=0.
La substitution de la série pour u(z) et v’ (x) donne
2as + 6asz + 12a,42° + 20as2° + 30agz . .. (30)
+ag 4+ a1z + asx® + azx® + agxt + azz® + ... = 0. (31)

Cela peut s’écrir sous la forme
(ap + 2as) + (a1 + 6az)x + (as + 12a4)2” + (a3 + 20as)x” + (ag + 30a6)z* + ... = 0.

Cette équation n’est satisfaite que si le coefficient de chaque puissance de x est nul. Ce
qut donne les relations de récurrence

aog + 2a9 = 0,a1 4+ 6az = 0,as + 12a4 = 0, a3 + 20a; =0. ..

1 1 1

En résolvant ces équations, nous obtenons as = —an, as = —§a1, ay = —5112
] ) ! ! !
g = @ao, as = —120 a3 = aal, ... La solution sous forme de série est donnée par

1 1 1 1
U([L’):ao(l_§$2_‘_5x4+)+al <$_§x3+§l’5+>

Ou sous la forme
u(x) = apcosx + ay sinz, (32)

ol ag et a; sont des constantes qui seront déterminées pour une solution particuliere si
les conditions initiales sont données.
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1.2.6 Exercices

A) Trouver la solution série pour les E. D. Os :
1. u +au+u=0
2. u —zu +au=0
3. v —(1+x)/+u=0
4. v —u +ru=0
B) Trouver la solution pour les E. D. Os non homogeénes suivantes :
5. u —u +ru=sinz
6. u —xu +au=-e"

1.3 Reégle de Leibnitz de différenciation des intégrales

Une des méthodes qui sera utilisée pour résoudre les équations intégrales : est la
conversion de ’équation intégrale en une équation différentielle équivalente. La conversion
est réalisée en utilisant la régle bien connue de Leibnitz [4],[19],[6] pour la différenciation
des intégrales.

1.3.1 Reégle de Leibnitz

. . 0 . . .
Soit f(z,t) continue et 8_{ continue dans un domaine du plan : (z,t) qui comprend
le rectangle a <o < b, tyg <t <t; et soit

h(x)
F(z)= /( ) f(x,t)dt, (33)

la fonction dérivée de F'(z) existe et elle est donnée par
/ / / h(:l:) af x’t
F) =K @)t hw) - d @) + [0 (34)
g(x

Nous illustrons la régle de Leibnitz par les exemples suivants.

Exemple 1.7 Trouver F'(z) pour ce qui suit :

cos(z)
F(z) = V1 + 83dt. (35)

sin(x)

En utilisant la régle de Leibnitz , nous trouvons que

F'(z) = —sin(z)/1 + cos3(z) — cos(z)4/1 + sin®(z).
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Considérons les intégrales de la forme :

F(z) = /O " K bt (36)

Dans ce cas,la régle de Leibnitz , donne :

F'(2) = K(z, 2)u(z) + /O ) a’“g’;’ D o) dt. (37)

1.3.2 Exercices

Différencier F'(x), autant de fois pour se débarrasser du signe intégral.

1. F(z) =z + [; (x —t)u(t)dt.
2. F(z) =2+ [ (z — t)%u(t)dt.
3. Fz) =1+ [ (z—t)3u(t)dt.
4. F(x) =e"+ [ (x —t)*u(t)dt.

1.4 Reéduire des intégrales multiples 4 des integrales
simples

On verra plus tard que nous pouvons convertir les problémes de valeur initiale et
d’autres problémes en équations intégrales. Il est normal de décrire la formule qui réduira
les intégrales multiples en intégrales simples.

1.4.1 Reéduction d’intégrales

Nous allons d’abord montrer que la double intégrale peut étre réduite & une intégrale
simple en utilisant la formule

/Ox /0x1 F(t)dtdz, = /Ox(gc — t)F(t)dt.

Cela peut étre facilement prouvé de deux facons. La premiére facon posons

G(z) = /0 (o= P, (38)

ot G(0) =0. La différenciation des deux membres de donne

¢ () = /0 o
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En intégrant les deux membres de la derniére équation de 0 &4 x,nous obtenons

/ / £)dt d,.

Pour la deuxiéme méthode, nous utiliserons le concept d’intégration par parties.

Rappelons que
/udv = uv — /vdu.

u(zy) = /0 YR dt,

Soit

alors, nous trouvons

/ / dtdl‘l = ZL‘l/ F dtlo / I’lF(l’l)dfﬁl
0 0
x/ F(t dt—/ LE(t)dt
0

- / (x — t)F(t)dt.

La formule générale qui convertit des intégrales multiples en une seule intégrale est donnée
par

Théoréme 1.1

/ / / Flan)don dzy 1 .. dzy — ﬁ /0 S EdL (39)

cette formule sera utilisée pour convertir les problémes & valeur initiale en équations
intégrales de Volterra .

Corollaire 1.1

/ / / (v = OF O dtit it = - /Ox(x—t)”F(t)dt. (40)

n zntgrales

C’est une formule essentielle et utile qui a beaucoup d’applications dans les problémes
d’équations intégrales.
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1.4.2 Exercices

Prouvez ce qui suit :

L[5 [ (@ =) u(t) dt dey = ifox(x — t)tu(t)dt
2. [ f3 (@ =t u(t) dt doy = %fox(x — t)%u(t)dt
3. 7 [7 (@ — ) u(t) de dey = % (@ — tPult)dt
4. [T [T @ —tu(t)dtdey + [ [ (@ =) u(t) dtdey = fo 2(3 4 2(wt)) u(t)dt.

1.5  Série géométrique

1.5.1 Suites géométriques

Une suite (a,) est dite géométrique s’il existe un nombre 7 # 0 tel que
Upyq1 = apr, n > 1. (41)

ay : est le premier terme de la suite et r est la raison de la suite.
La série géométrique associée est donnée par

k=n

Sn:Zakrk, n > 1. (42)

k=1
La somme des n premier termes d’une suite géométrique est donnée par ’expression

ap (1 —r")

S, =
1—r

7 # 1. (43)

Une série géométrique converge si est seulement si |r| < 1. Si non elle diverge. La somme
d’une série géométrique pour |r| < 1, est

lim S, = : 44
S =T 4
obtenue & partir de en notant que lim, ., r" =0, |r| < 1.
Exemple 1.8 Trouver la somme de la série
2 4 8
1+S+=+—+. (45)

3 9 27
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Le premier terme de la suite est ay =1 et la raison est r =2/3. La somme de la série

est
S=—==3. (46)

1.5.2 Exercices

Trouver la somme dans chaque cas

Sr b rt ot
. =T —X —T
6 36 ' 2216
e e 0en<o
. X —X —X —-— X n .
9" " 817 " 729 ’

1

2
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Chapitre 2

Introduction aux concepts d’équations
intégrales

Les équations intégrales apparaissent sous de nombreuses formes.

h(z)
u(z) = f(z) + A K (x,t)u(t) dt. (1)

g(x)

ot g(z) et h(x) sont les bornes de I'intégration, A est un paramétre constant et K (x,t)
est une fonction donnée de deux variables x et t appelé le noyau de I’équation intégrale. La
fonction inconnue wu(x) qui sera déterminée apparait & l'intérieur du signe intégral. Dans
beaucoup d’autres cas, la fonction inconnue u(x) apparait a l'intérieur et a 'extérieur du
signe intégral, ou les fonctions f(x) et K(z,t) sont données & l'avance.

1) Si les bornes d’intégration a,b sont des constantes fixées ’équation intégrale

b
u(x) :f(:c)+/ K(z,t)u(t)dt, (2)

est appelée équation intégrale de Fredholm.

2) Si au moins une borne est variable, I’équation

u(z) = f(z) + /x K (z,t)u(t) dt, (3)

est appelée équation intégrale de Volterra.

3) Si la fonction inconnue u(z) apparait seulement sous le signe intégral de I’équation
de Fredholm ou Volterra ,I’équation intégrale est appelée respectivement équation
intégrale de Fredholm ou de Volterra du premier type.

4) Si la fonction inconnue u(x) apparait 4 la fois 4 I'intérieur et & I'extérieur du signe
intégral de 1’équation de Fredholm ou Volterra, I’équation intégrale est appelée res-
pectivement équation de Fredholm ou de Volterra du second type .
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2.1 Classification des équations intégrales

Les équations intégrales apparaissent sous forme de nombreux types. Les types dé-
pendent principalement des bornes de l'intégration et le noyau de 1’équation. Dans ce
texte nous nous s’intéressons aux équations intégrales du type suivant.

2.1.1 Equations Intégrales de Fredholm

Pour les équations intérales de Fredholm, les bornes de I'intégration sont fixées. La
fonction inconnue w(z) peut apparaitre seulement & lintérieur de l’équation intégrale

sous la forme :
/ K(z,t)u (4)

est appelée équation du premier type (ou espéce )de Fredholm .
Exemple 2.1

cos(x) = /0 (x — t)u(t) dt. (5)

Pour les équations intégrales du second type de Fredholm , la fonction inconnue u(z) apparait
a I'intérieur et & 'extérieur du signe intégral. Le deuxiéme type est représenté par la forme :

u(z) = f(x) + /\/ K(z,t)u(t)dt. (6)

Exemple 2.2 Soit [’équation intégrale du second type de Fredholm

cos(z?) = 2* + 2 + /01 xtu(t)dt. (7)

2.1.2 Equations intégrales de Volterra

Dans les équations intégrales de Volterra, au moins une des bornes de I'intégration est
une variable. Pour les équations intégrales de la premiére espéece de Volterra, la fonction
inconnue u(z) apparait seulement & l'intérieur du signe intégral sous la forme :

= /z K (x,t)u(t) dt. (8)

Exemples d’équations intégrales du premier type de Volterra sont
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Exemple 2.3

:1:62”_1:/ e u(t) dt, 9)
0
et

Exemple 2.4
-z = / x cos(t) u(t) dt. (10)
0

Cependant,dans les équations intégrales du deuxiéme espéce de Volterra, la fonction in-
connue u(x) apparait & l'intérieur et 4 l'extérieur du signe intégral.

(@) = f(z) + / " K tu(t) dt, (1)

exemples d’équations intégrales du deuxiéme espéece de Volterra

ulz) =x—3+ % /01? (z — t)*ul(t) dt, (12)
et -
u(z) =In(z 4+ 1) + / (zt? + 2 t)u(t) dt. (13)

2.1.3 Equations intégrales de Volterra-Fredholm

Les équations intégrales de Volterra-Fredholm apparaissent dans la littérature sous
deux formes,4 savoir

T b
u(z) = f(z) + /\1/ Ky (z, t)u(t)dt + )\2/ Ky(z, t)u(t)dt, (14)

u(z,t) = f(x,t) +)\/0 LF(z,t,u,T,u(u,T))dudT, (15)

ou f(x,t) et F(x,t,pu,7,u(p, 7)) sont des fonctions analytiques sur D = Q x [0,T], et
) est un sous ensemble fermé de R",n = 1,2, 3.

Exemple 2.5 Soient les équations intégrales
x 1
u(z) = 6z + 32° + 2 — / zu(t)dt — / tu(t)dt, (16)
0 0

et ) . -
u(z,t) =x+° 4+ -t — ~t — / / (1 — p)dudr. (17)
2 2 o Jo
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2.1.4 Equations intégrales singuliéres

Les équations intégrales de Volterra du premier type

9(z)
flz)=A K(z,t)u(t)dt (18)
h(zx)
ou du second type
9(z)
u(z) = f(x) + K(z,t)u(t)dt (19)
h(x)

sont appelées singuliéres si I'une des bornes de U'intégration ¢(z), h(z) ou les deux sont
infini. De plus, les deux équations précédentes sont appelées singuliéres si le noyau K (z,t)
est non borné en un ou plusieurs points de l'intervalle d’intégration

ﬂ@:[fG%BTMMtO<a<L (20)

ou du second type :
v 1
u(z) = f(x) —i—/ ——u(t)dt,0 < a < 1. (21)
o (z—1)°

Les deux derniéres formes sont appelées équation intégrale d’Abel généralisée pour o = 5

I’équation :

f(z) = /Oz \/%u(t) dt (22)

est appelée équation intégrale singuliére d’Abel.

2.1.5 Exercices

Pour chacune des équations intégrales suivantes, classer : équation intégrale de Fred-
holm,de Volterra ou de Volterra-Fredholm et trouver son type. Classer 1’équation comme
singuliére ou non.

1. u(z) =1+ [ u(t)dt.

2. z= [ (1+z—t)u(t)dt

3. ulx)=€e"+e—1-— fol u(t)dt.
4:H4—g:kﬂ%%M@ﬁ

5. () = oo+ 2a® — [7(x — tyu()dt — [z ult)dr.

2 6
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1 1
6. u(z,t)=x+t3+ > — IN f01<7' — u) dpdr.

PR
= 1

8. u(z)=1+a2*+ [ u(t)dt.

1
Vo —t
2.2 Classification des équations intégro-diff

Les équations intégro-différentielles apparaissent dans de nombreuses applications scien-
tifiques, surtout lorsque nous convertissons des problémes & valeurs initiales ou des pro-

blémes & valeur au bord en équations intégrales. Les équations intégro-différentielles contiennent

4 la fois des opérateurs intégraux et différentiels. Les dérivées des fonctions inconnues
peuvent apparaitre dans n’importe quel ordre. Dans la classification des équations intégro-
différentielles, nous suivrons la méme procédure utilisée précédemment.

2.2.1 Equations intégro-différentielles de Fredholm

L’équation intégro-différentielle de Fredholm apparait sous la forme :
b
u™(@) = f(z)+ A / K(x, ) u(t)dt. (23)
ot u™ indique la n- iéme dérivée de u(x).

Exemple 2.6 Equations intégro-différentielles de Fredholm

: 1 !
W@)=1-c+ /0 vu(t)dt, u(0) =0, (24)

et .
u' (z) +u'(x) = & —sinx — /02 wtu(t)dt,u(0) =0, u (0) = 1. (25)

2.2.2 Equations intégro-diff de Volterra

les équations Intégro-diff de Volterra apparaissent lorsque nous convertissons les pro-
blémes & valeurs initiales en équations intégrales. L’équation integro-diff de Volterra contient
la fonction inconnue u(z) et I'une de ses dérivées u(™(x), n > 1 & lintérieur et 4 l'ex-
térieur du signe inégral. ’éqation intégro-différentielle de Volterra apparait sous la forme
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sulvante :

u™(z) = f(z) + /0»’0 K(z,t)u(t)dt, (26)

ot u™ indique la n éme dérivée de u(zx).
Exemples d’équations intégro-différentielles de Volterra

Exemple 2.7

u(x)=1+ %x2 —ze® — /Of tu(t)dt, u(0) =0, (27)

et
u (z) +u (z) =1 —z(sinz + cosz) — /0 tu(t) dt, u(0) = 1,u (0) = 1. (28)

2.3 Linéarité et Homogeéenéité

Les équations intégrales et intégro-différentielles sont aussi classées selon les concepts
de linéarité et homogeneité. Ces concepts jouent un roéle majeur dans la structure des
solutions. Dans ce qui suit nous soulignons les définitions de ces concepts.

2.3.1 Concept de linéarité

Si exposant de la fonction inconnue wu(z) & l'intérieure du signe intégral est un,alors
'équation intégrale ou 'équation intégro-différentielle est dite linéaire [19]. Si la fonction
inconnue w(z) a un exposent autre qu'un, ou si ’équation contient des fonctions non
linéaires de wu(x), comme e“, sinhu,cosu, In(1 4+ u), I'équation intégrale ou I’équation
intégro-différentielle est dite non linéaire. Pour expliquer ce concept, nous considérons les
équations

1. u(x):1+x—f0 (z — t)u(t)dt,

2. u(x)=1- fox—t (t)dt,

3. u(x) =14 [;(1+z—t)ud(t)dt,
4. u'(2) ::B—l—fo xte" t)dt,u( )= 1.

1. et 2. sont des équations intégrales linéaires de Volterra et Fredholm respectivement.
3. et 4. sont des équation Intégro-différentielles non linéaire de Fredholm et Volterra
respectivement.



2.3 Linéarité et Homogénéité 31

2.3.2 Concept d’homogénéité

Les équations intégrales et les équations intégro-différentielles du second type sont clas-
sées comme homogeéne ou non homogene, si la fonction f(z) dans les équations intégrales
ou intégro-différentielles du second type de Volterra ou Fredholm est identiquement nulle,
I’équation est appelée homogéne. Pour clarifier ce concept, nous considérons les équations
suivantes :

1. u(z) = 1n:13+f0 xtu(t)

2. u(z) = m+f (xt)? )dt,

3. u(z) = [ (1 +xt)u (t)dt,

4. u'(z) = [ xtu(t)dt, u(0) =1, u'(0) = 0.

1.et 2. sont non homogenes parce que f(z)=sinz et f(z)=x.

)
.et 4. sont homogénes parce que f(z) =0.

w

2.3.3 Solution d’une equation intégrale

Une solution d’une équation différentielle ou d’une équation intégrale se présente dans
I'une des situations suivantes : deux types :

1) Solution exacte :
La solution est dite exacte si elle peut étre exprimée sous une forme fermée, comme
une fonction polynomiale, exponentielle,ou fonction trigonométrique ou la combi-
naison de deux ou plusieurs de ces fonctions élémentaires. Voici des exemples de
solutions exactes :
u(z) =z + €*,
u(z) = sinz + e**
u(x) =1+ coshz + tan .
Soit I’équation

W(z)=1- /0 " u(tdt.

Montrer que u(x) = sinz est une solution de I’équation intégro-différentielle de
Volterra :

Procédons comme auparavant et remplagons u(z) = sinz dans les deux membres
de I’équation nous trouvons

membre gauche = u'(z) = cosx,

membre droit = 1 — / sin tdt
0

= 1— (—cost)|; = cosz.
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2) Séries solution :
Pour des problémes concrets, parfois nous ne pouvons pas obtenir des solutions
exactes. Dans ce cas nous déterminons la solution sous une forme de série qui peut
converger vers la solution exacte, si une telle solution existe.

2.3.4 Exercices

A)Montrer que la fonction donnée u(z) est solution de I’équation intégrale correspon-
dante

1. u(x) =cosx + 12 fo sin(z) u(t)dt, u(x) = sin(x) + cos(x)
1

2. u(z) =e2ts — 3 fol 273t y(t) dt, u(z) = e

3. u(x) —i—f (xt —tHhu)dt, -1 <z <1, u(z) ==

B)Trouver l'inconue si la solution de chaque équation est donnée :

—x2

1. Trouver « si u(x) = e " est solution de

u(z) =1- a/oxtu(t)dt,

2. Trouver f(x) si wu(z)=e* est solution de

u(z) = f(z) +/Ox(2u2(t) + u(t))dt,

3. Trouver f(x) siu(z) =sinz est une solution de

u(z) = / / Dt dt.

B)Réponses
1.) a=2.
2.) flz)=2—e*
3.) f(x) =sinx —x.



Chapitre 3

Equations Intégrales de Volterra

Ce chapitre étudie des équations intégrales de Volterra et présente quelques méthodes
de solution. Les principaux chercheurs de la théorie des equations intégrales sont Vito Vol-
terra (1860-1940) et Ivar Fredholm (1866-1927), avec David Hilbert (1862-1943) et Erhard
Schmidt (1876-1959). Volterra a été le premier 4 reconnaitre I'importance de la théorie et
I’étudier systématiquement. Dans ce chapitre, nous appliquerons certaines des méthodes
traditionnelles, a4 savoir la méthode des approximations successives, la méthode des solu-
tions en série et la méthode de la transformation de Laplace sera également utilisée. Nous
appliquons aussi les méthodes récemment développées,la méthode de décomposition de
Adomian (MAD). Les théoremes d’unicité,d’existence et la convergence sont importants
et peuvent étre trouvées dans la littérature. La préoccupation sera sur la détermination
de la solution u(x) de I'equation intégrale de Volterra du premier et second type.

3.1 Equations intégrales de Volterra du second type

Nous étudions d’abord I’equation intégrale non homogéne du deuxiéme espece de Vol-
terra de la forme

u(z) = f(x) + )\/Ox K(z,t)u(t)dt, (1)

ot K(z,t) est le noyau de I'equation intégrale, f(z) une fonction continue de = et A un
paramétre. Ici f(x) et K(x,t) sont des fonctions & valeurs réelles données mais u(x) est
une fonction inconnue qui doit étre déterminer. L’equation intégrale non homogéne du
premier type de Volterra est définie par

/OI K(z,t)u(t)dt = f(x). (2)

Les equations intégrales de Volterra du second type peuvent étre facilement résolues en
utilisant le processus de Picard d’approximations successives.
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3.1.1 La méthode des approximations successives

La méthode des approximations successives également appelée méthode d’itération de
Picard fournit un schéma qui peut étre utilisé pour résoudre des problémes & valeur initiale
ou des equations intégrales. Dans cette méthode, nous remplacons la fonction inconnue
u(x) sous le signe intégral de I'equation de Volterra ( (1)) par toute fonction continue & va-
leurs réelles sélectionée ug(x), appelée I'approximation zéro. Cette substitution donnera,
la premiére approximation wu;(x),

ui(x) = f(z) + )\/OI K(x,t)up(t)dt (3)

Il est évident que wuy(z) est continue si f(z), K(z,t) et ug(x) sont continues. La deuxiéme
approximation wus(x) peut étre obtenue de la méme fagon en remplagant ug(z) dans
I'equation (|3) par wu(z)

wle) = f(o) + A [ Ko tyun(e) d (1
0
En continuant ainsi, nous obtenons une suite infinie de fonctions

uo(x), ur (), ug(x), . .., up(x), ...

qui satisfait la relation de récurrence
up(z) = f(z) + )\/ K(z,t)u,—1(t)dt, n=1,2,3,... (5)
0

Ainsi 4 la limite la solution u(x) est obtenue comme suit

u(z) = lim u,(x), (6)

n—oo

de sorte que la solution résultante u(z) soit indépendante du choix de I'approximation
uo(x).

Théoréme 3.1 Si

1) la fonction f(z) dans ([3]) est continue dans lintervalle 0 <z < a,

2) le noyau K(z,t) est également continu dans le triangle 0 < z < a, 0 <t < z, alors
la suite des approximations successives un(x) n > 0 converge vers la solution u(z).

Ce processus d’approximation est extrémement simple. Cependant, si nous suivons la mé-
thode d’approximation successive de Picard nous devons fixer ug(x) = f(x), et déterminer
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uy(z) et d’autres approximations successives comme suit :
w(z) =  fl@)+ )\/OIK(x,t) F(#)dt
us(z) = flz)+ A /OI K(z,t)u(t)dt
Up—1(z) = flx)+ A /Ox K(z,t)u,_o(t)dt
wn(@) = f(x)+A /0 " K (st (1) d. (1)
Considérons
ug(x) —uy(z) = )\/Or K(z,t) [f(t) + )\/OtK(t,T)f(T)dTl dt
- )\/xK (x,t)f(t)dt
= / K(x,t) / K(t,7) f(r)drdt
= N(z (8)
ou . .
= / K(x,t)dt / K(t,7)f(r)dr 9)
Ainsi de nous pouvons écrire p(())ur tout n = 2.2 ... que
=S X (o) (10)
m=0
o(z) = f(z) et en plus
- /IK(:c,t) b () dt (1)
pour m =1,2,3,... et donc ¥ (x fo t) dt et nous obtenons
a:):/o f(T)dT/ Kz, t)K(t, 7
= /01" Ky(x,7)f(T)dr
ot Ky(z,7) = [7 K(z,t)K(t,7)dt. De méme nous trouvons en général
/ Ky (z,7)f(1)d, m=1,2,3,. (12)
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ou les noyaux itératifs K;(z,t) = K(z,t), Ko(z,t), K3(z,t),... sont définis par la
formule de récurrence

Koo (2, 1) :/ K(o,7) Kn(rt)dr, m=1,2,3,... (13)
t
Ainsi, 'expréssion de wu,(z) peut étre écrite comme

un(w) = f(2) + ) N (). (14)

Il est également plausible que nous devrions étre conduits & la solution de I’équation
(1) au moyen de la somme si elle existe de la série infinie définie par I’équation (|10

un(x) = flx)+ Z A™ /090 Ky (x,7) f(r)dr

= f(z)+ /0m {Z AT Km(:v,T)} f(r)dr; (15)

et la solution de 1’équation est donnée par

— f(:z:)—l—/ox{Z)\me(x,T)} f(r)dr
= f(x)+ /\/093 H(x,m;\) f(r)dr (16)
H(z,7;\) = Z A" K (2, 7) (17)

est connu sous le nom de noyau résolvant.

Exemple 3.1 Résoudre [’équation intégrale de Volterra en utilisant la méthode des ap-
proximations successives

1 1 [*
u(z) = =1+ € + —a%e" — —/ tu(t)dt. (18)
2 2 /o
Solution : nous choisissons ug(x) = 0. Nous utilisons ensuite la formule d’itération
1 1 [*
Upi1(z) = =1+ + 53:2 e’ — 5/ tu,(t)dt,n > 0. (19)
0

En substituant ug(z) =0 dans (19) nous obtenons
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1
u(r) = —1+¢€" + 5:172655,

1 5) 1
us(r) = =3+ leg +e%(3 — 2z + ZxQ - ng),

1, 1., 1, 1.
uz(x) = 1+x+§x +3 —I—Zx +ax +...

1 1 1 1 I .
- U () = 1+$+§$ +3x —l—zx +5x —l—ﬁx .

Remarquons que nous avons utilisé le développement de Taylor pour e* pour déterminer
us(z), ua(z),... La solution u(z) de (1§) est

u(x) = nh_)ngo Upt1(x) = xE”.

3.1.2 La méthode de transformation de Laplace

La méthode de transformation de Laplace est une technique puissante qui peut étre
utilisée pour résoudre des problémes & valeur initiale et des équations intégrales . Nous
supposons que le lecteur a utilisé la méthode de transformation Laplace et 'inverse du
transformé de Laplace, pour résoudre les équations différentielles ordinaires. Les détails et
les propriétés de la méthode de Laplace peuvent étre trouvés dans les textes d’équations
différentielles ordinaires. Le transformé de Laplace [9],[7] change les équations différen-
tielles et les équations intégrales en équations polynomiales qui peuvent étre facilement
résolues, et donc en utilisant la transformation inverse de Laplace nous obtenons la solu-
tion de ’équation en question.

Définition 3.1 La transformation de Laplace d’une fonction ¢(t) définie pour x > 0
est la fonction

Fo) = L0 = [~ e ottyar (20)

ol s est réel et L est appelé lopérateur de transformation de Laplace. Le transformé f(s)
peut ne pas exister. Ici ¢(t) s’appelle la fonction déterminante et f(s) est la fonction
génératrice.

Pour que ( ait un sens il suffit que ¢(t) appartient 4 la classe L' (Lebesgue-
intégrable) sur (0, R) pour chaque R > 0. Nous supposons seulement que ¢(t) dans C
est continue sur (0,00) et que converge pour certains s.

Théoréme 3.2 i
1. ¢>( ) € €(0,00);
fo e Sp(t)dt =0,a < s < 00, certain a
alor’s o(t) =0, O<t<oo.
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3.1.3 Propriétés de la transformtion de Laplace

De la définition de la transformation de Laplace donnée en ( nous pouvons citer
les propriétés suivantes

1)

2.)

3.)

1)

5.)

Multiplication :
L(af () = aL(f(z)), a est une constante (21)
Linéarité :
Llaf(z) +bg(x)) = aL(f(x)) + bL(g(x)), a,b sont constantes.  (22)
Multiplication par z :
L(af(2)) =~ £(8(1)) = 1 (5 (23)

transformé de Laplace et dérivées :

L(f'(x)) = Sﬁ(f(fr)) (0),
L(f (z)) = s"L(f(x)) = sf(0) = f(0),
() = 82 f(0) = s£'(0) = f(0),

L(f(x) = LS
(24)
L(fM(@) = s"L(f(x)) =" 1f(0) —... = fF71(0).
Inverse du transformé de Laplace
Si 'inverse du transformé de Laplace de f(s) est ¢(z) nous ecrivons
L7(f(5) = ¢(), (25)

ot £~ désigne I'inverse du transformé de Laplace. La propriété de linéarité a lieu
également pour la transformation inverse de Laplace. Cela signifie que

L7 a f(s) +bg(s)) = al™(f(s)) +bL " (9(s))
= ad(z) +0y(x). (26)

. Le théoréme de convolution pour le transformé de Laplace C’est un théo-

reme important qui sera utilisé pour résoudre des equations intégrales.
Soit I’équation intégrale

h(zx)
u(z) = f(z) + )\/( ) K(z,t)u(t)dt, (27)
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le noyau K (x,t) dépend de la différence = — ¢ ainsi en prenant le transformé de
Laplace de I'équation intégrale du second type de Volterra ;nous obtenons

L(u(x)) = L(f(x)) + AL(K () L(u(x))
et la solution pour L(u(z)) est donnée par

Lf(z)
(1= AL(K(x)))

L(u(z)) = (28)

En inversant cette transformation, nous obtenons

u(z) = / (e — 1) f(b)e (20)

la solution de I’équation intégrale du deuxiéme type de Volterra du type convolution,
1
WL ————— | = .
o (1 - )\L‘K(:c)) v(@)

Exemple 3.2 Résoudre [’équation intégrale de Volterra suivante par
(a) La méthode du transformé de Laplace.

(b) La méthode des approzimations successives ug(x) =0 .

uw(z) = f(x) + )\/01" e" T u(t)dt (30)

Solution

(a) Solution par la méthode de Laplace.
Prenons le transformé de Laplace de l’équation (@), nous obtenons

Lu(x) = L(f(2)) + AL(")L(u(z)),
en résolvant pour L(u(x)) cela donne

Clute) = (14 == ) £,

On obtient
0
= f(z)+ X / eIFNE=Y ()t (31)
0

ot §(x) est la fonction delta de Dirac, nous avons utilisé la propriété intégrale [18] pour
évaluer ["intégrale.
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(b) Solution par les approximations successives : Supposons que ['approrimation

2€ro est
up(z) = 0. (32)

Ensuite, la premiére approrimation

la deuxiéeme approximation est donnée par

us(x) = f(x) + )\/Ow "t f(t)dt, (34)

la troisieme approximation est

— fla) 4\ /O "ot [f(t)Jr)\ / t e”f(T)dTl it
= f(z) + / e f(t) dt+)\2// T)dT dt

~ fa >+A/0 “f()dt+v/0< et f(t) de

en continuant ainsi, nous obtenons quand n — oo

= f(x)—i—)\[/ox (1—1—)\(1:—25)4—2')\2(:0—15) + . >f(t)dt]
_ f<>+A/0 o) A=) f(1)t
= S A [ O far (35)

Ici,la fonction H(z,t;\) = e1NE=D  est appelée noyau réssolvant .

(c) Une autre méthode pour déterminer la solution par le noyau résolvant

La procédure pour déterminer le noyau résolvant est la suivante : étant donné que

u(z) = f(x) + )\/Ox e” " u(t) dt.

ot le noyau est K(x,t) = e**. La solution par la méthode des approzimations successives
est donnée par

(@) = f(z) + A/OI Hiz, t:\) f(t) dt
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ot le noyau résolvent est exprimé par

H(z, t;A) =Y  N'Kyp(2,1)

Knii(z,t) = /KZL‘T W(t,T)dr, n=1,2.3,...

Il faut noter que Ky(z,t) = K(x,
Ainsi, nous obtenons

Kg(x,t):/ e TeT tdr
¢

T

:ext/ dr

t
=(z—t)e" "

De méme, en procédant de cette maniére, nous obtenons

Ky(z,1) = /t (e e (r — £))dr

—1)?
e:):ft ("L‘ )

2!
x— (I — t>3
Ky(x,t) = e tT
........... N (x B t>n
Kn+1 (ZE, t) ' n!

Par conséquent le noyau résolvant est

H(.Z‘,t, )‘) = ZAH Kn—i-l(m?t)

n=0

_ N @—t)

La solution découle une fois le noyau résolvant est détermié.

Exercices
Résoudre les équations intégrales linéaires de Volterra suivantes
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1ou(z) =a+ [ (t —x)u(t)dt.
2. u(z) =1—xsinz +xcosx+ [ tu(t)dt.
3. cosw —x — 2+ [ (x — t)u(t)dt,

en utilisant
a) la méthode du transformé de Laplace

b) la méthode des approximations successives (ug(z) =z, ).

Réponses
1 sin(z),
.u(z) =sinz + cosx.
.u(r) = —cosx —sinx — gsinx.

3.1.4 La méthode des substitutions successives

Dans cette méthode, nous substituons successivement wu(z) par sa valeur donnée par
I’équation

u(z) = f(z) + A /0 " K ult)dt, (37)
nous trouvons
u(z) +>\/ K(z,t) { +A/ K(t,tl)u(tl)dtl] dt
:f(:zc)+)\/ K(z,t)f(t)dt + \? /OxK(x,t) /OtK(t,tl)u(tl)dtl dt
— f(a +)\/ K(6)f(t )dt+)\Q/OxK(a;,t)/OtK(t,tl)f(tl)dtldt +o.

+A"/th/Ktt1

X / K(tn_27 tn—l)f(tn—l)dtn—l e dtldt + Rn+1(ZL‘),
0

ou

T t tn—l
Rpay = A7+ / K(z,1) / K(th)... / Kty 1, to)ulty )t odtydt
0 0 0
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est le reste aprés n termes. Il est facile de montrer que (voir [8]) lim, o Ryy1 = 0. En
conséquence, la série générale wu(z) sécrit

u(z) = f(:v)#—A/jK(x,t)f(t)dt
+ A /x /tK(x,t)K(t,tl)f(tl)dtldt

5 T t t1 )
oA /0 /0 /0 K (2, ) K (t, 1)K (4, t) f () dtadtdt (38)
+ ...

Notons ici que dans cette méthode la fonction inconnue u(z) est substituée par la fonction
donnée f(z) qui rend I’évaluation des intégrales multiples facilement calculable.

Théoréme 3.3 Si
(a) uw(z) = f(z)+ X [T K(z,t)u(t)dt, oi a est une constante.
(b) K(x,t) est une fonction d valeurs réelles , continue dans le rectangle R = {(z,t) :
a<zr<ba<t<b}
|K(z,t)| < M dans R, K(x,t) # 0.

(c) f(x)#0, estréelle et continue dans I ={x:a <z <b.}.
(d) N une constante.

Alors Uéquation  u(z) = f(z) + X [ K(z,t)u(t)dt possede une seule solution continue
u(z) dans Uintervalle I, et cette solution est donnée par la série absolument et unifor-
mément convergente @

Les résultats de ce théoréme restent sans changement pour ’équation

u(z) = f(x) + /Ox K(z,t)u(t)dt, pour A = 1.

3.1.5 La méthode de décomposition d’Adomian

La méthode de décomposition d’Adomian semble fonctionner pour les équations diffé-
rentielles linéaires et non linéaires, équations intégrales, équations intégro-différentielles. La
méthode utilisée a été introduite par Adomian au début de ’an 1990 dans ses livres [§]
et [7] et autres documents de recherche [9] et [10]. La méthode est essentiellement une
méthode de série de puissances . Nous démontrerons la méthode en exprimant u(x) sous

la forme d’une série :
u(@) = un(z) (39)

n=0
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avec ug(x) choisi comme terme égale au terme figurant & l’extérieure du signe intégral.
Soit I’équation intégrale

u(z) = f(x) + )\/Ox K (x,t)u(t)dt; (40)

prenons
uo(z) = f(z), (41)
la substitution de dans I’équation donne

S un(@) = £() + A /0 Kt [Z un(t)] dt (42)

Les termes ug(z), (), ug(x), ..., up(x),... de la fonction inconnue u(x), seront com-
plétement déterminés de maniére récurrente, en effet

up(z) =

f(x)
u(z) = )\/0 K (x,t)u(t)dt
us(z) = /\/Ox K (x,t)uy(t)dt

up(z) = )\/ K(x,t)u,_1(t)dt. (43)
0
Cet ensemble d’équations peut étre écrit sous la forme

wl(@) = f() (44)
Upi1(z) = )\/ K(x,t)u,(t)dt, n > 0. (45)

Nous illustrons la méthode avec quelques exemples.
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Exemple 3.3 Résourdre l’équation intégrale de Volterra :

u(z) =1— /O "t

(46)
Nous notons que f(z) =1,\ = —1, K(x,t) = 1. Par substitution de (39) dans les deuz
membres de (@, nous obtenons

> un(z) =1 —/OzZun(t)dt.

(47)
d’ot la relation de récurrence suivante :
uo () 1
s (7) = — / w()dt, k> 0, (48)
0
ce qui donne la solution sous forme de série
_ L, 15 14
u(x)—l—x+5x—§x —1—5,17 +..., (49)
qui converge vers la solution exacte
u(z) =e ", (50)

Exemple 3.4 Résourdre [’équation intégrale

uw(z) = f(x) + )x/ e”tu(t)dt,
0
par la méthode de décomposition.

Solution

Considérons u(z) = >, uy(x)
tion , nous obtenons

(51)

la solution de l’équation. Par substitution dans l’équa-

> un(z) = fz) + A /O e "y (t)dt.

D’ot en identifiant les termes similaires , nous avons

uo ()

i (z) = A /0 " et f ()t

()
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xT

ey (t)dt

e o]

f(ty)dty / et dt

t1

A

ug ()

A

S— S—

=\2
(ZL’ — tl)ex_tlf(tl) dtl

T

( —t)e" " f(t)dt,

_ 2 ‘ ‘ x—t _ 12 ‘ - r—t
Y /0 /0 e f(t)dtdt_/\/o(x et F(t) dt.

De méme en faisant des calculs ,nous obtenons

wle) = [T

Ainsi, la série de décomposition devient

= )\2

— )\2

— .

noter ict que

up(z) +ur () + ...

3.1.6 Exercises

Résoudre par la méthode de décomposition les équations intégrales de Volterra sui-
vantes : Aa

Lou(z) =x+ [ (t —z)u(t)dt
2.u(x) =1+ fom(t — x)u(t)dt
3.u(z) =x+ x‘%xQ + é:c‘r’ o u(t)dt
4.u(x) = 6z — 3z + [ u(t)dt

Réponses
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3 ad
l.u(z) = —5—1—5— ..=sinzx
5 B x?  xt 2% B B
e) ==t T T e

3.1.7 La méthode de serie solution

Dans cette section, nous présentons une méthode utile, qui provient principalement de
la série de Taylor pour les fonctions analytiques, pour résoudre les équations intégrale de
Volterra. Nous supposons que la solution u(x) de I’équation intégrale de Volterra

(@) = () + A /0 " K (@, tyu(t)dt (52)

est analytique, et posséde donc une série de Taylor de la forme

= io: anx", (53)
n=0

ou les coefficients a, sont déterminés par recurence.Substituons (53) dans les deux
membres de ([52) nous obtenons

> anr" =T(f(z)) + A / ' K(z,t) (Z ant”> dt, (54)

n=0 0 n=0
o T(f(x)) est la série de Taylor pour f(x).

Exemple 3.5 Utiliser la méthode de série solution pour résoudre [’équation de Volterra
u(x) =1+ 2sinz — / u(t)dt
0

Solution :
Nous supposons la solution sous forme de série u(x) =), i~ anx™. Aprés substitution
dans [’équation, nous avons

2n+1

Zan:p _1+2Z 2n+1 / Zoantndt

n=0
2n+1 xn—&—l

_1+22 2n—|—1) %an(wrl)

En identifiant les coefficients,nous obtenons
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ao—l
a1—2—a0
a1
CLQ—E
2 a9
Ay = —— — —
TR
as
ay —E

= cosz + sin .

3.1.8 Exercices

Utilisez la méthode de série solution pour résoudre les équations

1. u(z) =1— [ u(t)dt

2. u(x)=1- fOZ(x — t)u(t)dt

3. u(x) =z — [, (z —t)u(t)dt

4. u(z) =1+ %x +3 Jo (@ —t+Du(t)dt

3.2 Equation de Volterra du premier type

La forme standard des équations intégrale de Volterra du premier type est donnée par

f(z) = /OI K(z,t)u(t)dt, (55)

Dans cette section, nous discuterons trois méthodes principales qui sont couramment
utilisées pour les équations intégrales de Volterra du premier type.

3.2.1 La méthod de séries solution

Comme dans la section précédente, nous considérerons la solution u(z) comme analy-
tique,qui a des dérivées de tout ordre,et possede un développement en série de Taylor en
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z =0 de la forme

u(x) = Zan:p", (56)

ou les coefficients a,, seront déterminés par recurence. La Substitution de dans les
deux membres de , donne

T(f(x)) = /0 ’ K(x,t) (Z ant”) dt, (57)

ou T(f(x)) estla série de Taylor de f(z).

3.2.2 Exercises

Utiliser la méthode de la solution de série pour résoudre les equations intégrale de
Volterra du premier type :

Le"—1—x= [ (x—t—1)u(t)dt
2.1+ ze” — e = [ tu(t)dt.

1 z
3. 595263” = [, e tu(t)dt.

3.2.3 La méthode de la transformation de Laplace
Si le noyau K (z,t) de I'équation intégrale

f(z) = /033 K (z,t)u(t)dt, (58)

dépends de la différence x — ¢, 1’équation intégrale de Volterra du premier type peut
s’exprimer comme

f(z) = /Off K(xz —t)u(t)dt. (59)

En prenant le transformé de Laplace des deux membres de , nous trouvons

F(s) = K(s)U(s), (60)
U(s) = Lu(z), K(s) = LK(x), F(s) = Lf(x). (61)

Résolvons , ce qui donne -
U(s) = 2 (62)
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K(s) #0. (63)

La solution u(x) est obtenue en prenant l'inverse du transformé de Laplace dans ,

nous trouvons wle) — £ < % ) | (64)

Rappelons que le membre droit de ( peut étre évalué & I'aide de la table.

3.2.4 Conversion & une équation du deuxiéme type de Volterra

Dans cette section, nous présentons une méthode qui converti équations intégrales
du premier type de Volterra en équations intégrales du second type de Volterra. Une
différenciation des deux membres de I’équation intégrale de Volterra du premier type et
en utilisant la régle de Leibnitz, nous trouvons

£a) = K (o 2)u(z) + /0 " Ko (o u(t)dt, (65)

résolu en u(z), 4 condition que K (x,x) # 0, nous obtenons I’equation intégrale du second
type de Volterra donnée par

u(z) = Kf(fl) _ /0 ' - (iijm(x,t)u(t)dt. (66)

Notons que le terme non-homogene et le noyau ont changé,en

o) = (67
et
Glx) = —K(; S Kl (68)

respectivement. Ainsi, nous pouvons utiliser la méthode déja indiquée plus haut.

Exemple 3.6 Conwvertir l’équation intégrale de Volterra du premier type d une équation
du second type et résoudre l’équation résultante

1+sinz —cosz = / (x —t+ Du(t)dt (69)
0

Solution
Nous différencions les deux membres @) et nous utilisons la regle de Leibnitz, nous
obtenons l’équation intégrale du second type de Volterra

u(x) = cosx + sinx — /Om u(t)dt, (70)
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nous sélectionnons une méthode pour résoudre l’équation intégrale du type de Volterra.
Cela donne la solution exacte u(x) = cosw.

Exemple 3.7 Conwvertire l’équation d une équation du second type

sinhx:/ e tu(t)dt. (71)
0

Solution
Différencions les deuxr membres de et utilisons la régle de Leibnitz,alors

coshz = u(zr) + /Ox e”tu(t)dt, (72)

u(x) = coshx — /0ﬁt e”tu(t)dt. (73)

Pour résourdre cette équation utilisons le transformé de Laplace. Nous avons

=L (coshx — / e‘”tu(t)dt)
0

S 1
232—1_3—1U($)

ce qui conduit d

U(s) = . 74
)= (74
En prenant le transformé inverse,nous avons

u(x) =e™". (75)

Remarque 3.1 1. Cependant, si K(x,z) =0et K,(z,x) # 0, en différenciant l’équa-
tion intégrale du premier type de Volterra autant de fois que nécessaire,d condition
que K(x,t) soit différentiable, alors l’équation sera réduite d l’équation intégrale du
second type de Volterra.

2. La fonction f(x) doit satisfaire d des conditions spécifiques pour garantir une unique
solution continue pour u(z).
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3.2.5 Exercices

Convertir les équations intégrales du premier type suivantes :

(a) ze” = [ " tu(t)dt.

(b) 5z% 4 2 = [7(5 + 3z — 3t)u(t)dt.

(c) 2coshx —sinha — (2 —2) = [[(2 — 2 + t)u(t)dt.
(d) 5a* +a° = [ (x —t+ L)u(t)dt.

Réponses



Chapitre 4

Equations Intégrales De Fredholm

4.1 Introduction

Erik Ivar Fredholm (1866-1927)était un mathématicien suédois qui a établi la théorie
d’équations intégrales et son document 1903 & Acta Mathematica a joué un réle majeur
dans l'etablissement de la théorie des opérateurs. Fredholm est surtout connu pour son
travail sur les équations intégrales et la théorie spectrale. Dans ce chapitre, nous utiliserons
surtout des noyaux dégénérés ou séparables. Un noyau dégénéré ou séparable est une
fonction qui peut étre exprimée comme la somme du produit de deux fonctions chacune
dépend d’'une seule variable. Un tel noyau peut étre exprimé sous la forme

t) = Zfi(x)gi(t)- (1)

Les fonctions © —t, (x — )2, 4xt,exp” " etc... sont des exemples de noyaux séparables.

Dans ce qui suit nous énoncgons, sans preuve, le théoréme alternatif de Fredholm.

Théoréme 4.1 (Théoreme d’alternative de Fredholm ) Si l’équation intégrale homogéne
de Fredholm

_/\/th 2)

posséde seulement la solution triviale u(x) =0, alors l’équation non homogéne de Fred-
holm correspondante

() = F(z)+ A / K (x, t)u(t)dt (3)

posséde toujours une unique solution. Ce théoréme est connu par le théoréme alternatif de
Fredholm.
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Théoréme 4.2 ( Solution Unique) Si le noyau K(z,t) dans ’équation intégrale de Fred-
holm est une fonction réelle ,continue,bornée dans le carré a < x < b et
a <t <b etsi f(x) est une fonction continue d valeurs réelles une condition néces-
saire pour l’existence d’une solution unique pour l’equation intégrale de Fredholm
est donnée par

AN M(b—a) <1, (4)

ol
K(x,t)] < M €R. (5)

Au contraire, si la condition nécessaire ( n’a pas lieu, alors une solution continue
peut exister pour 1’équation intégrale de Fredholm. Pour illustrer cela, nous considérons
I’équation intégrale de Fredholm

w(r) =—2—3x+ /1(31: + t)u(t)dt. (6)

Il est clair que A =1, |K(z,t)| =3z +t]| <4 et (b—a)=1 ce qui donne
IA|M(b—a) =4,

Cependant, 'é¢quation de Fredholm () a une solution exacte donnée par wu(z) = 6z.

Diverses méthodes analytiques et numériques ont été utilisées pour traiter les équa-
tions intégrales de Fredholm . La méthode de calcul direct, la méthode des approximations
et la conversion de I’équation de Fredholm en un probléme & valeur au bord sont parmi de
nombreuses méthodes traditionnelles qui ont été couramment utilisées. Cependant, dans
ce texte, nous appliquerons les méthodes récemment développées,a savoir la méthode de
décomposition d’Adomian (MDA).

4.2 Equations intégrales du second type de Fredholm

Nous étudions d’abord des équations intégrales du second type de Fredholm données
par

(@) = F(z)+ A / K (x, t)u(t)dt, 1)

ou la fonction wu(x) qui apparait a l'intérieur et 4 l'extérieur du signe intégral est la
fonction inconnue. Le noyau K(z,t), la fonction f(x) et Aun parameétre sont donnés.

Dans les sections suivantes, nous discuterons différentes méthodes de solutions de
I’équation intégrale de Fredholm.
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4.2.1 La méthode de décomposition d’Adomian

La méthode de décomposition d’Adomian (MAD) a été introduite et développée par
George Adomian en [7],[2],[4]et a été utilisée auparavant au chapitre 3. La méthode de
décomposition d’Adomian consiste 4 décomposer la fonction inconnue u(x) de toute
équation en une somme d’un nombre infini de composantes définies par la série de décom-
position.

n=0
avec ug(x) choisi égale au terme figurant 4 l'extérieur du signe intégral.
Soit I’équation intégrale

u(z) = f(x) + )\/ K (z,t)u(t)dt. 9)

La Substitution de dans I'équation (9) donne

D un(@) = fz) + A / K(x,t) [Zun(zﬁ)] dt (10)

Les termes ug(x), ui(x), us(z), ..., uy(x), ... de la fonction inconnue u(x) sont comple-
tement déterminés par recurence, si nous posons

up(x) =
ui(z) =

/()
b
/\/ K (x,t)uo(t)dt

b
ug(z) = )\/ K(x,t)uy (t)dt

S
up(z) = /\/ K(x, t)u,_1(t)dt (11)

et de proche en proche on calcule les autres termes. Cet ensemble d’équations peut
s’écrire sous la forme

uo(x) = f(x)
b
Upi1(z) = )\/ K(z,t)u,(t)dt, n > 0. (12)

On voit clairement que la méthode de décomposition a converti I’équation intégrale en une
détermination de termes calculables. Il a été formellement démontré que si une solution
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exacte existe pour le probleme, alors la série obtenue converge trés rapidement vers cette
solution exacte. Le concept de convergence de la série de décomposition a été étudié par
de nombreux chercheurs afin de confirmer la convergence de la série résultante.

Exemple 4.1 Résoudre ’équation intégrale

u(z) =e* —ao+ :B/Ol tu(t)dt

par la méthode de décomposition .
Solution :
Considérons u(x) =~ u,(z) est la solution de l’équation. Dot par substitution dans

[’équation donnée
00 1 00
S u(w) =" —x+ /\/ £y un(t)dt, (13)
n=0 0 n=0

w(x) = fla)=¢ ~a

1

2
uy(z) = x/ t(e —t)dt = =z,
; 3

nous avons

2
I
9
12 2
ug(x) = x/o §tdt =57%

et ainst de suite. En utilisant (@ cela donne la série solution

u(z) = uo(z) +ug(z) + ...

2 1 1 1
=e" — —x|1l4+-+=-+=-+... 14
" —wtgr|ltgtatgt : (14)
S
2
=e" —x+ ng, (15)
la somme S de la série géométrique infinie est donnée par
1 3
S = T =z
1—3 2

La série solution converge vers la solution exacte u(x) = e”.



4.2 Equations intégrales du second type de Fredholm 57

4.2.2 Exercices

Résoudre I’équation intégrale de Fredholm suivante en utilisant la méthode de décom-
position d’Adomian .

L.ou(z) = mz +sin2z +a ["_tu(t)dt
2.u(x) =24 cosz + [ tu(t)dt
3.u(x) = —x +sinz + foﬂ/z xtu(t)dt.

Réponses

1.) u(z) = sin 2z.
2.) u(x) = cosz.
3.)u(x) = sinz.

4.2.3 La méthode de calcul direct

Dans cette section, la méthode de calcul direct sera appliquée pour résourdre I’'équa-
tions intégrale de Fredholm .La méthode approche les équations intégrale de Fredholm
de maniére directe et donne la solution sous une forme exacte et non sous une forme
de série. Il est important de souligner que cette méthode sera appliquée pour les noyaux
dégénérés ou séparables

K(x,t) = gr(a)hi(t). (16)

La méthode de calcul direct peut étre appliquée comme suit :
1) Nous remplagons d’abord dans I’équation intégrale

u(z) = f(x) —|—/ K(z,t)u(t)dt. (17)

2) Cette substitution donne

u(w) = 5@+ [ S guhaltyutt (19

u(z) = f(z) + Zakgk($)7 (19)
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ou ,
o = / hi(t)u(t)dt, 1 < i < n. (20)

4) La substitution de dans donne un systéme de n équations algébriques
qui peut étre résolu pour déterminer les constantes «o;,1 < i < n. En utilisant les
valeurs numériques obtenues de «; en ,la solution u(z) de I’équation intégrale
de Fredholm est obtenue.

Remarque 4.1 1[I faut noter ici que la méthode de calcul direct a fourni une solution
exacte, plutot qu’une solution sous forme de série ou la constante o a été détermi-
née. L’évaluation est entiérement dépendante de la structure du noyau K(x,t), et parfois
il peut arriver que des difficultés de calcul peuvent survenir dans la détermination de la
constante « si l’équation algébrique résultante est de troisieme ordre ou plus. Ce genre de
difficulté peut survenir dans l’équation intégrale non linéaire.

Exemple 4.2 Résoudre [’équation intégrale de Fredholm en utilisant la méthode de calcul
direct

1
u(z) = 3 + 3% + 5/ r*tu(t)dt. (21)
0

Solution : Le noyau K(x,t) = 2t est séparable. Par conséquent, nous réécrivons
comme Ssuit :

1 1
u(z) = 3z + 322 + §x2/ tu(t)dt. (22)
0
I’équation (@ peut étre réécrite comme suit :

1
u(z) = 3z + 32° + iaxQ, (23)

1
a:/ tu(t)dt. (24)
0
Pour déterminer o, nous substituons dans , nous avons

! 1
o= / t <3t + 3% + iatQ) dt. (25)
0

Intégrons le membre droit de , d’ou

7T 1
=—+4- 26
a=y + 5% (26)
ce qui donne o = 2. Substituons la valeur de o dans , nous obtenons la solution

exacte
u(z) = 3x + 422 (27)
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Exemple 4.3 Résoudre l’équation intégrale linéaire de Fredholm
(z) =" €+1+1/1 (t)dt (28)
ulz)=e" — -4+ -4 = u )
2 2 2

Posons o = fo t)dt. Alors @) s’écrit

e 1 1
_ T Za. 2
u(z) =e 2+2—|—2a (29)

Remplagons la valeur de u(zx) dans lintégrale ci-dessus,nous obtenons

ce qui donne o = e — 1. Par conséquent ,la solution exacte est la fonction u(x) = e”.

4.2.4 Exercices

Utilisez la méthode de calcul direct pour résoudre les équations intégrales de Fredholm
suivantes :

1+ 92 +22% + 2% — [/(20xt + 10222)u(t)dt

l.u(x) =
2.u(x) = 1+lnx—f0+ln (zt?)u(t)dt,0 < x,t <1
3.u(x) = 1+f0+lnxt ()dt0<x<1
4.u(x) = 4 + 45z + 262* — fo (1 + 30xt? + 122%t)u(t)dt
5.u(r) =21 + €% — Zfo (xt)u(t)dt
6.u(x)=1+z+e" ——foxtu t)dt
T.u(x) =sinx + (7 — 1) cosx — cosx | tu(t)dt
8.u(x) =sinxz — cosx + [ x costu(t)dt.

Réponses :
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1
=sinx + cosxll
sinx — cosx12

00 O Ot
g

e T e e e

\/\/\S/\./\/
I

4.2.5 La méthode des approximations successives :Série de Neu-
mann

La méthode des approximations successives, ou la méthode d’itération de Picard a
été déja introduite au chapitre 3. Cette méthode résout tout probléme en trouvant des
approximations successives a la solution en commencant par une estimation initiale comme
uo(z) appelée I'approximation zéro. Les valeurs les plus couramment utilisées pour les
approximations zéro sont 0,1, ou ,x. Bien siir d’autres valeurs réelles peuvent également
étre sélectionnées.

La méthod des approximations successives permet d’obtenir :

up(z) = n’importe quelle fonction réelle sélectionnée,
b
Uns1(z) = flx)+ )\/ K(z,t)u,(t)dt,n >0 (30)

La question de la convergence de wu,(x) est justifiée par le théoréme la solution est
déterminée en utilisant la limite

w(z) = lim uyqq(x). (31)

n—oo

Exemple 4.4 Utilisez la méthode des approximations successives pour résoudre [’équa-
tion intégrale de Fredholm suivante

u(z) =z +e€° — /01 xtu(t)dt (32)

Solution
Sélectionnons ug(z) = 0.

Upi1(T) =2 + €° — /Ol(xt)un(t) dt, n >0 (33)

Substituons ug(z) =0 dans (35), nous obtenons

uy(z) = x + €7,
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1
ug(z) = €* — 3%
1 (_l)n
Ups1(2) =2 + ¥ — / (xt)u,(t) dt = e* + 3 (34)
0
Conséquement, la solution u(x) de (@ est donnée par
u(z) = lim uyqq(z) = €”. (35)
n—oo

4.2.6 Exercices

Utilisez la méthode des approximations successives pour résoudre les équations inté-
grales de Fredholm suivantes :

lou(z) =z + A f_ll xtu(t)dt
2.u(z) =1+a+a% =\ [ wtu(t)dt
3.u(r) =x +sinz — fog rtu(t)dt.

4.2.7 La méthode série solution

Une fonction réelle u(z) est dite analytique si elle a des dérivées de tout ordre de
sorte que la série de Taylor centrée en b dans son domaine

0
ur) = 32 Oy (30

n:
k=0

converges vers f(x) dans un voisinage de b. Par souci de simplicité, la forme de la série
Taylor en z = 0 peut étre écrite comme

u(z) = Zanx". (37)

n=0

Suite & la discussion présentée précédemment au chapitre 3, la méthode de série solution
qui découle principalement de la série de Taylor pour les fonctions analytiques, sera utilisée
pour résoudre les équations intégrales de Fredholm. Nous supposerons que la solution u(x)
de I’équation intégrale

u(z) = f(x) + )\/ K (z,t)u(t)dt (38)

est analytique, et posséde donc une série de Taylor de la forme donnée en , ou les
coefficients a,, seront déterminés par recurence. Substituons dans les deux membres
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de ce qui donne

00 b 00
> anr" =T(f(z)) + A / K(z,t) (Z ant") dt, (39)
n=0 a n=0

ou T(f(x)) est la série de Taylor pour f(z).

Exemple 4.5 Résoudre [’équation intégrale de Fredholm par la méthode de série
1
u(z) = (z + 1) + / (zt + 2°t*)u(t)dt. (40)

-1

Solution
substituons u(x) par la série

u(z) = Z apx". (41)

n=0

dans les deuxr membres de [’équation (@, nous obtenons

1

Zanx" = (z+1)? +/
n=0 -
L’évaluation de l’intégrale du membre droit donne

o0
E a,x’t =1
n=0

2 2 2 2
+ 2+§a1+ga3+?a5+§a7 x

(zt + 2°t?) (i ant") dt, (42)

1 n=0

(14 Zao+ Zan+ Zaut Zag v 2 ?
—ag+ —as + —as + —ag + —ag | .
30 s g T

En identifiant les coefficients dans cette derniére relation, nous obtenons

25
aozl,a1:6,a2:§,an:0,n20

ainsi la solution exacte est donnée par

25
u(xr) =14 6x + 5952.



4.3 Equation intégrale homogéne de Fredholm 63

4.3 Equation intégrale homogéne de Fredholm

L’équation intégrale homogéne de Fredholm du second type est donnée par

b
u(x) = )\/ K (x,t)u(t)dt. (43)

Dans cette section, nous concentrerons notre étude seulement sur l’équation intégrale
homogéne de Fredholm a noyau séparable K(z,t) .Le but principal de I’étude de
I’équation homogéne de Fredholm est de trouver une solution non triviale, parce que
la solution triviale u(x) = 0 est une solution de cette équation.De plus, la méthode
de décomposition d’Adomian ne s’applique pas ici parce qu’elle dépend principalement
de lattribution d’une valeur non nulle pour la composante zéro ug(z), et dans ce type
d’équations f(z) = 0. Sur cette base, la méthode de calcul direct sera utilisée ici pour
traiter ce genre d’équations.

4.3.1 La méthode de calcul direct

La méthode de calcul direct a été déja utilisée dans ce chapitre. Cette méthode rem-
place 'equation intégrale homogéne de Fredholm par une seule equation algébrique ou
par un systéme d’équations algériques simultanées selon le nombre de termes du noyau
séparable K (xz,t). Sans perte de généralité, nous supposons que

K(z,t) = g(z)h(t). (44)

L’équation s’écrit
Posons

alors ’équation devient
u(z) = Aag(x). (47)

Nous remarquons que « = 0, donne la solution triviale u(z) = 0, ce qui n’est pas notre
objectif dans cette étude. Cependant, pour déterminer la solution non triviale de I’équation
nous devons déterminer la valeur du paramétre A en considérant « # 0.On peut y
parvenir en remplacant 1’équation par 1’équation pour obtenir

0= / ’ h(t)g(t)dt. (48)
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ce qui est équivalent a,
b
1= )\/ h(t)g(t)dt, (49)

qui donne une valeur numérique pour A # 0 en évaluant I'intégrale définie dans I’equation
. Cependant,en déterminant A, la solution non triviale donnée par ’equation est
obtenue.

Remarque 4.2 Les valeurs non nulles particulieres de A qui résultent de la résolution du
systeme algébrique des equations sont appelées les valeurs propres du noyau. Et en fonction
de chaque valeur propre, nous aurons des solutions appelées solutions propres ou fonctions
propres. Ces solutions ne sont pas des solutions nulles dans un intervalle fini (a,b).

Exemple 4.6 Trouver la solution non triviale de I’équation intégrale homogéne de Fred-
holm

u(z) = z)\/OTr cos(x — t)u(t)dt. (50)

™

Etant donné que

u(z) = %)\/07r cos(x — t)u(t)dt
— %)\ /Oﬁ[cos(x) cos(t) + sin(z) sin(t)]u(t)dt
= %)\a cosx + %)\B sin z.

ol

a= /7r cos(t)u(t)dt

f = /sm

Par conséquent, en utilisant la valeur de u(x) sous les signes intégrales de o et (B, nous
obtenons une équation algébrique simultanée donnee par

a= 2 [/W cos(t)(avcos(t) + ﬁsin(t))dt}

™ 0

B = 2 [/ sin(t)(a cos(t) + ﬁsin(t))dt}

0
Apres avoir effectué les mtegmtzons et la réduction, les valeurs de «, et [, sont trouvés
a=Xa et F=A3. S a#0 e [ F#0, alors X = 1. Par conséquent, la solution de
I’équation est

2
u(z) = —(acosx + [sinz),
m

o « et [ sont des constantes arbitraires.
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4.3.2 Exercices.

Trouver la solution non triviale de I’équation intégrale homogéne de Fredholm
A

cu(z) = A ) sin(x + t)u(t)dt., u(z) = +—=(sinz 4 cos ), A = 20
T

e (12x + 2t)u(t)dt., u(@) = +——(6z + V2).

) =
) 3

() =AJ] sm t)dt.

() = )\fo sin(z dt

(r) = )\fo wtu(t dt
) =
) =
) =
)

I~

(x

I~
8

i~
8

I~

(x )\fo xie u( )dt.

( AT - cos(z — t)u(t)dt.

(r) =\ fo (3 — 62 + 9t)u(t)dt.

cu(z :)\f (2 — 3z — 3t)u(t)dt.

10. u(z) = X [ (—122% + 24t + 18¢%)u(t)dt.

I~
8

© % N >R w b=
8 e

4.4 Equations intégrales du premier type de Fredholm

Les équations intégrales du premier type de Fredholm sont données par

f(z) = )\/bK(a:,t)u(t)dt,x €D, (51)

ot D est un ensemble fermé borné de nombres réels. ’ensemble image de = ne coincide
pas nécessairement avec le domaine d’intégration [I7].La fonction inconnue wu(x), qui
sera déterminée,figurant qu’a l'intérieur du signe intégral et cela cause des difficultés
particuliéres.

Une remarque importante a été signalée dans [17] et d’autres références concernant la
fonction de données f(z). La fonction f(x) doit se situer dans I'image du noyau K (z,t)
[17]. Par exemple si le noyau est donné par

K(z,t) =sinzsint.

Ensuite, si nous substituons une fonction intégrable wu(x) dans et que nous évaluons
l'intégralele f(x) résultant doit clairement étre un multiple de sinz [I7]. Cela signifie
que si  f(x) n’est pas un multiple de la composante de 2 du noyau, alors une solution
pour (b1 n’existe pas.Cette condition nécessaire sur f(x) peut étre généralisée. En
d’autres termes, la fonction f(z) doit contenir des composantes qui sont appariées par
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les composantes correspondantes du noyau K (x,t).
Hadamard a postulé les trois propriétés suivantes :

1. Existence d’une solution.
2. Unicité d’une solution.

3. Dépendance continue de la solution wu(x) sur les données f(z). Cette propriété
signifie que de petites erreurs dans les données f(x) devraient causer de petites
erreurs dans la solution u(z).

Un probléme est appelé probléme bien posé s’il satisfait les trois propriétés mentionnées
ci-dessous. Les problémes qui ne sont pas bien posés sont appelés des problémes mal posés
comme les problémes inverses. Les équations intégrales de Fredholm du premier type est
un probléme mal-posé.et la résolution de cette équation peut conduire 4 beaucoup de
difficultés.Plusieurs méthodes ont été utilisées pour résourdre les équations intégrales de
Fredholm du premier type & savoir la méthode qui transforme 1’équation du premier type
en une équation du second type.



Chapitre 5

Equations Intégro-différentielles

Il y a des liens forts entre la théorie des équations intégrales et la théorie des
équations différentielles. Bien qu’il existe de nombreuses fagons d’illustrer, d’analyser et
d’interpréter ces liens, nous ne pouvons en aborder que quelques-uns dans ce chapitre.

Dans la section 5.1 nous démontrons comment les equations intégrales de Fred-
holm peuvent étre converties en problémes & valeurs au bord pour les équations différen-
tielles ordinaires et vice versa.

Dans la section 5.2 nous démontrons quelques méthodes simples et pratiques
par lesquelles les équations intégrales de Volterra peuvent étre converties en problémes &
valeurs initiales, et vice versa et de noter les avantages de la conversion.

Dans la section 5.3 nous considérons les équations intégro-différentielles, qui sont
considérées comme des hybrides d’equations différentielles et intégrales, puisqu’elles im-
pliquent 'intégrale et la dérivée de la fonction inconnue de plusieurs facons possibles. Nous
devons limiter notre considération ici & quelques exemples intéressants d’equations intégro-
différentielles linéaires résolubles.

5.1 Problémes au bord

Dans cette section, nous présenterons une méthode qui convertira un probléme & va-
leurs au bord & une équation intégrale de Fredholm équivalente. Sans perte de généralité,
nous présenterons deux problémes au bord spécifiques (P.V.B) pour dériver deux for-
mules distinctes qui peuvent étre utilisées pour convertir un P.V.B en equation intégrale
de Fredholm equivalente.
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5.1.1 Conversion & une equation intégrale de Fredholm

1.) Type I
Nous nous penchons d’abord sur le probléme au bord suivant :
y () + g(@)y(x) = h(x), 0 <z <1, (1)
y(0) = a,y(1) = 5. (2)
Solution : Nous posons
y (z) = u(z). (3)
Intégrons les deux membres de de 0 & x, nous obtenons
| v'wie= [ uta ()
0 0
ce qui donne
(@) =y )+ [ ulty ®)
0

La condition ¢'(0) sera déterminée plus tard en utilisant la condition limite en
x = 1. Intégrons les deux membres de de 0 & x, cela donne

y(x) = y(0) + zy'(0 / / (6)

y(z) = a+azy'(0) + /Ox(x — t)u(t)dt. (7)

Pour déterminer 3/(0), nous substituons x = 1 dans les membres de et en
utilisant la condition au bord y(1) = 3, nous trouvons

ou

v =a+y0)+ [ (1= uyar (8)
ce qui donne
v =f=a= [ 1=t (9)
la substitutions de @ dans donne
y(z)=a+(f—a)r — /0 (1 — t)u(t)dt + /Oz(:c — t)u(t)dt. (10)

De nouveau la substitution de et . 0) dans (1)) conduit &
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u(2) +ag(x) + (8 —a)eg(e) —zg(x) / (1—t)dt +g(x) / “(a—tyu(t)dt = h(x), (1)

[o=[0v+[0 (12)

Portons ceci dans ’équation (11

utilisons la formule

x

u(r) = h(z) —ag(z) = (6 — a)rg(r) —g(z) | (z—thu(t)di

+g(z) [ /0 (1 = ()t + /

u(z) = f(x) + /Oxt(l —z)g(x)u(t)dt + / zg(z)(1 — t)u(t)dt, (14)

et ceci conduit & ’équation intégrale de Fredholm

—
[e=]

(1- t)u(t)dt} , (13)

d’ot

(@) = f(z)+ /0 K (o, tyu(t)dt, (15)
f(x) = h(z) = ag(z) = (6 — a)zg(x), (16)
et le noyau K(z,t) est donné par
)t =2)g(x),si 0<t <,
K1) = {:1:(1 —t)g(x),si x <t <1, (17)

Exemple 5.1 Conwvertir le P.V.B suivant en équation intégrale de Fredholm équi-
valente :

y (z) 4+ Ty(z) = cos(z), y(0) =0 =y(1), 0 <z < 1. (18)
Solution :

Nous observons que o =0 = et h(z) = cosz. Cela donne l’équation intégrale de
Fredholm

u(r) = cosx +/0 K (z,t)u(t)dt, (19)

ol

)t —x),for 0 <t <,
Kw.?) = {7x(1 —t), forz <t <1. (20)
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2.) Type 11
Nous examinons ensuite le probléeme au bord suivant :
y (2) 4 g(@)y(z) = h(z), 0 <z < 1, (21)
y(0) = a,y'(1) = 5. (22)

Solution :
Nous posons de nouveau

"

y (x) = u(z). (23)
Intégrons les deux membres de de 0 & x, nous obtenons

/0 ’ y (t)dt = /0 ’ u(t)dt, (24)

y(2) = y(0) + / Cu(t)dt, (25)

la condition %'(0) sera détérminée en utilisant la condition y'(1) = /5. Intégrons les
deux membres de de 0 & x, cela donne

cela implique

y(@) = y(0) + oy ( / / Pdtdt, (26)
ce qui est équivalant &
y(z) = a+zy'(0) + / (x — t)u(t)dt. (27)
0

pour déterminer y/(0), nous différencions d’abord par rapport & x, nous ob-
tenons

y(2) = (0) + / Cu(t)dt, (28)

par substitution de x = 1 dans les deux membres de et en utilisant la condition
au bord y'(1) = /3, nous trouvons

cela donne

_4- /0 )it (30)

En substituant dans (27) cela entraine

y(x)=a+z {6 — /01 u(t)dt} - /Off»‘($ — t)u(t)dt. (31)
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La substitution de et dans donne

u(x) = h(x) = (a+ pr)g(x) 1
+ zg(x) {/Oggu(t)dtjt/aC u(t)dt}

— g(x) /Ox(as — t)u(t)dt. (32)

La derniére équation peut étre écrite sous la forme

u(z) = fx) + /090 tg(z)u(t)dt —i—/ zg(z)u(t)dt, (33)

ce qui nous conduit & I’équation intégrale de Fredholm

u(z) = f(x) +/0 K (z,t)u(t)dt, (34)

f(x) = h(z) — (a + Br)g(z), (35)

et le noyau K (z,t) est donné par

tg(zr),si 0<t<
K(x,t):{ i<

:'E7
xg(x),si t<1.

) (36)

L’équation de Fredholm résultante dans est homogéne ou non homogeéne si
le probléme & valeur limite(au bord) dans est homogene ou non homogene
respectivement.

Exemple 5.2 Convertir le P.V.B suivant en equation intégrale de Fredholm .

y' (@) +2y(x) = 4, 37)
y(0)=0,y/(1)=1,0<z<1.
Solution :
Nous pouvons facilement observer a = 0,8 = land g(z) = 2,h(z) = 4z. La
substitution de ceci dans donne [’équation intégrale non homogene de Fredholm
1
ule) = £+ [ Ko tpult)ar (38)
0
ol
flz) =4 -2z, (39)

et le noyau K(x,t) est donné par

2t, st 0<t<zx
K(x,t) = ’ - = 40
(z,%) {23:, st x <t <I. (40)
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5.1.2 Conversion d’une equation intégrale de Fredholm & un
P.V.B

Nous présenterons une autre technique qui convertira ’equation intégrale de Fred-
holm en un probléme au bord (P.V.B). Dans ce qui suit, nous examinerons deux types de
probléeme

1.) Type I
Nous considérons d’abord ’équation intégrale de Fredholm donnée par

u(z) = f(x) —l—/o K (x,t)u(t)dt, (41)

ou f(z) est une fonction donnée et le noyau K(x,t) est donné par

)t —=x)g(x), si 0 <t <,
Kz, 1) = {x(l —t)g(x), si x <t <1. (42)

Pour simplifier nous considérons g(xr) = A o A est une constante. L’équation
peut étre écrite sous la forme

u(z) = f(z) + A1 —x) /Oa: tu(t)dt)\/ (1 — t)u(t)dt, (43)

ou de maniére equivalente

(@) = f@)+ A1 — 1) /0 ()t / (1= yu(t)dt. (44)

Différencions les deux membres de en utilisant la régle de Leibnitz. Nous obte-
nons

u(x) = f'(x)+ M1 —2)u(z) — )\/Or tu(t)dt
= (1= 2)ulz) + A/l(l — u(t)dt

— fla) - A /0 (bt + A / (1= Dty (45)

De nouveau nous différencions les deux membres de (45) par rapport & x, nous
trouvons que

u’(z) = [’ (x) — Aeu(z) — Az(1 — z)u(z), (46)

ce qui donne les équations différentielles ordinaires

W (x) — Au(z) = f(x). (47)
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Les conditions au bord connexes, peuvent étre obtenues par substitution de x = 0
et z=1 et , nous trouvons que

u(0) = f(0),u(1) = f(1). (48)

De plus, si g(z) n’est pas une constante nous pouvons procéder d’une maniére
similaire & la discussion présentée plus haut pour obtenir le probléme au bord. La
technique ci-dessus pour le type I sera expliquée en étudiant les exemples suivants :

Exemple 5.3 Conwvertir ’equation intégrale de Fredholm

u(z) = e* +/0 K(z,t)u(t)dt, (49)

a un probléme au bord equivalent o1 le noyau est donné par

)91 =) g(x), st 0<t <,
Kla,1) = {91’(1 —t)g(x), si x <t<1. (50)

Solution : L’équation intégrale de Fredholm s’écrie comme
T 1
u(z) =€ +9(1 — x)/ tu(t)dt + 9:6/ (1 —t)u(t)dt. (51)
0 T

Différencions deux fois par rapport @ x nous obtenons

u'(r) =e" — Q/I tu(t)dt + 9/1(1 — t)u(t)dt, (52)
0 x
et ceci donne l’équation différentielle ordinaire :
u” () + u(z) = €”. (53)
Les conditions au bord sont données par

u(0) = £(0) = Lu(1) = f(1) = c. (54)

u’ (z) + u(z) = e*,
u(0) = f(0) =1, (55)
u(l) = f(1) = ¢
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4.) Type 11
Nous considérons ensuite I’équation intégrale de Fredholm donnée par

u(z) = f(x) +/0 K(z,t)u(t)dt, (56)

ou f(z) et le noyau K(x,t) est donné par

K(z.t) = {tg(x), pour 0 <t <, (57)

xg(x), pour z <t < 1.

Pour simplifier, nous pouvons envisager g(x) = A ot A est constant. L’équation
(56) peut sécrire comme

u(z) = f(x) + )\/Ox tu(t)dt + A\x /1 u(t)dt, (58)

En utilisant la régle de différenciation des produits et la régle de Leibnitz nous
obtenons

1
u'(z) = f'(x) + )\/ u(t)dt, (59)

nous différencions de nouveau par rapport & x, nous trouvons que
uw (z) + Mu(z) = f(x). (60)

Les conditions au bord peuvent étre obtenues en substituant © =0 et x =1 dans
(58) et (59) respectivement,ainsi nous trouvons

u(0) = f(0), /(1) = f'(1). (61)

5.2 Problémes & valeurs initiales

Dans cette section, nous présenterons la technique qui convertira un probléme a valeurs
initiales (P.V.I) en une équation intégrale équivalente de Volterra .

5.2.1 Conversion d’un P.V.I en equation intégrale de Volterra

Pour des raisons de simplicité, nous appliquerons ce processus & un probléme & valeurs
initiales du deuxiéme ordre donné par

”

y (x) +p)y (z) + q(z)y(x) = g(x), (62)
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sous les conditions initiales :
y(0) = o, y'(0) = B, (63)

ou « et [ sont des constantes. Les fonctions p(z) ¢(z) sont analytiques et g(x) est
continue sur l'intervalle considéré. Pour atteindre notre objectif nous avons fixé

y (z) = u(x). (64)

ot u(x) est une fonction continue .
L’intégration des deux membres de (64) de 0 & z, nous donne

(@) = J(0)+ / Cu(t)dt
= ﬁ+/xu(t)dt (65)

Intégrons de nouveau les deux membres de de 0 & =z, nous obtenons

y(x) = y(0) + Bz + /0m /Om1 u(t)dtdz, (66)

ce qui est équivalent a
y(x) =a+ fr+ / (x — t)u(t)dt. (67)
0

La substitution de (66)), , et dans le probléme & valeurs initiales conduit &
I’équation intégrale de Volterra

u(z) + p(z) [5 + /0 ) u(t)dt]
¢(z) [oz + B + /0 - t)u(t)dt] = g(x). (68)

La derniére équation peut étre écrite sous la forme d’équation intégrale de Volterra stan-
dard :

u(z) = f(z) — /0 " K (o, u(t)dt (69)
K(z,t) = p(z) + q(z)(x — 1), (70)

et
f(z) = g(z) — [Bp(z) + aq(z) + frq(z) ] (71)
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Exemple 5.4 Convertir le probléem d valeurs initiales d une équation intégrale de Vol-
terra.

y () —y(z) = sin(z), (72)
y(0) =0, y'(0) = 0. (73)

Solution : Nous fixons

y (z) = u(z). (74)

ot u(x) est une fonction continue.
Intégrons les deur membres de de 0 d@ z, nous obtenons

(@) = J(0)+ /ju(t)dt
_ /xu(t)dt. (75)

En intégrant les deux membres de de 0 d x, nous obtenons

ylx) = // t)dtdt

_ / (2 — Bu(t)dt (76)

insérons - (@ dans (@ nous aboutissons d l’équation intégrale de Volterra :

u(z) =sinx + /j(x — t)u(t)dt. (77)

Généralisation

La technique présentée ci-dessus pour convertir les problémes a valeurs initiales en équa-
tions intégrales de Volterra équivalentes peut étre généralisée en considérant le probléme
général & valeurs initiales :

y"(x) + ar(x)y" (@) + ..+ an(@)y(z) = g(x), (78)
sous les conditions initiales suivantes :
y(0) = c,y"(0) = ¢;, 1 <i < m. (79)

Nous supposons que les fonctions a;(z),1 < ¢ < n sont analytiques & l'origine et la
fonction g(x) est continue sur 'intervalle de discussion. Soit w(z) une fonction continue
sur l'intervalle de discussion.
Nous fixons :

Y™ (2) = u(z). (80)
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L’intégration des deux membres de (80) par rapport & = donne
@) = 00+ [l
0
= Cp1 T+ /x u(t)dt. (81)
0
De nouveau intégrons les deux membres de de 0 & x, nous obtenons
y(”_2)(93) = Cpo+Cp_ 1x+/ / t)dtdt
= Cp2tcCpT+ / (x — t)u(t)dt, (82)
0
Procédons comme avant, nous trouvons
y(3) () = cp_siCnor+ cn T +/ / / t)dtdtdt
= Ch 3+ Cpor+ ;cn 1+ 2/0 (z — t)%u(t)dt. (83)
En continuant le processus d’intégration, nous obtenons
el 1 .
y(z) = 2:; J$ + TR /0 (z — )" tu(t)dt. (84)
La substitution de — dans donne
— /x K(x,t)u(t)dt (85)
ou . :
K(z,t) = z; ﬁxk_l, (86)
et )
Zaj (Z ﬁ> (37

5.2.2 Conversion de I’équation intégrale de Volterra en un pro-

bléme a valeurs initiales

La méthode est réalisée simplement en différenciant les deux membres des équations
de Volterra [2] par rapport & xautant de fois que nous devons nous débarrasser du signe
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intégral et obtenir une équation différentielle. Les problémes a valeurs initiales résultants
peuvent étre résolus facilement en utilisant des méthodes d’équations différentielles or-
dinaires qui ont été résumeées au chapitre 1. Le processus de conversion sera illustré en
discutant les exemples suivants.

Exemple 5.5 Trouver le probleme d valeurs initiales équivalent d l’équation intégrale de
Volterra :

u(z) =e* + /01’ u(t)dt. (88)

Différencions les deux membres de et utilisons la regle de Leibnitz nous trouvons le
P.V.I suivant
u'(x) — u(z) = e, u(0) = 1. (89)

Exemple 5.6 Trouver le probleme d valeurs initiales équivalent d [’équation intégrale de
Volterra :

u(r) =sinx — %/Ox(x — t)?u(t)dt. (90)

Solution : Différencions les deur membres de I'équation intégrale trois fois pour se dé-
barrasser du signe intégral pour trouver

u'(z) = cosxz— /;(x — tu(t)dt
u'(r) = —sinx— /01 u(t)dt
u"(z) = —cosx —u(x). (91)

La substitution x =0 dans (@) et dans les deux premieres équations intégro-différentielles
en donne les conditions initiales :

u(0) = 0,4'(0) = 0,u"(0) = 0. (92)

Compte tenu des derniers résultats, le probléeme d valeurs initiales équivalent d l’équation
intégrale de Volterra (@) est une E.D.O non homogene de troisiéme ordre donné par

{u”’(w) —u(r) = —cosz,

u(0) = 0,4/(0) = 0,u"(0) = 0. (93)

5.3 Exercices

A) Convertir chacun des P.V.B suivants en équation intégrale de Fredholm équivalente
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1.y"(z) + 4y(z) = 0,0 < z < 1,y(0) = 0,y(1) = 0.
2.y"(x) +4xy(x) = 2,0 <z < 1,9(0) =0,¢y'(1) = 1.

B) Convertir I’équation intégrale de Fredholm suivante en P.V.B équivalent

t,pour 0 <t <z,
z,pour x <t < 1.

u(z) = e** + /th)()dtK( t) = {

6t(1 —z),pour 0 <t < x,
6x(1 —t),pour x <t < 1.

u(z) = cosx +/0 K(z,t)u(t)dt; K(x,t) = {

C) Convertir chacun des P.V.I suivants en une équation intégrale de Volterra équiva-
lente.

5.y"(x) — 2y"(2) + y(z) = 2,9(0) = 1,y/(0) = 0,y"(0) = L.
6.y"(x) — 6y'(z) + 8y(x) = 1,y(0) = 1,y/(0) = 1.

D) Convertir chacune des équations intégrales de Volterra suivantes en P.V.I équiva-
lents.

7.u(z) =sinz — [ (x — t)u(t)dt
8.u(x) =14 e+ [[(1+x —t)u(t)dt

5.4 Equations intégro-diff de Volterra

Dans cette section, nous allons présenter quelques méthodes mathématiques pour obte-
nir la solution des équations Intégro-différentielles de Volterra. Nous concentrerons notre
attention sur I’étude de I’équation intégrale qui implique le noyau séparable de la forme

K(z,t) = Z () hu(t) (94)

Premiérement, nous étudions le cas lorsque K (x,t) = g(x)h(t). Nous illustrerons d’abord
la méthode et ensuite nous appliquerons la technique & quelques exemples.

5.4.1 La méthode de série solution

Examinons une équation intégro-différentielle de Volterra comme indiqué ci-dessous :

u™(z) =
u™ 0) =

|/\+

z) Jo
n— (95)

o &
I/\
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Nous supposons d’abord que la solution u(x)de 1’équation est une fonction ana-
lytique et peut donc étre représentée par un développement en série au point ordinaire
x =0 donné par

k=00
u(x) = Z apr®, (96)
k=0
ot les coefficients a; sont les constantes inconnues qui doivent étre déterminés. La mé-
thode de la solution en série sera illustrée en considérant 1’exemple suivant

Exemple 5.7 Résoudre l’équation Intégro-différentielle de Volterra suivante en utilisant
la méthode de la série .

u)(z) = zcosha — [) tu(t)dt,
u'(0) =1, (97)
u(0) = 0.

Solution : En remplacant u(x) par la série
u(z) = Z anx"”, (98)
n=0

dans les deux membres de [’équation (@) et en utilisant le développement de Taylor de
la fonction coshx, nous obtenons

Zn(n —1a, 2" ? =2 <Z (;:;‘) - /Oxt <; cwf") dt. (99)

Utilisons les conditions initiales,nous avons ag =0, et a; = 1.

2t 2 axx?
2a5 + 6agr + 12a42° + ... = (1+ =+ 4. ) = [+ == +...).  (100)
21 4l 3 4
En identifiant les coefficients des mondmes de méme puissance en x dans les deux
membres, nous trouvons as = 0, az = 5,@4 = 0, et en général as, = 0, pour
) !
n >0 agy1 = m, pour n > 0. Ainsi, en utilisant les valeurs de ces coefficients,
n !

la solution u(x) de l’équation peut étre écrite sous forme de série comme suit

3 5

x
u(m):x+§+a—l—..., (101)
ou sous la forme
u(r) = sinh z, (102)

qui est la solution exacte de I’équation (@)
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5.4.2 Conversion en équations intégrale de Volterra
Nous pouvons facilement convertir I’équation Intégro-différentielle de Volterra
x
u™(z) = f(z) + )\/ K (z,t)u(t)dt, (103)
0

équivalente & 1’équation intégrale de Volterra,a condition que le noyau soit un noyau de
différence défini par K(x,t) = K(z —t). Ayant converti 'équation intégro-différentielle
en une équation intégrale équivalente, cette derniére peut étre résolue en utilisant 1'une
des méthodes présentées au chapitre 3, la méthode d’Adomian, la méthode de la solution

en série ou la méthode de transformation de Laplace. Cela peut se faire facilement en
intégrant les deux membres de I’équation et en utilisant les conditions initiales.

Nous rappelons quelques formules spécifiques :

// t)dtdt = /0$(x—t)u(t)dt7
/ / / t)dtdt = 21! Ox(x—t)QU(t)dt,

\/oi/o /0 w(t)dt...dtdt = ﬁ/j(x—t)”_lu(t)dt_

Vv
n:ntgrations

Pour illustrer cette méthode, considérons ’exemple suivant.

Exemple 5.8 Résoudre I’équation Intégro-différentielle de Volterra suivante en la conver-
tissant d une équation intégrale de Volterra .

u'(z) = / / t)dt, u(0) = 0. (104)
Solution

En intégrant les deur membres de 0 d x et en utilisant la condition initiale et aussi en
convertissant la double intégrale d une seule intégrale , nous obtenons

uw) = 22—l ///
= 21:———1— // (z — t)u (105)
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1l est clair que l’équation ci-dessus est une équation intégrale standard de Volterra. Nous
la résolvons par la méthode de décomposition en prenant.

5(33

up(z) = 2 — L (106)
ce qui donne
(2) = 2 /x( 02— L) a (107)
mE =g 12) %
2P
T 1
12 240 (108)

. . x . . p
Nous pouvons facilement observé que 2 apparait avec des signes opposés dans les termes

uo(z) et uy(x), et en annulant ce terme dit terme de bruit de uo(x) ce qui justifie la
solution u(x) = 2x. Ce résultat peut étre facilement vérifié aussi en prenant le transformé

de Laplace de ’équation .

5.4.3 Conversion & un probléme & valeurs initiales

Dans cette section, nous allons étudier comment réduire ’équation de Volterra intégro-
différentielle 4 un probléme & valeurs initiales équivalent.
Ayant converti ’équation intégro-différentielle de Volterra & un probléme & valeurs ini-
tiales , les différentes méthodes qui sont utilisées dans n’importe quelle équation différen-
tielle ordinaire peuvent étre utilisées pour déterminer la solution. Nous illustrons ceci sur
I’exemple suivant.

Exemple 5.9 Résoudre l’équation intégro-différentielle de Volterra suivante en la conver-
tissant d un probleme d valeurs initiales.

u'(z) =1+ /OZ u(t)dt, u(0) = 0, (109)

Solution En utilisant la régle de Leibnitz, nous obtenons

u"(z) = u(x), u(0) = 0,4'(0) = 1, (110)
La solution de l’équation @ est simplement

u(x) = Acoshx + Bsinhz,

o A et B sont des constantes arbitraires et en utilisant les conditions initiales, nous
avons A=0 et B=1 et donc la solution devient u(zx) = sinhx.
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Exercise : Résoudre I'équation intégro-différentielle de Volterra [1-4] en réduisant 1’équa-
tion & un probléme & valeurs initiales.

1.Soit le probléme

{Z;(og;): R (111)

2.S0it le probléme

g

3.Soit le probléeme

2
W(z) =2 — % + }1 JEu(t)dt, 113)
u(0) =0
4. Soit le probléme
neon x
i o
Réponses
1. Différencion les deux membres de ([111])
u"(z) — u(x) = —62,u(0) = 0,4'(0) = 6. (115)
L’équation différentiélle ordinaire homogéne associée & , est :
u"(x) —u(x) = 0.
L’équation caracteristique correspondante est
(r*—1)=0
dont les racines sont
r=1,r=-1
afin que la solution complémentaire soit donnée par
uc(r) = Ae® + Be”. (116)
Trouvons une solution particuliére u,(x). Pour cela nous substituons
uy(x) = C + Du, (117)

dans ([115)) et aprés identification des coefficients, nous trouvons que C' = 0,D = 6. Ceci
donne la solution générale

u(z) = ue(x) + up(z) = Ae” + Be® + 6z. (118)
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Les constantes A et B peuvent étre déterminée en utilisant les conditions initiales,ot
nous trouvons A =0, B = 0. La solution exacte est donnée par

u(z) = 6.

De maniére similaire nous obtenons pour :
2. La solution exacte est

u(z) = e*.
3. La solution est

u(zr) = 2.
4. La solution est

u(z) = e*.

5.4.4 La méthode de décomposition

La méthode de décomposition d’Adomian [19],[4],[2] donne la solution sous forme
d’une série infinie de termes qui peuvent étre rédéterminés.
Sans perte de généralité, nous pouvons supposer une forme standard d’une équation
intégro-différentielle de Volterra définie par la forme standard

u™ (z) = flz) + [ K(z, t)u(t)dt,
{“(k)(o) = b, 0<k<n-—1 (119)

Il est naturel de chercher une expression pour w(z) qui sera dérivée de I’équation ((119).
Cela peut étre fait en intégrant les deux membres de 'équation (119) de 0 a4 z autant
de fois que l'ordre de dérivée impliqué. Par conséquent, nous obtenons

k!bk:vk + L7 (f(z) + L7t (/Om K(z, t)u(t)dt> : (120)

k

ol Y .- 0 k;' est obtenue en utilisant les conditions initiales,et L~! est un opérateur

d’intégration. Maintenant, nous sommes en mesure d’appliquer la méthode de décompo-
sition en définissant la solution u(x) de I'équation (120) par une série

= uy(x). (121)

Par substitution de ’équation (121)) dans ((120]), nous obtenons
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00 n—1
1
Do) = Y bt + L7 (@)
n=0 k=0
+ L7t (/ K(x,t) (Z un(t)> dt> (122)
0 n=0
Cette équation peut étre explicitement écrite comme
00 n—1 1
Do) = Dbt + L7 (f(a)
n=0 k=0

Lo ( /0 K1) (f: un(t)> dt) . (123)

Nous avons

|| ||
QQ
& &
= =
&f Q
= S
& Q.
Y 5
V\_/\_/

-1 (/Ox K(x,t)u3(t)dt) :

et ainsi de suite. Les équations susmentionnées peuvent étre écrites comme suit

-1

() = Z bt L)) (124)

Upir(z) = L1 (/Ox K(, t)un(t)dt> ,n > 0. (125)

L’exemple suivant explique comment nous pouvons utiliser la méthode de décomposition.
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Exemple 5.10 Résoudre [’équation intégro-différentielle de Volterra suivante :

u'(z) = f(2) + [ (z = t)u(t)dt, (126)

Solution : Appliquons l'opérateur d’intégration L1

() = /0 /Ogcl(.)czgc2 d, (127)

aux deux membres de l’équation @, c.-d-d. en intégrant les deuxr membres de I’équation
@ deux fois de 0 d x, et en utilisant les conditions données

w(w) = 2+ %xS - ( /0 . t)u(t)dt) (128)

En suivant le schéma de décomposition, c.-d-d. les équations et , nous trouvons

(L’S

up(z) = x + )

u(z) = L7° (/Or(x — t)uo(t)dt) ,

x> 2’

= gt (129)

us(z) = L7° (/Ox(w—t)ul(t)dt),

ZEQ l’ll

_r T 1
o T 11 (130)

La solution finale peut étre écrite comme suit :

3 5135 x7 339 l’ll

u(e) = o Sk g+ e sy

La solution exacte est wu(x) = sinhz.

5.5 Equations intégro-diff de Fredholm

Dans cette section, nous discuterons les méthodes de résoudre des équations intégro-
différential de Fredholm. Nous faisons remarquer ici que nous concentrerons notre atten-
tion sur les équations dont les noyaux sont séparables i.e le noyau K(x,t) peut étre
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exprimé comme la somme finie sous la forme

= 3 aelB)hlr). (132)

Sans perte de généralité, nous ferons I’étude sur un noyau de la forme K(x,t) = g(z)h(t)
et ceci peut étre généralisé pour d’autres cas.

5.5.1 La méthode de calcul direct

Sans perte de généralité,nous considérons 1’équation intégro-différentielle de Fredholm
donnée par
u™(z) = f(x) + fox K (x,t)u(t)dt, (133)
u®(0) = by, 0 <k <n-—1.
Substituons K(z,t) = g(x)h(t) dans 'équation (133]), alors
u™(z) = fz) + g(z) [} h(t)u(t)dt, (134)
u™(0) =b,,0<k<n-—1.
Nous posons
1
o= / h(t)u(t)dt, (135)
0
et I'équation ([134]) peut étre écrite comme
W) = f(2) + agla), -
u®(0) = b, 0 <k <n—1.

Nous intégrons les deux membres de I'équation n fois de 0 & x, et en utilisant les
conditions initiales données u®) = b,,0 < k < (n — 1), nous obtenons une expression
pour u(x) sous la forme suivante

u(z) = p(z, @), (137)

Nous allons maintenant envisager cette méthode sur un exemple.

Exemple 5.11 Résoudre le probleme

() (z) =sinz — 2 — :vf()? tu'(t)dt,
0)

)=
"(0) = —1.

I~

(138)

OP—‘

SN
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Nous posons

NIE]

a:/ tu' (t)dt, (139)

et ’équation @ peut étre écrite comme suit

O ms (140
u'(0) = —1

En antégrant [’équation (@) trois fois de 0 dx et en utilisant les conditions initiales,
nous trouvons

1+«
" _ o 2
u'(x) = —cosx TS
1
W' (r) = —sinx — e
3!
1
u(z) = cosx — ;;a:c‘l

la substitution de ’expression pour u'(x) dans l’équation nous donne

2 1
o = / _tsint — +'at4dt
; 3]

— (141)

1+ (—1 . .
et par conséquent wu(xr) = cosx — #x‘l = cosx. Qui est la solution exacte du

4!
probléme @
5.5.2 La méthode de décomposition
Dans cette section, nous étudierons comment cette méhode puissante peut étre mise en
oeuvre pour déterminer une solution sous forme de série, des équations intégro-différentielles

de Fredholm. Nous considérons une forme standard de 1’équation intégro-différentielle de
Fredholm donnée ci-dessous

{um)(x) = f(x) + ) K(z, tyu(t)dt, (142)
<k

Substituons K (z,t) = g(z)h(t) dans I'équation ((142))

L(u(z)) = f(z) + glx) /0 " hu(t)dt. (143)
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En intégrant les deux membres de I’équation (142) de 0 & x autant de fois que l'ordre
de dérivée impliqué. Par conséquent, nous obtenons

1 1
— Z ] b + L7 f(x)) + (/ h(t)u(t)dt) L~ (g(x)). (144)
k=0 0

ol Y ,_ bk x¥  est obtenue en utilisant les conditions initiales.

Dans la methode de décomposition, nous définissons d’habitude la solution u(x) de
léquation (142) sous forme de série donnée par

= (). (145)

Substituant ’équation (145)) dans les deux membres de d’équation ((144]), nous obtenons

n—1

2 ual®) = b+ L7 (f(2))

k=0

+ /O h(t) (Z un(t)> dt) L™ (g()), (146)

uo(r) = Z b+ L7 (f(2)) (147)

nous avons

wae) = ([ h(t)un@)dt) L (gla)), n > 0 (148)

Compte tenu de I'équation les termes de u(x) sont immédiatement déterminés
et par conséquent la solution wu(x) est déterminée.

Le calcul peut étre minimisé, parfois, en observant les soi-disant phénoménes de bruit
auto-annulant.

Remarque 5.1 Les phénoménes des termes de bruit auto-annulant ont été introduits par
Adomian et Rach [2] et il a été prouvé que la solution exacte de toute équation intégrale ou
intégrodifférentielles, dans certains cas, peut étre obtenue en considérant les deux premiers
termess ug et u; seulement. Cependant, si la solution exacte n’est pas atteinte en utilisant
ce phénomene, alors nous devrions continuer d déterminer d’autres composants de u(x)
pour obtenir une solution exacte ou une solution approximative.

La méthode de décomposition modifiée
La méthode standard de décomposition d’Adomian introduit la relation de recurrence

up(r) = f(x)
{“k(“’) =\ VK (2, tyuy(t)dt, k > 0. (149)
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La méthode de décomposition modifiée présente une légére variation de la relation de
recurrence pour déterminer les termes de w(z) de maniére plus facile et plus
rapide. Dans de nombreux cas, la fonction f(z) peut étre définie comme la somme de
deux fonctions partielles, & savoir fi(z) et fo(z).

f(x) = fi(z) + falx) (150)

Compte tenu de nous introduisons un changement qualitatif dans la relation de
recurrence  (149). La méthode de décomposition modifiée identifie le terme ug(z) par
une partie de f(z) & savoir fi(x) ou fo(z). La méthode de décomposition modifiée
utilise la relation de recurrence modifiée

uo(z) = f1(x)
(m): 2(z) + A f a:tuo t)dt, (151)
U =\ [P K (x, tyug(t)dt, k> 1.

5.5.3 Conversion en équations intégrales de Fredholm

Cette section est consacrée & une technique qui réduira I’équation intégro-différentielle
de Fredholm & une équation intégrale équivalente de Fredholm. Cela peut étre facilement
fait en intégrant de 0 & z les deux membres de I’équation intégro-différentielle autant de
fois que l'ordre de dérivée impliqué dans I’équation ,et en utilisant les conditions initiales
données.

Exemple 5.12 Résoudre l’équation Intégro-différentielle de Fredholm suivante en la ré-
duisant a une équation intégrale de Fredholm

u'(z) =€ —x+a [ tu(t)dt,
u(0) = 1, (152)
u'(0) = 1.

Solution :
Intégrons les deur membres de l’équation deuz fois de 0 d x et en utilisant les
conditions initiales, nous obtenons

R

u(z) =e* — 31 + A tu(t)dt, (153)

une équation intégrale typique de Fredholm. Par la méthode de calcul direct, cette équation

peut étre écrite comme

3 3

u(z) =e* — a + agy (154)
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ou la constante o est détérminée par
1
a= / tu(t)dt. (155)
0
Substituons I’équation (154 par I’équation ((155]), nous obtenons

/1 ( #3 t3) (156)
a= tle — =+« dt, 156
0 3! 3!

ce qui donne « = 1. Ainsi, la solution peut étre écrite comme u(x) = e”.

5.6 Exercices
A) Résoudre les équations suivantes en utilisant la méthode de décomposition

u'(x) = —1+24,1:—|—f0 dt,u( )=0

u(z) = —:U—i—sm2x—i—f U t)dt,u(0) =0

(:E)—l—a:+cosx+f0 (t)dt,u(0) =0
(

4.u”(:v) = T — 2cos 2z + fo u(t)dt,u(0) = 1,4/(0) =0
B) Résoudre par la méthode de calcul direct

1
5.4/ (x) = g — Jy atu(tydt,u(0) = -.
6.u"(x) = —sinx +x — fog ztu(t)dt, u
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5.7 Table du transformé de Laplace

Transformé de Laplace :

L:f—>F=Lf

Propriétés Générales du transformé de Laplace

F(s) f(x)
1 aFi(s) + bFy(s) | afi(t) + bfa(t)
2 F(as)(a >0) | - f(t/a)
3 [F'(s/a) | af(at)
4 F(s—a) | e'f(?)
5 F(s+a) | estf(t
6 F(as —b) 1ebt/af(t/a)
7 %( (s —ia) — F(s+ia)) | f(t)sinat
8 %( (s —ia) + F(s+1ia)) | f(t)cosat
9 %(F(s—a)+F(s+a)) f(t) coshat
10 %(F(s —a)— F(s+a)) | f(t)sinhat
11 sF(s) — f(0) | f'(t)
12 °F(s) —sf(0) = f'(0) | f"(t)
13 | s"F(s) — 8”_1f(0) —s"2f(0) - /N 0) | FM()
14 F'(s) | —=tf(¢)
15 FU(s) | (=1)*f(1)
16 F™(s) | (=0)"f(t)
17 Fis) f(f f(r)dr
18 Fs(f) Jy (in _r)l), f(r)dr
19 F(s)G(s) | [y f(t—r)g(r)dr
20 [ F(2)dz 50l
21 fsoo . fsoo F(z)dz" %
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F(s) f(x)
1 F(s)=1| f(t)=9¢
1
2 F(s)=—- | Lu(t)
s
1
I " —1
4 —n=12 t) =
Sn’n ) ) f() (n—l)!’
1 " —1
F = — t —
5 ()= >0 S0 =
1
t) = at
6 s f(t) 61
7 t)=—et/e
I 14+ as U ati I
8 =1,2 t) = ———edt
0 | Fls)= — om0 (1) = - Leu
_(s—a)” __I'(n)
a .
10 = 5 = f(t) =sinat
11 22 e f(t) = cosat
b .
12 Gt e’ sin at
s—0> b
13 G e’ cos at
a .
14 e sinh at
5
15 R cosh at
s—>b b
16 P e cosh at
a p
17 PR e’ sinh at
1 1
18 —(e" —1)
s(s—a) | a
19 ! 1 —et/e
s(1+ sa)
1 6bt_€at
2 b
0 (s—b)(s—a)’a?é a—>b
5 beP — ae™
21 b| ——
(s—b)(s—a)’ayé b—a
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5.8 Sujets d’examens

Exercice 1.
Soit (G)l’équation intégrale
g(z) = A+ Bz + / [C+ D(z —t)]g(t)dt
0

ou A, B,C; D sont des constantes arbitraires.
1. Classer I’équation (E).
2. Montrer que ’équation (E) a pour solution la fonction

u(z) = Ky exp(miz) + Ky exp(max),
ou les constantes K1, Ky, m1, my dépendent de A, B,C, D.

Exercice 2.
Soient I'équation intégrale (F'), 0 <z <let y(0) = «, y(I) = 5.

y(x) = A+ Br + / " — 1) £t y(0))dt,

Classer 1'équation (F).
2. Exprimer Aet B en fonction de a et (3

Montrer que 1'équation intégrale (F) s’écrit sous la forme

y(x /K:Et (t,y(t))dt.

4. Trouver le probléme au bord associé 4 I’équation intégrale (F).

Exercice 3.
Soit (G) l'’équation intégrale

4 1
u(z) =z +expx — 3 —|—/ tu(t)dt
0

1. classer I’équation intégrale (G) .
2. réduire '’equation & un probleme au bord .
3. résourdre (G) par la méthode de décomposition d’Adomian.
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Exercice 1.

s 1 1 1

— 4+ - | ———=dt.
273 ) 14 u?(t)

Soit I’équation intégrale wu(z) =z —

1. Classer cette equation.

2. Montrer que u(z) =x est solution de ’équation intégrale.
Soit I’équation intégrale
u(z) = f(a) + [ (1= tyu(t)dt — [ a(z — t)u(t)dtdt,

1. Classer cette équatlon.

2. Si u(x) =6z est solution de I’équation intégrale,trouver f(x).

Exercice 2.

Verifier que y(z) = ¢ fo )sink(z — a)da
est solution de l’equatlon dlfferentlelle
d2
dT + Ky = f(x),

ol k est une constante.

Exercice 3.

Soit D'équation intégrale u(z) = 3z? + fol K (x,t)u(t)dt.

K(z.1) t(l—x) si 0<t<u,
z,t) =
x(1—t) si z<t<1,

1. Classer I’équation intégrale .
2. Reéduire I’équation & un probleme au bord .

3. Reésoudre cette équation.
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Exercice 1.

A) Soit F' la fonction définie par

Montrer que F" V) (x) = nlu(z) n > 0.
B) Soit I’'équation intégrale

1. Classer cette équation.

2. Si u(x) =6z est solution de I’équation intégrale,trouver f(x).

Exercice 2.

Verifier que la fonction
1 xr
y(x) = —/ fla)sinm(x — a)da
T Jo

est solution de I’équation différentielle suivante :

d2

Y 2
@—l—ﬂy—f(x).

Exercice 3.
Soit 1’équation intégrale

u'(z)=—-1—x+ /Ox(x — tu(t)dt, u(0)=1,u'(0) =1.

Classer I’équation intégrale.
Calculer [(cos(z)), I(sin(x)) (I d’esigne le transformé de Laplace ).

Résourdre I'équation par la méthode du transformé de Laplace.

Ll

Convertire I’équation intégrale donnée atine équation différentielle.
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Exercice 1.

Soit équation intégrale sinh(z) = [ exp (z — t)u(t)dt.

—_

Classer cette équation.
. Calculer [(exp(—=x)) (1 : désigne 'opérateur de Laplace).

2
3. Convertir I’équation donnée & une équation de 2™ espece.
4

Résourdre I’équation obtenue par la transformée de Laplace.

Exercice 2.

A, -
Soit l'équation intégrale w”(x) = f(z)+ — [; [ v?(t)dtdt
T
1. Classer cette équation.

2. Si wu(z) =sin(x) est solution de I’équation ,trouver f(z).

Exercice 3.

Soit I’équation intégrale wu(z) = exp(3z) + fol K (z,t)u(t)dt.

rz si z<t<1,

1. Classer I’équation intégrale .

t si <t<
K(x,t):{ si 0<t<uz,

2. Réduire I’équation & un probleme au bord .

3. Reésoudre cette équation.

Exercice 4.

7 1
Soit l'équation intégrale wu(z) = g +3 fol xtu?(t)dt.

1. Classer I’équation intégrale .

2. Résoudre cette équation par la méthode de calcul direct.
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Exercice 1.

Soit la fonction F(x) = [ (x —t)* u(t) dt.

Calculer les dérivées F', F(), F(") plv),
Exercice 2.

Soit I’équation intégrale

2 3!
u(x) est la fonction inconnue.

)
)
)
)

1 1 m
1+2+ -2+ —2° —sin(x) — cos(z) = / (x —t+ 1)u(t) dt,
0

Classer cette équation.
Calculer L£(1+ ), L(cos(x)), L(sin(x)), L désigne 'opérateur de Laplace .
Résourdre I'équation intégrale .

2
3

Exercice 3.

Soit ’équation intégrale

u(z) = exp(3x) + /090 k(x,t)u(t)dt.

t st 0<t<zx
k(z,t) = - =
(%) {:U st x<t<l.

1) Classer I’équation intégrale .

2) Convertire I’équation donnée 4 un pb au bord.

Exercice 4.

Soit 1’équation intégrale

u(z) =1 —wsin(z) + x cos(x) + /Omtu(t)dt.

1) Classer I’équation intégrale .

2) Résourdre I’équation par la méthode des approximations succéssives en prenant
uo(x) = x.
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Exercice 1.

Soit la fonction F(x) = [ (x —t)* u(t) dt.

Calculer F',F() FU") plv),
Exercice 2.

Soit I’équation intégrale

2 3!

u(zx) est la fonction inconnue.

)
)
)
)

1 1 v
1+2+ -2+ -2 — sin(x) — cos(z) = / (x —t+ Du(t) dt,
0

Classer cette équation.
Calculer L(1+ x), L(cos(r)), L(sin(z)), L désigne 'opérateur de Laplace .
Résourdre I’équation intégrale .

2
3

Exercice 3.

Soit I’équation intégrale

u(x) = exp(3x) + /090 k(x,t)u(t)dt,

t st 0<t<z
k(z,t) = - =
(z, 1) {aj st rx<t<l.

1) Classer I’équation intégrale .

2) Convertire I’équation donnée & un pb au bord.

Exercice 4.

Soit 1’équation intégrale

u(x) =1 —zsin(z) + x cos(x) + /Oxtu(t)dt.

1) Classer I’équation intégrale .

2) Résourdre I'équation par la méthode des approximations succéssives en prenant
uo(x) = .
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Exercice 1.

Soientt les équations intégrales
(E1): ze® :/ @Dy (t)dt.
0

1) Classer I’équations intégrale

2) Resoudre par la méthodede de la transformation de Laplace.
Exercice 2.

Soit I’équation intégrale

(£2) / & — | u(t) dt = f(2),

u(z) est la fonction inconnue. On suppose que f”(x) existe pour x € [0, 1].
1) Ecrire I’équation (E£2) sans symbole de valeurs absolue .

2) Exprimer f(0), f(1) en fonction de u(.).

3) Résoudre l'équation intégrale (E2).

Exercice 3.

Soit ’équation intégrale

1
u(z) = exp(3zx) +/ k(x,t)u(t)dt.
0
t st 0<t<
k(2. 1) = 32.0_ <z,
z st r<t<lI.

1) Classer I’équation intégrale .

2) Convertire I’équation donnée 4 un pb au bord.
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