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Examen de Raltrapage

FXFRCICF o1 (07 pLs) .

1) Soit a, b € R. Montrer par contraposée que si a + b est irrationnel, alors a ou b sont irrationnels
2) Montrer par I’absurde que Vx,y ER, :x +y = 2./xy .

3) Soit n € N. Montrer par disjonction des cas que n(n? + 5) est un multiple de 3.

FXFRCICF 02 (08 pls):

I- Soit f: R — R I’application définie par f(x) = —

1+|x|
2.7) Montrer que pour tous réels x,x’' € R, si f(x) = f(x") alors |x| = |x'].
2.2) En déduire que f est injective.

2.7) Vérifier que pourtoutréel x e R: —1< f(x) <1.
2.2) f est-elle surjective ?

3) Montrer que ’application h: R — ]—1,1[ définie par h(x) = f(x) est bijective.

II - On définit sur R, la relation binaire S par:Vx,y € R: xSy & f(x) < f(y).
1) Montrer que S est une relation d’ordre sur R.

2) L’ordre est-il total ?

FXFRCICFE 03 (05 pLs)-

Soit R la relation définie sur R par: Vx,y €ER : xRy < 3k €Z,x —y = 2km.

7) Montrer que R est une relation d’équivalence sur R .

2) Déterminer a la classe d’équivalence de a € R.

Bon courage




Algebre 01 (1"¢ Année LMD 2022-2023)

Corrigé du Rattrapage

FEXERCICE o1 (07pfs):

1) Pour montrer par contraposée que : ' a + b est irrationnel, alors a ou b sont irrationnels "’ , il suffit
de montrer que "a et b ne sont pas irrationnels alors a + b n’est pas irrationnel "

En effet : (a et b ne sont pas irrationnels ) = (a = % et b= s , avec m,p EZ et n,q EZL")

:>a+b=%+§=%t{npe(@, avec m,p €EZ et n,q EZ"

= a + b n'est pasirrationnel....................... (2pts)

2) Supposons que Jx,y ER, :x +y < 2\/x_y .Ona:
si x +y < 2\/x_y alors x +y — 2\/x_y < 0, donc (\/E — ﬁ)z < 0, ce qui est absurde.
Par suite,ona: Vx,y€ER,:x+y=> 2\/x_y PP (2pts)
3)Soitn € N.Ona:
dercas: Sin = 3k, aveck €N, alors n(n? +5) = 3k((3k)? + 5) qui est multiple de 3.
2éme cas - Sin = 3k + 1,avec k € N,alors n(n®? +5) = Bk + 1)((3k+1)2+5) = Bk +1)(9k%? + 6k +1+5)
= 3(3k + 1)(3k? + 2k + 2) qui est multiple de 3.
3eme cas :Sin = 3k + 2,avec k € N, alors n(n? +5) = B3k +2)((3k +2)?> +5) = 3k +2)(9k?> + 12k + 4+ 5)
= 3(3k + 2)(3k? + 4k + 3) qui est multiple de 3

Par suite, dans tous les cas n(n? + 5) est un multiple de 3...........oovvviiieeeiieiieiiiiiiiiiiiieeeeeeeieee, (3pts)
FEXFRCICE 02 (08pLs):
I-
1.1)Soitx,x' € R,ona: f(x) = f(x") = 1+x|x| = Hx';,' 1+x|x| = 1+x|;c,| 1J|rx||x| = 1|+x|1,|
= x|+ |x||x'| = |x"| + [x'||x] = |x|=|x"|ceievveiivrreeee . (Ip2)

x x' x x'
1.2) Soitx,x' € R,ona: f(x) = f(x') = {1+|x| ] = {1+|x| ] = x =«
x| = || || = ||

ALOTS [ @St INJECLIVE. oeuiiiiiiiiiit ittt ettt e et et e ettt e e (1py)
21)Soitx €ER, ona: x < |x| <1+ |x|, c-a-d %le< 1, alors
fX)—1=—"-—-1<0 cad f(x)<1

1+]|x|
et f(x)—(=1) = 1+"|x| +1>0 c-ad flx)>—1.
| Y B Bl A ') S P (1.5pt)
2.2) Ul suffitde prendre y =4 € R,d’aprés 2.1),ona: Vx € R: f(x) # 4.
C-a-d 4 n’apas d’antécédent par f, alors f n’est pas SULJECHIVE. .....c..eeeimimniiiiniiniiiniiniiiinen (1pt)
3) Soit y € ]—1,1[, cherchons x € R vérifiant y = h(x), ona:
X y = % , St x=0
=h(x) = y= = x
y () y 1+|x| y—l)_c_x ’si xr<0
y
=* =Y X =-—— =Y
On a {y_1+x (:){x -y &1, 1y (:){x Loy e (0.5 pt)
x>0 x>0 =0 y €[01]




- x =Y x =2
et {y 1-x & {x 1ty & RGPS { 1+y LAlOTS & ot (0.5 pt)
x<0 0 y € 1-1,0]

si y € [0,1], il suffit de prendre x = % € R, pouravoir y = h(x).
si y € ]1—-1,0], il suffit de prendre x = % € R, pouravoir y = h(x).

ALOTS P @St SUTJECTIV. .. eeuieiiiiiiiii ettt ettt ettt et et et e e eee ceeeen (0.5pt)
Par suite h est bijective de R dans |—1,1[.

II -

1.7)Soitx ER,on: f(x) < f(x), c-a-d xSx.
ALOTS S €8T TETIEXIVE. 1.voveiiiiiiiiiiee et e e e e e (0.5pt)

1.2) Soient x,y € R, ona:
(xSy et ySx) = (f() < f) et fFO) <))
= f) =f)

= x =y, car f estinjective.
Alors S st antiSYMEITIQUE. «..eeveeiiiiiiiiiiiiiie e e et e e e et (0.5pt)

1.3)Soient x,y,z€ R, ona:
(xSy et ySz) = (f(X) < f) et f(¥) <f(2))

= f(x) < f(2)
= xSz
ALOTS S EST LTANSITIVE. . ..evovviiietei e e e e et e e e e e e e veesernre e e e (0.5pt)
Par suite S est une relation d’ordre.
. X y y X X y
2) Ona,pourtousx,y € R : Al < ol % Tl < e S TR Tan .
c-a-d xSy ou ySx
PN [0 S B0 (6 LR o A 1o : | PSRN (0.5pt)
EXFRCICE 03 (05pL5)"
1.1)Soitx ER, ona x —x=0=2(0)(m), c-a-d dk=0€Z, x —x = 2kmr, dou xRx.
ALOTS R ESETEIIEXIVE. vttt et e ettt e e e e e te e e e et e e e e e e e ee eeene (Ipt)

1.2) Soient x,y € R, ona:
xRy =3k €Z, x—y=2kn
=3Jk€eZ, —(x—y)=2(-k)r
= 3k'=(-k)EZ, y—x=2k'n
= yRx
ALOrs TR €St SYMETIQUE. . evuiiiiiiiiieeeeeee ettt e e e e e e e e et e e e e e e e e e et e er e 2o (Ipt)

1.3)Soient x,y,z € R, ona:
(xRy et yRz) = (Ik€Z, x—y=2km et Ik' €L, y—2z=2k'Tm)
=3k,k'€Z, (x—y)+ Wy —2) =2(k+k')n
= 3k" = (k+k')EZ, x —z=2k""®
= xRz
F N (o) I AT A -1 1 13 5 A S PP PURPRIRIN (1.5pt)

Par suite R est une relation d’équivalence.

2) Soita € R, ona:
a={x€ER, xRa}={x€eR: Jk€Z, x—a=2kn }={x€eR: Ik €Z, x =a+ 2kn}

S{AF 2K, KEZ } = QA 2T eeccoeeeeeieeieeeeeeeeeee et (1.5pt)




