solution de ’examen EDP 2

Exercice 01 : (2p)

les exemples de cours ( les ondes ,la chaleur)

Exercice 02 :(6p) Soit I’équation (£) donnée par

utt—um—sh() O0<z<l1l t>0
w(0,t) =0; wu(l,t) =52 >0,

(0,
u(x 0) = ( ), ur(z,0) =0

1)Résoudre le probleme (E) par la méthode de séparation de variables.

1)On pose
w(z,t) = u(x;t) + sh(x)
alors
Wap (T,1) = uge(x;t) + sh(x)
wi(z,t) = un(z;t)
w(0,t) = u(0;t) + sh(0) =
e? —1
w(l,t) = u(x;t) + sh(l) =2
2e
Wy — Way = 0, O<ax<l t>0
w(0,t) = 0;  w(l,t) =251, t>0,
w(z,0) = f(x) + sh(z), w(z,0) = 0
2) On pose
2(x,t) = w(w;t) — 2xsh(1)
donc

Zpz (X, 1) = Wy (23 1)
Ztt(.f, t) = wtt(:v; t)

2(0,t) =w(0;t) =0

2
-1
2(1,1) = w(l;t) — 2sh(1) = 25 — —2sh(1) =0
e
Zit — Zpw = 0, O<ax<l t>20
2(0,t) =0; =z(1,t) =0, t >0,
2(z,0) = f(z) + sh(z) — 2zsh(1), wy(z,0) =0

(E')

(E")
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3)Le probleme (E”) est homogene on utilisons la méthode de séparation de variables.

2(z,t) = h(t)g(x)
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Exercice 03 :(6p)

Soient les systemes d’équations S et S’ données par :

1/0 0 o 0 d%u 2, 2

= 4L = 4 = <1

2 (896 + ay) (&v * ay)u 0xdy’ rys )
U((L’,y):f, $2+y2:17

Urr + 2, + Sugp =0, 0<r<1, 0<6<2r (P)
u(r,0) = f(0), r? =1,

ou f est une fonction continue 27-périodique. 1)Déterminer le type de S et P(justifier votre réponse).
2) Déterminer le changement de variables pour que S et P sont équivalentes .

3)Vérifier que u,, est une solution de (P) avec :
Uy, = r"(cos(nf) + sin(nh)

4)Résoudre le probleme (P).
Solution

2)le changement des variables pour que S et P sont équivalentes
x =rcosf

y =rsind

3)uy, est une solution de (P) :

u, = nr" " (cos(nf) + sin(nd)
Uy = n(n — 1)r"?(cos(nd) + sin(nd)

up = nr"(cos(nf) — sin(nh)
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ugs = —n’r"(cos(nh) + sin(nd)

donc

n(n — 1)r"?(cos(nf) + sin(nd) + 1nr"’l(cos(nﬁ) + sin(nf) — inQr”(cos(nH) + sin(nd) = 0
r rr

4)Posons u(r.0) = R(r)T'(#), et portons dans ’équation, nous obtenons apres division par R(r)7T(6) :

donc

avec A constante réelle

On obtient les deux équations suivantes :

T"+XT'=0 9
r?R"+rR — AR = 0. (2)

pour A > 0 alors :

T(0) = Acos <\/X9) + Bsin (\/XH) :

nous obtenons par le principe de superposition que la solution est :

+o0
u(r, ) = Z " (¢, cos(nd) + d, sin(nh))

n=0

Déterminons les coefficients ¢, et d,, : on a u(1,0) = f(0)

+oo
£(6) = R"(cy cos(nf) + dy, sin(nf))
n=0
alors
1 21 1 2m 1 2
0= 5 i fla)da, ¢, = = () cos(na)de, d,, = ;/0 f(a) sin(na)da,

Exercice 04 :(6p) Soit f une fonction 27m-périodique définie par :

flz) = —1 si —r<z<0
) 41 si 0<zx<+m.
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1) Tracer le graphe de f.

2) Calculer les coefficients de Fourier de f.

3) Ecrire le développement en série de Fourier de f.
4)Donner L’égalité de Parseval.

Solution Exercice 04

. 1) Le graphe de f :

2) Les coefficients de Fourier de f : La fonction f est impaire donc a,, = 0

b=+ [ p)sin(na)de = - [ /_ (1) sin(na)da + /0 +7T1 sin(nx)d:c}

= %/0 ' sin(nz)dr = n2_7r [— cos(nz)]g (3)
21— (-1)]

nm
Nous remarquons que les coefficients d’indices pairs sont nuls. Alors :

0 st n=2p

" A ‘ 2p+1 W
— sl n=
T(2p+1) P

3) Le développement de f en série de Fourier.
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w m+1 0 st x=km
4)L’égalité de Parseval
1 ‘a0‘2 +o0
=@ =Y (a4 )
- n=1

Si f est paire alors f? est paire, donc :

2 (™ =
= [ ir@pde =3
n=1

danc
2 (", 16 <X 1
z dr =9 = — -
71_/0 fo(@)dx WQ;(QH_’_DQ
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