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Correction d’examen de degre topologique,

Ezercice 1 : (6points)
Soit
Q= B(0,R); Yy = (1,0) et f(z,y) = (z° = 3xy* —y° + 32y)

(1) Déterminons f~1(¥s) = {(1,0), (5}, %2), (5%, =2}. (1points)

(2) Montrons que R =1 le dégre n’est pas défini. (1points)
On remarque qu’au moins le point(1;0) est sur la frontiére de la boule unité quelle que
soit la norme usuelle que 'on considére sur R%. Par conséquent, le degré n’est pas défini
si R=1.

(3) Montrons que pour 0 < R < 1 QN f~1(Yy) = 0, donce deg(f, B(0, R),yo) = 0. (1points)

(4) Pour R > 1, Calculons la matrice jacobienne D f(x,y) (3points)

3x? — 3y? —6x

en déduire la valeur du deg(f, €2, Yp). et donc
Jf(z,y) = (322 — 3y2)* + 362°y*> = 0 & (x;y) = (0,0)

Les trois points sont alors réguliers et comme sgn(Jf(x,y)) > V(z,y) # (0,0) alors
deg(f,$,y) = 3.

Ezercice 2 : (8points)
en=0:f(x)=a= deg(f,2,0)=0cara#0
(Ipoints) en=1: f(z) =axr=0<x=0c¢et f'(x) =a = deg(f,Q,0) = sgn(a)
(1points) e n >2: f(x) =0 < z =0 # 0Q car a # 0 De plus
(1points) f'(z) = naz"' =0 < x = 0; donc 0 est une valeur singuliére. Considérons alors
deux sous-cas :
(a) n pair : f(092) = aa”; on introduit la fonction constante g définie parg(x) = aa™ ; alors
g(x) # 0;Va € Q et donc deg(f,Q,0) = deg(g,9,0) =0 car g, = fj,, (2.5 points)
(b) n impair : On perturbe f par une fonction g de meme monotonie que f, sSannulant en
zéro et telle que ¢'(0) # 0; alors deg(f,$2,0) = deg(g,2,0) = sgn(a) (2.5 points)

Ezercice 3 : (6points)
Deteminons v 1(0,0)



¢e_1(070) = (ZL’,y) 1/)5(9579) - (07 0)
(e" = Ly* —¢) = (0,0)
(

T, y) = <07 \/E)U(.I‘, y) = (07 —\/E)
Donc 1?21(0, O) = {(Oa \/E)7 (07 _\/E} (2pOthS)

putea = (5 5, )

=
=
=

et donc Jac (z,y) = —2ye® donc Jac (0, /e = —2v/€ < 0 et Jac) (0, —/e = 2\/e > 0
(2points) donc

deg(y, B,0) = 0.
(2points)



