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INTRODUCTION

Ce polycopié est issu du cours détaillé sur le programme officiel du module de I’Analyse 3 de la 2°™¢ année Licence
de Mathématiques systeme L.M.D, que j’ai eu assumer a 'université de Tiaret durant les années 2016 a 2021.
Ce cours peut éventuellement étre utile pour les étudiants qui sont en deuxieme année au écoles préparatoires.
Dans le premier chapitre, on introduit le concept de série numérique. Cette notion permet I’étude du phénomene
de sommation infini discrete. L’objectif de ce chapitre est de savoir étudier la nature d’une série numérique et
effectuer un calcul de somme.

Dans le chapitre deux, on présente les notions de convergence simple et uniforme d’une suite de fonctions, et
on donne les propriétés des suites et séries de fonctions uniformément convergentes.

Dans le chapitre 3 on aborde des séries de fonctions de forme particuliére, est consacré a I’étude des série entiéres,
comme objectif, calculer un rayon de convergence, établir un développement en série entiere des fonctions usuelles
et chercher la somme de séries numériques et les solutions de quelques équations différentielles ordinaires.
Dans le chapitre 5 on aborde les séries de Fourier, on commence par donner la notion de séries trigonométriques,
puis les séries de Fourier des fonctions paires ou impaires dans diveres formes d’intervalles ainsi que les regles
de convergences, et on termine par la formule de Parseval et quelques applications.

Le dernier chapitre est consacré aux intégrales généralisées et les fonctions définies par une intégrale. On va

étudier le cas d’une fonction continue sur un intervalle (a,b) (—oo < a < b < +00) sans étre continue sur [a, b].




Chapitre 1

Séries Numériques

1.1 Introduction

Le but de ce chapitre est de généraliser la notion de somme finie de termes en étudiant comment cette derniére
se comporte lorsque 1’on considére une succession infinie de termes. La clé sera de considérer ces sommes infinies,
aussi appelées séries, comme la limite de suites. Autrement dit, quand on se souvient du cours sur les suites, il

sera plus facile d’assimiler le cours sur les séries.

La théorie des séries & pour but de donner si possible un sens a la somme d’une infinité de nombres.

Objectifs du chapitre

e Savoir étudier la nature d’une série numérique.

e Effectuer un calcul de somme.

1.2 Séries a termes dans K.

Le corps K désigne R ou C.




4 Séries Numériques

~— Définition 1.2.1 )

Soit (un),cy une suite numérique (u, € K, pour tout n € N).
On définit une nouvelle suite (S,), oy a partir de la suite (uy), .y comme suit :

n
Sn=uo+U1+~--+un=ZUk,
k=0

ca-d Sy =wug, S1=ug+wuy, So=ug+u +ug,---.
e On appelle série le couple ((un), (Sn))-
e u, est le terme général de la série.
e S, est la somme partielle de la série d’ordre n.

On notra la série ((uy), (Sn))

400
g U, OUu E Uy, OU Ug+ U + U+ -
n=0 n>0

ou tout simplement > w,,.

Exemple 1.2.1. Pour u, = % n > 1.

)

1 1 1
S1=1, 52—1—&-5, Sg—l+§+§,--

—

1
.7Sn:1+§+...+,7

3

la série " % s’appelle série harmonique.
n>1

1.3 Série convergente (ou divergente)

~( Définition 1.3.1 )

On dit que la série de terme général wu,, est convergente, si et seulement si la suite des sommes partielles
(Sn)pen est convergente et sa limite se note; alors

+oo
S= lim S, = up=» t.
n—-+o0o
n=0

n>0

S est appelée somme de la série > u,.
n
En d’autre terme

—+oo
dun=8«=Ve>0 IngeN: VneN (n>ng=|S,—S|<e).

n=0

Si la série n’est pas convergente, on dit qu’elle est divergente.

Exemple 1.3.1. Soit la série 2%, et soit (Sp)nen la suite des sommes partielles. On a S, est la somme
neN

1

d’une suite géométrique de raison 5.

n

n+1 n+1
1 11 TR R O "t
S":E 27:1+§+§++27:71:2 1(2> y

k=0 2
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et lim S, =2, alors la série 2% est convergente de somme
n—-+oo neN

Exemple 1.3.2. Soit la série > 2n+ 1, et soit (Sp)nen la suite des sommes partielles. On a S,, est la somme
neN

d’une suite arithmétique de raison 2.

i 1
sn222k+1=1+3+5+---+2n+1=%(1+2n+1)=(n+1)2,

k=0

et lim S, = +oo, alors la série > 2n+ 1 est divergente.
n—-+oo neN

Remarque 1.3.1. Ftudier la nature d’une série revient a déterminer sa nature si elle converge ou diverge

ensuite calculer sa somme en cas de convergence.

Exemple 1.3.3. Soit la série

(i)
Zln .
= n+1

n+2
n+1

Posons u, =In ( ) pour tout n > 0, on a

2
un:1n<n+ )zln(n+2)—ln(n+1),

n+1
donc
k=0 k=0
=> (In(k+2)—In(k+1))
k=0
= Zln(k+2) —Zln(k-l—l)
k=0 k=0
=1In(n + 2),
donc

lim S, = lim In(n+2)=+o0,
n—-+o0o n—-+oo

(Sn)nen est divergente, d’ot la divergence de la série

= <n+2>
Zln .
n+1

n=0
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Exemple 1.3.4. Soit la série

1
Posons u,, = m pour tout n > 1, on a

donc
n n 1
Sn=D =2
i UCR S
()
— k k+1
k:lk k:1k+1
:1— 1 s
n+1
et
li S, = 1 1 1 =1
n—lgro—loon_n—l}—{-loo _n—|—]_ -

la suite des sommes partielles (Sp)nen est convergente vers 1. Par conséquent la série

> s
—n(n+1) ’

est convergente, et sa somme S = 1.

Remarque 1.3.2. Siu, = any1—an (la série Y u, est téléscopique) on trouve que Sy, = an41 — ag, alors
n

la série de terme général u,, converge si et seulement si la suite (an)nen converge.

On vient de voir qu’une fois la suite des sommes partielles associée est explicitée alors on peut déduire la nature
de la série qui est de méme nature que la suite des sommes partielles, mais trouver I’expression analytique exacte
o : . (. 1 TN . . .
de celle-ci, n’est pas toujours facile, par exemple la série Y —. Pour remédier & ce probléme, il a fallu concevoir
n>1T

d’autres criteres qui nous permettent de déterminer la nature d’une série numérique sans trouver 1’expression

analytique de la suite des sommes partielles qui lui est associée.

1.3.1 Condition nécessaire de convergence

Proposition 1.3.1 J

Soit u, une série convergente, alors lim wu, = 0. La réciproque est fausse.
b
nenN n—-+oo
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Démonstration. Supposons que la série Y u,, converge alors (S, )nen sa suite des sommes partielles associée
neN

est convergente. De plus, pour tout entier n > 1,

Sn — On—1 = Un,
alors
lim w, = lim S,— lim S,_;=0.
n—-+oo n—-+oo n—-+4oo

n+2
L’implication inverse est fausse. En effet, reprenons I'exemple|1.3.3] la série Y In ( i 1) est divergente, bien
neN

que son terme général tend vers 0. O

Remarque 1.3.3. Par contraposition, si lim wu, # 0, alors la série > u, diverge.
n——+oo
neN

Exemple 1.3.5. Soit la série 3. en.
n>1

On a

. . 2
lim u, = lim e» =1#0.
n—-+4oo n—-+oo

La condition nécessaire de convergence n’est pas vérifiée alors la série est divergente.

1.3.2 Critere de Cauchy

ﬁ[ Proposition 1.3.2 ]

La série ) u, converge si et seulement si la suite des sommes partielles (S, )nen est de Cauchy, i.e
neN

Ve >0,3IN eN; Vp,ge N, ¢g>p>N; |S;— Sp| <e;

ou
q

Ve >0,dN €N; Vp,ge N, ¢g>p> N; Z ug| < €.
k=p+1

Démonstration. Soit ) u, une série convergente, (S, )nen la suite des sommes partielles associée est conver-
neN

gente par conséquent c’est une suite de Cauchy. O

1
Exemple 1.3.6. La série harmonique >, — est divegente.
nZln
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1
En effet, soit S, = Y. —, pour g =2n et p=n, on trouve que
1<k<nk

|Sq - Sp‘ = |S2n - Sn|

! 1 1

P e R
11 1

> ottt g

_TL

T o

N |

1
Pour e = 3 on obtient que la suite des sommes partielles qui lui est associée (Sy,)nen n'est pas de Cauchy.

Remarque 1.3.4. Les premiers termes d’une série n’interviennent pas pour la convergence.

1.3.3 Reste de rang n d’une série convergente

— Définition 1.3.2

Si la série > u, converge, on appelle reste de rang n :
neN

+oo
Rn = Z UL -

k=n-+1
/—( Proposition 1.3.3 J
Si la série > u,, est convergente, alors
neN
lim R, =0.
n— 0o

Démonstration. La série Y u, est convergente, on a donc
neN

“+oo n —+oo
k=0 k=0

k=n-+1
Soit S, + R, = S, alors R, = S — S, et
lm R, =5— lim 5,=5-5=0.

n—-+oo n—-+oo

1.4 Séries a termes réels positifs

Définition 1.4.1

Une série > u, réelle est dite & termes positifs si pour tout n € N; u,, > 0.

neN
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Remarque 1.4.1. Si > u, une série d termes positifs, alors la suite (Sy,)nen des sommes partielles associées
neN

est croissante.

,—( Proposition 1.4.1 ]

Soit > u, est une série & termes positifs. Pour que > w, soit convergente, il faut et il suffit que la suite
neN neN
des sommes partielles associées (S, )nen soit majorée. C-a-d.

dM >0,VneN; S, <M = Zun converge.
neN

Démonstration.

e Si Y u, converge alors (S, )nen est convergente (par définition).
neN

e Soit (S, )nen une suite majorée, comme la série est & termes positifs alors elle est croissante et donc

convergente.
O
) 1
Exemple 1.4.1. Soit S, = >, =
1<k<n
1 1 1 1
Onaﬁ < K —1) v -1 % pour tout k > 2, alors

1 1
5% <14+ j{: (kl_ k)

1<k<n
=1+ 1+1+1+ + L 1+1+ + 1 -l-l
n 2 3 n—1 2 3 n—1 n
1
—9_ =
n
<2,

. . . L. 1
(Sn)nen~ est majorée, ce qui implique que la série ) —; est convergente.
neN+ T

1.4.1 Regle de comparaison (Convergence par domination)

/—( Théoréme 1.4.1 J

Soient > u, et > v, deux séries & termes positifs telles que; Ing € N; Vn > ng, u, < v,. Alors
neN neN

— Si Y v, converge alors ) u, converge.
neN neN

— Si )" u, diverge alors > v, diverge.
neN neN

Démonstration. Posons S, = > upetT,= Y. v;. Ona S, <T, pour tout n > ng.
0<k<n 0<k<n
— Si Y v, converge alors (T,), converge donc T}, est majorée, puis S,, est majorée, d’ott Y u, converge.
neN neN
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— Par contraposée (p = q) & (¢ = D).

O
.2
sin“n
Exemple 1.4.2. Soit la série de terme général u, = ————, n > 1.
e” + In(n)
On a u, > 0 pour toutn > 1 et
1 1 . 9
U < — car sin“n <1
"~ er+1In(n) ~ en -
la série T - est irie géoméiri te, d’aprés la régle d : zsm2" ¢
a série — est une série géométrique convergente, d’aprés la régle de comparaison —————— est conver-
Zen g q ) D g p Zen n(n)

gente.

1.4.2 Regle d’équivalence

Théoréme 1.4.2 ]

Soient > w, et > v, deux séries & termes positifs. Si u,, ~ wv,, alors > u, et > v, sont de méme
neN neN Foo neN neN
nature.

Démonstration. Soit v, > 0.

LU
Up ~ Uy = lim— = 1.
+o00o +o00 Uy,

v€>0, dng € N; Vn > ng,

u
n—1‘<6.

n

ie. (1 —e)v, < up < (1 + €)uy,. Grace a la régle de comparaison et les inégalités précédentes on trouve que

> up et Y v, ont la méme nature. O
neN neN

1 jent la série d Snéral o o «)"
Exemple 1.4.3. Soient la série de terme général u,, = TR neNeta>0. Ona T ol (g) et

a n YOUd 7z 7. . . .
comme Y (—) est une série géométrique, on distingue deur cas
neN

n

o n
a. s10<a<b, la série (7> converge, alors ——— conwverge.
25 ! L
b 5, 1 s ()" 4 d oy
. st a> b, la série (—) werge, et donc —— diverge.
neN 3 neN o™ + 27
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11

/—[ Proposition 1.4.2 ]

Soient > u, une série & termes non négatifs et > v,, une série & termes positifs.
neN neN

. . U ‘- o
o S'il existe lim— =1 € R%, alors les séries Y u, et Y. v, sont de méme nature.
+oo U neN neN
L U
e Silim— = 0, alors
+00 Uy
g vy, converge = g Uy, converge.

neN neN
.. U
e Silim— = 400, alors
+o0 Uy,

E un converge —- E v, converge.
neN neN

,—( Corollaire 1.4.1 )

Si lim

Up
+oo 1

=limnu, =1 € RY U {+oo}, alors }_ u, diverge.
+oo neN

n

1.5 Comparaison d’une série avec une intégrale

— Théoreme 1.5.1 |

Une série dont le terme général est de la forme w,, = f(n), ou f est une fonction continue, positive et

décroissante vers 0, est de méme nature que la suite (f:o f(x)dm) ,oung € N* ie.
neN*

n
Zun converge < lim / f(z)dx existe.
ng

n—-+oo
n

Démonstration. Soit k € N avec k > ng, f est décroissante sur [ng; +00[, et pour tout x € [k; k + 1],
fk+1) < fz) < f(k);

en intégrant par rapport a x de k a k + 1, on obtient

k k k
/Ic " flk+1)dz < / " f(x)dx S/k " f(k)dx;

k

d’ou
k+1

fler 1)< [ fapde < 0
k
en sommant de ng & n, et en utilisant le fait que u,, = f(n) pour tout n > ng, on obtient

Z Upsy < Z /}C fl@)dx < Z Uk;

k=ng k=ng k=ng

k+1

d’ou
n+1

Z uké/nf(x)d:cé Zuk;

k=ng+1 k=no
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en déduit que
Sn+1 — Sny < / flz)de < S, — Spo—1.
no

— Si f:;) f(#)dt converge,

o0

Spi1 < / f(@)de + Sy, < / F)dt + Sny = M;

0 no

ou M est une constante positive.

La suite (S, )nen est donc majorée et comme > u,, est une série & termes positifs alors d’aprés la propo-
neN

sition , la série " u, converge.
neN

— Supposons maintenant que la série Y u, est convergente de somme S,
neN

/noo f(z)dz < S;

ainsi f:j f(z)dx converge.

/—( Théoréme 1.5.2 j

Soit f : [0, +oo[— R4 une fonction positive, continue et décroissante, alors on a

+oo
Z f(n) converge & / ft)dt converge.
0

n>0

1.6 Série de Riemann

/—( Définition 1.6.1 }

On appelle série de Riemann la série

Znia’ oui a€R.

n>1

,—[ Proposition 1.6.1 ]

. . 1
La série de Riemann ) —
(e}

n>1T

* converge si a > 1;

* diverge si a < 1.

Démonstration.

1. Sia<0,

. . 1 .
lim u, = lim — = lim n™ % = +4o0.
n——+00 n——+oon® n——+o00




1.7 Regle de Riemann 13

1
Alors ) — diverge.

nZln

. . . . . 1
2. 81 a <0, 111_~I_1 u, # 0, la condition nécessaire de convergence n’est pas vérifiée et donc > — est
n—+oo n
n>1

divergente.

1
3. Si a > 0, la fonction f(z) = — est positive et décroissante sur [1;+oo[. D’apreés le théoreme précédent,
x

la série de Riemann — converge si et seulement si I'intégrale fl — dx converge. Or
n>17 €T

n ot 1 " ae G st el
/lf(x)dx—/l xadx_{(l—a)xa—l}l_{l(rll(”)) si a=1

alors

lim —drx =4 l-«a
«

"1 < si oa>1,
n—+too [, 400 si a<l1

. 1. . .
La série ). — diverge si 0 < a <1 et converge si o > 1.

nZln
O
1.7 Regle de Riemann
/—( Proposition 1.7.1 J
Soit > u, une série réelle & termes positifs.
n
1. S’il existe @ > 1 tel que lim n®u, = 0, alors la série > u,, converge.
n—+o0o ™
2. Si lim nu, = 400, alors la série Y u,, diverge.
n—-+4o0o ™
Démonstration.
1. Puisque lim n®wu, =0, alors
n—+oo
€ €
Ve>0, dngeN, Vn>ng; ——<u,<—.
ne n<
Donc grace a la régle de comparaison » u, est convergente.
n
2. En utilisant la définition de la limite et la regle de comparaison.
O

Exemples 1.7.1. 1. La nature de la série de terme général u, = e~ V17,

Pour montrer que lim n?u, =0, il faut montrer que
n—-+4oo

nll)r_‘r_loo In (n2 un) = —00.
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lim In (n2 un) = lim In <n2 eV H'n)

n—-+oo n—-+4oo

- [V (12 )

=t [ (- )

= —m,
alors la série S e~ VIt™ converge.
n
. . 1
2. Soit la série > (OTOER
n>2
lim n = +00.

n—+oo  (In n)2 B

est divergente.

D’apreés la régle de Riemann la série ﬁ
n>2

1.8 Regle de logarithme

r—( Théoréme 1.8.1 j

Soit > uy, une série réelle & termes positifs, supposons que
neN

alors
1. sil > 1oul = +o0, alors la série Y u, converge,
neN
2. sil <1, la série Y u, diverge.
neN
Démonstration. Supposons que
In <7%)
lim — "2 =1,

alors

1
Ve >0, Ing €N, Yn>ng; (I —¢)lnn <ln () <(+e¢)lnn,

Un

on trouve que

1 < < 1
nlte — Un =

nl—¢’

en appliquant la regle de comparaison a une série de Riemann.

1. Pour I > 1,il existe e >0 tel quel —e > 1 et on a u, < #, et comme Zn,l—_g est une série de Riemann
n

convergente, alors > u, est convergente aussi.
n
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2. Pourl <1, il existee >0 tel quel+e < 1etonau, > #, et comme an—ﬂs est une série de Riemann
n

divergente, alors > u,, est divergente.
n

O
1.9 Série de Bertrand
~— Définition 1.9.1 )
On appelle série de Bertrand la série
Zﬁ, ou (Oé,ﬁ) ERQ
nsan® (In(n))
,—[ Proposition 1.9.1 ]
. 1
— Sia>1, Y —————5 converge pour tout B €R.
n>2n® (In(n)
1
— Sia<1, ) — diverge pour tout 5 € R.
n>2n® (In(n)
— Sia=1, ) ————5 converge si et seulement si 8 > 1.
n>2n (In(n))
Démonstration. On applique la regle de logarithme. O

,—[ Théoréme 1.9.1: Regle de Cauchy j

Soit (un)nen une suite réelle & termes positifs, supposons que

lim Yu, =1,

n—-+oo

alors
1. sil <1, lasérie > u, converge,
neN

2. sil>1, lasérie Y u, diverge,
neN

3. sil =1, cas de doute.

Démonstration. Supposons que

lim Yu, =1,

n——+oo

alors

Ve >0, dng €N, Vn >ng; | —e < u, <l+¢,

on trouve que

Ve>0, Ing eN, Vn>ng; ({—¢)" <wu, < (I+¢)",

en appliquant la regle de comparaison a une série géométrique.
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1. Pour I < 1, prenons ¢ €]0;1 —1I[, I+ec < 1letonau, < (I +¢)", et comme Y (I + &)™ est une série

n

géométrique convergente, alors Y u,, est convergente aussi.
n

2. Pour ! > 1, prenons € = — 1 on a donc u, > 1, d’out > u,, diverge.
n

1

3. Pour [ =1, on sait que ) L une série divergente et Y. -z convergente, mais

n>1 n>1

1 1
lim {/—=1= lim {/—.
n—-+o0o n n—-+o0o n

1.10 Critere de d’Alembert

,—( Théoréme 1.10.1 j

Soit (un)nen une suite réelle a termes positifs,
Un+1

< ¢ < 1, alors la série Y u, converge,
Un, neN

Un+1

1. si pour tout n € N,

> 1, alors la série Y u, diverge,
Un neN

2. si pour tout n € N,

. Un+1
lim —F

n—-+oo Up

3. si

=1, cas de doute.

. . un+1
Tout reste vrais pour lim .
n—-+oo Up,

Démonstration. Supposons que

alors

Ve >0, Ing €N, ¥n >ng; (I—¢&)"up < up < (I +¢)" ug,
en appliquant la regle de comparaison a une série géométrique.

1. Pour I < 1, prenons € €]0;1 —1[, [+ < 1, comme Y (I +¢)™ est une série géométrique convergente et on
n

a u, < (I + &)™ pour tout n > ng, par conséquent la série Y u,, converge.
n

2. Pour ! > 1, prenons € = — 1 on a donc u,, > 1 pour tout n > ng, d’ott Y u,, diverge.
n

g
oy Un+1 . Un+1
Remarque 1.10.1. On ne peut pas remplacer la condition < q < 1 par la condition < 1, par
n u"’L
U n LU
exemple pour u, = +, on a ntl <1, mais lim ntl .

n’ Up, n+1 n—+o0o Uy,
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/—[ Proposition 1.10.1 ]

Un 41 Un+1

Soient > u, et > v, deux séries & termes positifs. Si pour tout n € N, < , alors

neN neN Unp, Un

E Un Converge:> E un, converge.
neN neN

Remarque 1.10.2. Si on est sur le cas de doute, en appliquant la régle de d’Alembert, il ne faut pas appliquer

la regle de Cauchy, car on ne pourra rien conclure qussi.

1.11 Regle de Raab-Duhamel

~( Théoréme 1.11.1 |

Soit > uy, une série réelle a termes strictement positifs, supposons que
neN

1imn<“" —1):1, o leR.

n—-+oo un+1

1. Sil> 1, alors la série »_ w, converge.

neN
2. Sil < 1, alors la série > u,, diverge.
neN
L cos(nx) 1 )
Exemple 1.11.1. Pour la série ), ———=, = € R, posons u, = - et v, = cos(nz). On a (un)n une suite
n>1 n

positive, décroissante et tend vers 0, et de plus

< 1 _—m

Vn € N*, < |sin(%)|

k=n
Z cos(kx)
k=1

cos(nx)

converge.

1.12 Séries alternées

Définition 1.12.1 |

On dit qu’une série & termes réels > u,, est alternée si
neN

vneN, u, =(-1)"a,, ou u,=(-1)""a,, avec a,>0.

est une série alternée.

1"
Exemple 1.12.1. (=1
n>1 n
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1.13 Critere d’Abel-Dirchilt

— Théoreme 1.13.1 )

Soit la série Y unvy,. Si (uy, )y, une suite de termes positifs décroissante et tend vers 0 et (v, ), une suite
neN

numérique telle que

k=n

>

k=0

IM >0, <M, VneN,

alors Y u,v, est convergente.
neN

Démonstration. L’idée de la démonstration est d’effectuer un changement dans la sommation. Pour tout
n > 0, posons B, = vy + v1 + va + -+ + v,. Par hypothese, la suite (B,)nen est bornée. Nous écrivons les

sommes partielles de la série Y u,v, sous la forme suivante
neN

Sp = uovo + u1v1 + -+ upy
= UOBO +U1(Bl — Bo) + -+ Un(Bn — anl)

= Bo(up —u1) + Bi(ur —ug) + -+ + Bp_1(Un—1 — ) + Bpuy.

Nous allons montrer que la série Y Bj,(u, — un41) est absolument convergente,
neN

|Bn(un - Un+1)| = |Bn| (un — Upy1)
S M(un - un+1);

car (un)nen est une suite de réels positifs, décroissante et | B,,| est borné par M. Or

M(up —uw1) + M(ur —ug) + -+ + M(up — upt1) = M(ug — tny1),

qui tend vers Mug puisque u, tend vers 0. La série Y B,(u, — unt1) converge, et d’apreés le critere de
neN

comparaison la série > | By (uyn — tnt1)| est convergente. On déduit que la suite (S, )nen est convergente, d’ott
neN

la convergence de la série > u,v,. O
neN

1.13.1 Théoréme de Leibniz

Théoréme 1.13.2 )

Si la suite (an)nen est positive, décroissante et elle tend vers 0, la série > (—1)"a, converge.
neN

Démonstration. Supposons que (ay)nen est une suite positive, décroissante vers 0. Soit b, = (—1)", on a

2. bn

0<k<n

<1, et d’aprés le théoreme d’Abel-Dirchilt > b,a, converge. O
neN
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1.13.2 Convergence absolue et semi convergence

— Définition 1.13.1 |

1. On dit qu'une série > u,, est absolument convergente si et seulement si la série Y |uy,| est conver-
neN neN
gente.

2. On dit qu'une série Y u,, est semi convergente si elle est convergente sans étre absolument conver-
neN
gente.

r—( Théoréme 1.13.3 )

Toute série absolument convergente est convergente.

Démonstration. On a, pour tout n € N;  u,, < |uy]. O

Remarque 1.13.1. La réciproque du théoréme est fausse, on peut prendre comme contre exemple la

- (—1)"
série Y -,
n>1

1.14 Séries a termes réels de signe quelconque

1.14.1 Critere de Cauchy

r—( Théoréme 1.14.1 ]

Soit (un)nen une suite de nombre réels ou complexe, supposons que

lim 3/ |u,| =1

n——+o0o

— Sil < 1, alors la série Y u, est absolument convergente.
neN

— Sil > 1, alors la série > u, diverge.
neN

— Sil =1, cas de doute.

2
Exemple 1.14.1. Considérons la série de terme général u,, = (”TH)n .Ona

lim {/|up| = lim

n——+oo n—-+4oo

2
s n .
comme e > 1, alors la série ("TH) diverge.
n>1

1.15 Méthode de développement limité

C’est une technique qu’on applique sur quelques séries a terme quelconques pour lesquelles les criteres précédents

ne s’appliquent pas. Il suffit d’utiliser un développement asymptotique du terme général.
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Rappel 1. Si la fonction f est de classe C" sur un voisinage de 0, alors
- (k) z* k
Fa) =3 £ D) T + o)
k=0

Le développement limité de quelques fonctions usuel

a(a—l)x2+-“+a(a—l)-~-(a—n+1)

lI+z)*=14azx+ o1 - x"+o(x").
x? z"
e$:1+x+§+...+a+0(xn)_
2 3 n+1
1n(1+x):x—%+%+...+(_1)nz+l+O(xn+1)_

1.15.1 Regles de Raab-Duhamel et de Gauss

r—( Théoréme 1.15.1 }

Soit > u, une série & termes strictement positifs.
neN
Untl admette un développement asymptotique du type

n
Un

1. Supposons que

n 1
u+116+0<), avec [ e€R.
n

U n

a. Si > 1, alors la série Y u, converge.
neN

b. Si 8 < 1, alors la série Y u, diverge.
neN

c. Si =1, on peut pas conclure.

Un 41

=2 admette un développement asymptotique du type

Un+1 _ 1_@
Up, n

2. Supposons que

—|—O(1k>, avec fER et k>1.
n

Il existe alors C' € R tel que uy, ~ n% et donc, en particulier, la série Y u,, converge si et seulement
neN
sifg>1.

Démonstration.

1. Supposons 5 > 1 et choisissons un réel a vérifiant 1 < o < . La série de Riemann de terme général

1 Un+1

no

Vp = converge et le quotient a le développement asymptotique

Un

Un41 n® 1\ ¢ o 1
= =(1+=) =1-2 ~).
va  (nt DR <'+n> n+0<n>

un+1 'Un+1 ;.
et —— vérifient
Unp Un

Puisque a0 < 3, les parties principales des développements asymptotiques de

8 e

1-2<1-2,
n n

et, par conséquent, pour n assez grand, on a aussi

Un+1 Un+1
<
Un Un

3
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ce qui nous donne par comparaison logarithmique la convergence de la série Y u,. Maintenant si § < 1,
neN

on procéde mutatis, en prenant un réel o vérifiant § < o < 1, et on obtient la divergence de la série

> uy,. Enfin si 8 = 1, on peut remarquer que tout peut arriver puisqu’un calcul facile montre que, par

neN
1 1
exemple, les deux séries de Bertrand de termes respectifs et donnent toutes deux, pour le
nlnn — n(lnn)?
U 1 1
quotient nH, le développement asymptotique 1 — — 4+ O <k), alors que, d’apres ce qui a été vu sur
Up, n n

ces séries de Bertrand, la premiere diverge et la seconde converge.

2. Supposons que l'on ait le développement asymptotique

n 1
u—s—llﬂJrO<k)7 avec feR et k>1.
n

U n

On a alors

1 _
In (Un+1> =Inuy4; —lnu, =In (1 — é +0 (k)> = j + 7,
Uy, n n n

1 1
avec » r, convergente puisque r, = O (2) our, = O <k> et k > 1. Ainsi, compte tenu du
n r r

développement asymptotique déja obtenu des sommes partielles de la série harmonique, a savoir

- &)
Zlenn—l—’y—ko — |,
n n

k=1
on a
n—1 n—1 1 n—1
Inu, —Inu; = ZlnukH —Inup =—-p0 Z % + Z ry =—Flnn+c+ o(1),
k=1 k=1 k=1
ou c¢ est une constante réelle, précisément ¢ = —f3v + ZZS; rg. Il en découle, en prenant l’exponentielle

des deux membres, que u,, ~ ou C = e, et on arrive donc au résultat annoncé.

¢
nb’

1.16 Regles générales

Soient Y u, et > v, deux séries numériques.
neN neN

1. Si Y uy, et > v, convergent alors Y (u, + v,) converge.
neN neN neN

2. Si > u, converge alors pour tout A € R, > Aw, converge.
neN neN

3. Si > uy, converge et > v, diverge alors > (u, + v,) diverge.
neN neN neN

4. Si > uy et Y v, divergent alors on peut rien dire sur la nature de la série > (un + vy).
neN neN neN
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1.17 Produit de Cauchy

Multiplication des ssries

— Définition 1.17.1 |

On appelle série- produit ou produit de Cauchy des séries Y u, et > v, la série > w,, dont le terme
neN neN neN
générale est donné par

n
Wn = § Uk Un—k,
k=0

c-a-d qu’on a
wWo = UV
w1 = UpV1 + U1

W = UVUn + U1Vp—1 + -+ - + UpVo.

— Théoreme 1.17.1 )

Si > up et > v, deux séries absolument convergentes, alors la série produit Y w,, converge absolument,
neN neN neN

de plus sa somme est donnée par
+oo +o00 +oo
S = (3o ().
n=0 n=0 n=0

,—[ Proposition 1.17.1 j

— Si 'une des séries est absolument convergente et 'autre convergente, alors la série produit est
convergente.

— Si les deux séries sont semi-convergente alors la série produit n’est pas necessairement convergente.

Remarque 1.17.1. Il existe des exemples ou les deux séries sont convergentes, mais non absolument conver-

gentes, et telles que leur produit de Cauchy ne converge pas. Par exemple :

On a
(71)n+1 (71)n+1 - (71)n+1 N (71)n+1’

VRV s SR/ ey s SV

or Vkvn —k+ 1 <mn, pour tout k =1,--- ,n, alors

Wnp =

1

1
_— > VYk=1,---,n,
Vkvn—k+1 n

1 o L .
donc |wp| > —m =1, ainsi lim |w,|#0, et donc la série > w, diverge.
n—+oo neN

3
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1.18 Séries commutativement convergente

— Définition 1.18.1 )

La série > u, est dite commutativement convergente si la série > Ugy(n) €St convergente pour tout
neN neN
bijection ¢ de N dans N.

/—( Théoréme 1.18.1 }

Une série numérique > u, est commutativement convergente si et seulement si elle est absolument
neN
convergente, et dans ce cas ) up = ) Uy(n) POUr tout permutation ¢ : N — N.
neN neN

Remarque 1.18.1. Si la série n’est pas commutativement convergente (i.e. n’est pas absolument conver-

gente), alors un réarrangement des termes peut modifier la valeur de la somme.

Exemple 1.18.1. On a pour tout x > —1

n
In(1+2) =Y (-1)" 12,
n>1 n
pour x =1, on a
-1 n—1
In(2) = Z< ) ,
n>1 n
(7 n—1
on sait que la série Y, ~———— est semi-convergente, alors elle n’est pas commutativernent convergente.
n>1 n
1 ! + L1 + L + In(2)
—_ — _ — = _ — = ...=n R
2 3 4 5 6

on va réordonner les termes de la facon suivante.

1l— - —-— -4+ - - 4+ _ —_
2 + 6 875 10 127
B 1+1 1+1 1+

- 4 6 8 10 12

Exercice 1. ?alculer les sommes suivantes :
n(n+2 "
Vot T X e Y e

n>1 )
4/ Y arctan(ztoy) 5/ 1 6/ % 7/ W(1+1)
n>1 n>1 n>1 n>1

8/> In(1— #) 9/ (n—l)l(n+2) 10/ X2 35:4171'
n>1 n>2 n>3
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Corrigé. 1/Posons Sy = 5 W22 0Op g

(<t (P HD?
N N
n(n + 2) n n+1 1 N+1
= 1 = 1 - In-—1
Sw=2 Gy Z(n +1 n+2> 2T N2
n=1 n=1
Alors
2 1
S ”("+12)— lim Sy =In-
n>1 (n—l— ) N—+o00
2/Posons S,, = On a
/ 13% k(k+1)(k+2)
- 1 Il 1 I~ 1
Sn =2 D D D e D P
klek+1Xk+2) 264k f=k+1l 2= k+2

| "1 1 1 (<1 1 1 1
S,==) - — -1 = - 1-=
- (Sh-rrer) <5 (S )

k=1 k=1 k=1
_ 7
4 n+2
Donc
1
———— = lim S, =—-.
21n(n—i— )(n+2) notoo 4
3/ Soit S, = > 7,‘:’—: =7 (%)k Sy, est la somme d’une suite géométrique de raison q = 2. Alors on a
1<k<n 1<k<n
3
g _31-(3)"
n 3 I’
AN
donc

3 . 72
Z 7n—2 nll,r_{_loos’l - 3'?'

4/ arctan (m) = arctan (m) Posons tana=n+1 et tanf =n, on a

1+(n+1)n
tan( 8) tan o — tan 8 n+l-—n 1
an(a — () = = =
l+tanatan 1+ (n+1)n n2>4+n+1’
alors
t ! Jé] tan(n + 1) t
arctan [ ———— | = o — § = arctan(n — arctann.
n?+n+1
Donc
1 n
Z arctan (l@—i—k—i—l) (arctan(k + 1) — arctan k) = arctan(n + 1) — arctan 1.
k=1 k=1
D’ot

1
Z arctan( m) = lim (arctan(n+ 1) —arctanl) =

n—-+oo
n>1

e
N
N
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5/ 0On ae” =
Pour x =1,
donc

6/ On sait que e = > L.

donc

7/ On aln(l1+ 1)

donc

8/ On aln(1 —

donc

e =, pour tout v € R.
n>0

e= Y %, alors

n>0

;H:Z(/ﬂq)!

k=1 k=1 (k —1)!
k-1 - 1
=>. +
Pt (k—1)! — (k—1)!
72”: L 1
o k=2t = k-
Tﬁ = 1 + 1 = 2e
= n! n22(n —2)! = (n—1)! '

n!
n>0

k=1 k=1 k=1
k21 - 1
- + Z
o k=D (-
" k+1 i 1
T2 - IR IR
=2 k=1
n 3 n n
=D Gty T
k= k=3 1

1 1
_3)'+nzl(”_1)! = be.

=In(n+ 1) —Inn, alors

>

=> (In(k+1)—Ink) =1In(n+1),
k=1 k=1

Z In(1+ l) = hm In(n+1) = +oo.

n n——+oo

n>1

7)) = In(2%1) — In(;15), alors

. 1 & k—1 k

Zln(l—!—kz)—Z(ln( : )—ln(k+1)> —1In(2 )+ln(n+1),

k=2 k=2

3 (1 + Ly dim (@) 4 m(—")) = e
n? n—r+00 n+1

n>2
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1

Q/Ona P

(-
1
k—1) I<;+2 3<Zk—1 Zk+2> 18+

1 =1
(n—1)(n+2) — 3

n

Y GG

k= 2

1

n

1
+ +
n+1

(

1
3
donc

11

1
;(n—l)(n—i—Z) N

2n—1 __ 1

10/ On a n3—4n — 4n + 8(n3—2) -

5
8(nt2)’ ©

on obtient que

n>3
Exercice 2. Déterminer la nature des séries suivantes :
n
1S (74) 2/ %t
n>0
12
5/ z e 6/ 3 G

n>1
9/ > arctan (53%7) 10/ Z o
n>0

n>0

3L ey 4/ L5 sin(E)"
7/ zf 8/2 Vil

1/ 5o 12/2 “””
n>0

n>1

lim
n—-+oo

Indication.

1/

n
n _ ,—1 )
(777.—9—1) =e +, elle est divergente.
2/ n3L+1 ~ #, série de Riemann convergente.

1

v/n(n+1)
4/ 5"sin(2)" ~ (

3/

~ série divergente.

n’

45

)", série géométrique divergente.

5/ On applique la régle de d’Alembert.

Exercice 3. Préciser la nature des séries suivantes :
1/21n<nig+}) 2/ % (14+5)" >0 :’)/Z(Tﬂ+ )
6/ Z (— 7/ Y exp(—mtL

5/2246 .2n 3 ) L
n n

n>1
9/2 n2+ 10/ glm
)ZIH( +n2+n 1) ~

,x>0—e® #0.

4 X G (1+3)
n>1

8/ % s

Inn
n>2

)n 2"

)

n2+n+1

Indication. e |

1/ ln(

2 ~Y
n24+n—1

2/ (1+2)"

i

4/ Tin(1+1)~

n241
n24+n+1

3/

n2
) — el

1
n2 -

)-

18"

1
n+2

)
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5/ 246.2n _ 2 22t (4’ Alembert).
6/ (—1)" 2—, (Leibniz).

7/ exp(— ’;lel) ~e ",

8/ ! lnn . (Leibniz).

9/ En appliquant le développement limité, on trouve

A=)

C’est-a-dire que le terme général de la série est la somme des trois termes a, = W b ==L ete, =
n TL2 »Yn ’I’L4 n

0 (%) La série > a, est convergente par le critére des séries alternées, la série Y b, est convergente
n n

par le critére de Riemann et la série > c, est convergente a fortiori. Par conséquent, la série initiale est
n

convergente.
10/ U, Crritére de Logarithme.

(1 n lnn .

lim L (U%J .

n—+oo Inn

Exercice 4. Etablir une comparaison avec des intégrales

n n n

(a)Z% ~lInn (b)Z\/E ~ %n\/ﬁ (¢)In(n!) ~nlnn

k=1 k=1 k:

~ In(lnn).

Corrigé. (a) Soit la fonction f(z) =21, x €]0,+o00[.

f est décroissante sur ]0,+o0[. Alors pour n <x <n+1ona f(n+1) < f(z) < f(n) pourn >1, on

intégrant de n a n—+ 1 on obtient que

par récurrence on trouve

n "y n—1
SUCEN e S}
k=2 k=1

alors
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on déduit

de plus on a
alors, on btient
d’ot

(b) Soit la fonction f(z) =/x, z € [0,4o0].
f est croissante sur [0,4o00[. Alors pourn <z <n+1ona f(n) < f(z) < f(n+1) pour n > 0, on

intégrant den an—+ 1 on obtient que
n+1
\/ﬁg/ Vedr <Vn+1,
n

par récurrence on trouve

S0 < [ Vade <y s,
k=0 0 k=1
alors
- g < [ Vade <Y 50 - 50)
k=0 0 k=0
on déduit
[ Vadss 10 <Y 109 < [ vEde s s,
k=0 0

de plus on a

alors, on btient

d’ot

1< lim Zj;"‘/@ <1
n—-+o00 3n\/ﬁ
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(¢) On a

1n(n!):ln(1><2><3><~--(n—1)xn)=zn:lnk:.
1

(d) Soit la fonction f(x) =122z €]0,+oo[.

f est croissante sur )0, e[ et décroissante sur |e, +00|. Alors pourn <z <n+1ona f(n+1l) < f(z) < f(n)

pour n > 3, on intégrant de n a n+ 1 on obtient que

)

n+1
ln(n+1)</ midx<ml
n+1 =/, z —n

par récurrence on trouve

n " n—1
S [ Brar< Y s,
k=4 3 k=3
alors
£ - 1) < [ EEde <Y 1) - o),
k=3 3 k=3
on déduit

de plus on a

alors, on btient

d’ou




Chapitre 2

Suites et séries de fonctions

Dans tout ce chapitre, la lettre K désigne le corps R des nombres réels ou le corps C des nombres complexes.
F(E,K) I'ensemble des fonctions définies sur £ # () & valeurs dans K.

Le but de ce chapitre est de donner un sens précis & la phrase “la suite de fonctions (f,,)nen converge sur I C K
vers une fonction f 7, et de voir, selon le type de convergence, les propriétés des f, qui sont préservées par

passage a la limite.

2.1 Suites de fonctions

Définition 2.1.1 ]

Soit E C K. Une application f: N — F(F,K) s’appele suite de fonctions sur E, on le note (f,)nen ot
fn = f(n), on dit encore que (f,)n est une suite d’éléments de F(E,K).

Exemple 2.1.1.

fol)=14+nz, z€R, neN.

folx) =1, filx)=1+=x, folx)=1+2x, ---

2.1.1 Convergence simple

— Définition 2.1.2

Soit D une partie non vide de K. Soit (f,,)nen une suite de fonctions définies sur D a valeurs dans K.
La suite de fonctions (f,)neny converge simplement vers la fonction f sur D si et seulement si pour
chaque z de D, la suite numérique (f,,(z))nen converge vers le nombre f(z).

On dit dans ce cas que f est la limite simple sur D de la suite de fonctions (f,,)nen. Autrement dit

Ve € D,Ve >0,3ng e N: Vn>ng |fulz)— f(2)| <e,

ou VzxeD: f(x)= lim f,(z) ou BIJIrl fno=f ou f, — f.

n—-+oo n—-+oo
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Exemple 2.1.2. Pour z € [0,1] et n € N, on pose fp(x) = z™.
Sixze0,1], lim 2" =0etsix =1, lim x" =1. La suite de fonctions (fn)nen converge donc simplement

n—-4o0o n——+00

sur [0, 1] vers la fonction f définie par :

vxe[o,l]:{ f(x):(i Z ii[ill[,

On peut noter que la fonction limite f n’est pas continue en 1.

Exemple 2.1.3. Pour x € Ry et n € N, on pose f,(x) = nr
1+ nx
Six € RY, ngrfoofn(x) =1etsixz =0, ngrfoofn(m) = 0. La suite de fonctions (fn)nen converge donc
simplement sur Ry vers la fonction [ définie par :
Vo € R, - fley=1 s x>0,
Tl f@)=0 si =0

les fn sont toutes continues dérivables sur Ry, mais f ne l’est pas.

Exemple 2.1.4. Pour xz € [0,1] et n € N, on pose fn(x) = nz"(1 — z).
La suite de fonctions (fn)nen converge simplement sur [0, 1] vers la fonction nulle c-a-d hIJIrl fo(z) = 0= f(2).
n—-+0oo

les f, et [ sont toutes intégrable sur [0,1], mais
1 1
lim / folz)de =1 # / f(z)dx = 0.
0 0

n—-+oo

Remarque 2.1.1. La convergence simple ne conserve pas certaines propriétés des fonctions (continuité,

aspect borné, dérivabilité,--- ).

2.1.2 Convergence uniforme

— Définition 2.1.3

Soit (fn)nen une suite de fonctions définies sur D C K & valeurs dans K.
On dit que la suite de fonctions (f,)nen converge uniformement vers f si :

Ve >0,3ng €eN: Vn>ng, Ve e D; |fu(z)— flx) <e

ou
avec || fnlloo = sup|fn(2)]-
zeD

Cela signifie : pour tout € > 0, a partir d’'un certain rang N, les graphes de toutes les fonctions f, sont
“coincés”dans la “bande”de hauteur 2e comprise entre les graphes de f —e et de f + €.
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Exercice 5. Etudier la convergence simple et uniforme des suites de fonctions suivantes :
o fulx)=2a", sur(0,1];
o g,(z) =n?xe ™", sur[0,+o0|;
o () =x/(z*+n), surR;
o Uy (x) =xe®/",  sur[0,+ocl.

Corrigé. e Pour tout x € [0,1[, ™ — 0 lorsque n — oo. Donc la suite (f,) convergence simplement

vers la fonction nulle sur [0,1[. Or,

sup |z" —0| = sup z" =1,
z€[0,1] z€[0,1]

ce qui montre que la convergence n’est pas uniforme sur [0, 1].
e Pour tout x € R, n?re ™ — 0 lorsque n — oo. Donc la suite (g,) convergence simplement vers la

fonction nulle sur Ry. Or,

—na e n
sup |[nlze "* — 0’ = sup (ane "”“) =—.
z€RL z€RL €

En effet, la dérivée de la fonction x — n?xe "% est la fonction x — n2e~" (1 —nzx); on en déduit les
1

variations de gn(x), et en particulier le fait que g,(x) = nxe™"* atteint son mazimum en xr = —, d’ol

n

le résultat annoncé. Il s’ensuit que la convergence n’est pas uniforme sur Ry.
e Pour tout z € R, z/(x? +n) — 0 lorsque n — 0o. Donc la suite (¢,) convergence simplement vers la

fonction nulle sur R. La fonction (¢,) étant impaire, on a :

sup
z€R

—O) = sup = sup ¢n(z).

2 4n ceR, T2+ 1N zeR,
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Or,

TL—JT2

pn(z) = m7

qui s’annule pour x = £+/n. On en déduit qu’aisément que

sup ©n () = @n(vVn) = Tﬁ — 0 lorsque n — oo,
zER L n

de sorte que la convergence est uniforme sur R.
e Pour tout x € Ry, xe®/™ — x lorsque n — co. Donc la suite (1,,) converge simplement vers la fonction

Un(x) =z sur Ry. Or,

ze®/" —x‘ = supzx (ew/” — 1) .
zER4

sup [¢n () — ¢ (z)| = sup

zeERL rzER L

La dérivée de la fonction x — x (e”/” —1) est la fonction x — e®/™ (1 +x/n) — 1, qui est strictement

positive sur R. Ainsi, v — x (69”/” — 1) est strictement crotssante sur Ry, ce qui montre que

supm(e””/"—l) = lim x(e””—l) = o0.

z€R, T—+00

On en déduit que la convergence n’est pas uniforme.

Proposition 2.1.1 ]

La convergence uniforme est plus forte que la convergence simple.
C-a-d,
Convergence uni forme =—> Convergence simple.

En effet

Ve € D,Vn € N:|f,(z) — f(2)| < ||fn — [ n:; 0.

Proposition 2.1.2 ]

Si les fonctions f,, sont bornées sur D et convergent uniformement vers f, alors f est bornée.

En effet, dans la définition de la convergence uniforme, prenons € = 1.

Ing € N,Vn > ng, Vo € D : |f,(z) — f(z)| < 1,

or, fn, est bornée par hypothese, disons par M.

|f(@)] < 1f(x) = frol + [ fro| < M +e.

Proposition 2.1.3 ]

Si (fn)nen converge uniformement vers f sur D, avec f, continue pour tout n € N, alors f est continue
sur D.
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En effet, la convergence uniforme donne

Ve > 0,3ng € N:Vn >ng, Ve € D : |fo(x) — f(z)] < e,

et la continuité de f, en x¢y € D, donne

Ve > 0,30 > 0,Vx € D : |z — zo] < 6 = |fu(z) — fu(zo)| <e,

l'inégalité triangulaire donne : Va € D, pour |z — x| < 4, on a

|f (@) = fzo)| < [f(2) = fu(@)| + [fu(2) = fa(z0)| + [fulw0) — f(20)| < 3e.

Remarque 2.1.2. v Si une suite de fonctions continues converge simplement vers une fonction non

continue, la convergence n’est pas uniforme.

v Si fn est unifomement continue pour tout n € N et converge uniformement vers f, alors f est unifo-

mement continue.

r( Proposition 2.1.4 J

Si (fn)nen converge uniformement vers f sur I'intervalle borné I, avec f,, intégrable pour tout n, alors f
est intégrable sur I et

/f(x) de = lim [ f,(x)dx.
I I

n—oo

Démonstration. Les f, sont continues sur I , puisqu’il ya convergence uniforme, f est elle aussi continue,
donc intégrable.

Soit I = [a,b], puisque f,, converge uniformement vers f, alors
Ve >0,3ng €N; Vn>ng,Veel=][a,b] |fu(z)— f(x)]<e,
on integre membre & membre pour en déduire que pour tout n > ng
b
[ 15aa) = $(@)] dz < <0~ a),

et puisque

b b
/ (Fule) — f(z)) da| < / fule) — ()] da,

on en déduit que

/abfn(x)dx - /abf(x) dx

< E(b - CL),
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€ est arbitraire, donc on a bien

/f(x) de = lim [ f,(x)dz.
I

n—oQ I

Proposition 2.1.5 ]

Si (fn),en converge simplement vers f sur l'intervalle I, avec f, de classe C* pour tout n, et si ( To)nen
converge uniformement vers g, alors (fy), cy converge uniformement vers f, f est de classe Clet f'=g.

Démonstration. Soit [a,b] C I.
La suite (f;,),cy converge uniformement vers g, alors g est continue, donc admet des primitives. En particulier,

celle qui coincide avec f en a s’écrit :

De la méme fagon, on peut écrire pour tout n :

hue) = )+ [ £,
mais alors;
6(0) - 1) = | @) = 1uta) + [ (al0) - 1200 at].
Soit & > 0 fixé. puisque (fy), oy converge simplement vers f :
Ing e N,Vn>ng:  |f(a) — fula)| <e,
puisque (f},), cn converge uniformement vers g,
Iny € N,Vn > ny,Vt € [a,b]  |g(t) — f(t)] < e,
mais alors pour tout n > max(ng,n1), on a :
G(z) — fa(@)| < (Q1+z—a)e < (b—a+1)e.

Puisque ¢ est arbitraire, ceci montre que (f,),,cy converge uniformement vers G, qui est donc égale & f, et par

suite f est de classe C!, avec f' = g. g

2.1.3 Exercices

Exercice 6. Pour tout entier n > 0 et pour tout réel x on pose

TLSU?’

T 1fnz?
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1. Trowver la limite simple f de la suite de fonctions (fn),>o-
2. Calculer ||f — fulloo- La suite (fn),>o converge-t-elle uniformément vers f sur R 2.

3. Trouver la limite de la suite

< /0 S ) dx) "

Corrigé. 1. Sin est non nul, en divisant par n, on a

3

Jn(z) = m

Lorsque x n’est pas nul, la limite de (f,(x)) vaut donc f(z) = 23 /2% = .
Lorsque x = 0, la suite (f,(0)) est nulle et converge vers 0.
Done, pour tout x réel f(x) = x.

2. On a

TL.’EB x

f(x)*fn(x):xfl_’_nxQ = 1+ nz?

Comme la fonction g, = f — fn est impaire, on étudie ses variations sur [0, +oo[. Sur cet intervalle elle

est positive. On a

- 1+ na? — 2na? 1 — na?

gn () =

(1+nz2)2 (1 +na?)?’

La fonction g!, atteint son mazimum pour x = 1/y/n. Alors

1
I f = falloo= gn(1/v/n) = 2
Comme la suite (|| f — fn |loo) converge vers 0, la suite (f,) converge uniformément vers f sur R.

3. La suite (fy,) converge uniformément vers f sur [0,2] , et les fonctions f, sont continues sur [0,2] . Alors

on peut passer a la limite sous le signe d’intégration et

2

. 2 2 22
nin}roo/o fn(x)dx:/o flx)dz = {2}02.

Exercice 7. 1. L’inégalité suivante est-elle vérifier ?
k+1
In?(k) < / In*(t)dt <In*(k+1) 1<keN; te]l,+oo
k

2. Par une intégration par aprties calculer

/138 In?(t) dt.
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3. Donner un équivalent de

k=n
V, = Z In?(k), quand n — +00.
k=1

1
4. La série de terme général v est-elle convergente ?.
n

Corrigé. 1. Pour k > 1, puisque la fonction x — lnz(x) est croissante sur [1,00[, on a,

k<t<k+4+1=In*k) <In*) <In*(k+1)

k+1
— In?(k) g/ In?(t)dt <In®(k +1).
k

2. En utilisant une intégration par partie, pour u'(t) = 1 et v(t) = In*(t) on trouve
/ In?(t) dt = zIn*(x) — 2z In(z) + 22 — 2.
1

3. On a

k+1
In?(k) g/ In?(t)dt < In?(k +1),
k

en sommant ces ingalités de k =1 jusque k = n, on trouve
n+1
v, < / Im2(8) dt < V1 — In2(1),
1

ce qui écrit encore
n n+1
/ In?(t)dt <V, < / In?(t) dt,
1 1

ainsi, on trouve
nn?(n) —2nIn(n) +2n —2 <V, < (n+ DIn?*(n+1) —=2(n+ 1) In(n+1) +2(n+1) — 2,

Cect prouve que

V,, ~nln®(n).

Ainsi
1 1
V, o nln®(n)’

mats la série de terme général — L est convergente.
nln?(n)

4. Donc la série de terme général % est convergente.
n
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2.2 Séries de fonctions

Soit (fn),ecy une suite de fonctions définies sur I'intervalle I et (S,), oy la suite des sommes partielles, c-a-d
n
Ve el; Sp(x)= ka(x)
k=0

2.2.1 Convergence simple

— Définition 2.2.1 )

On dit que la série de fonctions ) f, converge simplement vers S sur I si la suite de fonctions (S,),,

n
converge simplement vers S sur I, on note alors
o0
S@) = falx), zel
n=0

S est appelée somme de la série de fonctions Y fi,.
n

Exemple 2.2.1. Soit [ =] —1,1], fau(x) = 2", alors la suite des sommes partielles est

1 — gntt

k=n k=n
Sp(x) = Z () = Zxk =
k=0 k=0

La série . f,, est convergente sur I =] —1,1[ de somme
S: -1, —R
x — S(z) = .

2.2.2 Convergence absolue

Définition 2.2.2

On dit que la série de fonctions Y f,, converge absolument sur [ si la série de fonctions Y | f,,| converge
n n
simplement.

Exemple 2.2.2. La réegle de d’Alembert permet de montrer que la série de fonctions an—? converge absolument
n

sur R wvers la fonction © —— €, c’est- a - dire

oo
z" .
d =
n!
n=0

Proposition 2.2.1: S }

la série de fonctions Y f,, est absolument convergente sur I, alors elle est simplement convergente sur I.
n

. s n . -
Exercice 8. Montrer que la série ) *— est simplement convergente sur [—1,1[, mais n'est absolument conver-
n>1

gente que sur | —1,1].
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Corrigé. Pour x = —1, la série > (_711)” elle convergente d’aprés le théoréme dee Leibniz, et pour x €] — 1,1]
n>1

la regle de d’Alembert nous permet de conclure la convergence absolue.

2.2.3 Convergence uniforme

/—( Définition 2.2.3 j

On dit que la série de fonctions ) f,, converge uniformement vers S sur [ si la suite de fonctions (S,),,

n
converge uniformement vers S sur 1.

sup |Sp(z) — S(z)| = sup |R,(z)| — 0.
zel zel n—00

Exemple 2.2.3. Soit o €]0,1].

La série Y a™ converge uniformement vers x — — sur Uintervalle [—o, o]. En effet :
n

anrl an+1

— 0.
— 1 —o noo

sup  |Sp(z) — S(z)[ = sup

T€[—a,a] T€[—a,a] l—2

Exemple 2.2.4. (Convergence uniforme non absolue)

On consideére les fonctions (fn)n21 constantes sur R, avec

(fn) converge uniformement vers f =0, par contre, elle n'est pas absolument convergente.

/—( Propriétés 2.2.1 J

Soit Y f,, une série de fonctions qui converge uniformement vers S sur I, alors :
n

1. > fn converge simplement vers S sur I.
n

2. Si les f, sont bornées sur I, S est bornée sur I.
3. Si les f, sont continues sur I, S est continue sur I.

4. Siles f, sont intégrables sur 'intervalle borné I, S est intégrable sur I, avec

/I<+Z:fn(x)> do = +z_joo/lfn(g;) da.

5. Siles f, sont de classe C! sur I'intervalle I, s'il éxiste 2o € I tel que Y f,, (7o) converge simplement
n
vers S et si Y f! converge uniformement vers P, alors Y f,, converge uniformement vers S, de plus

S est dérivable et S’ = P,

+oo +o00 !
Vo € I; Zf,’t(ac) = <Z fn(x)> .
n=0 n=0

Exemple 2.2.5. (Convergence absolue non uniforme)

On consideére la fonction f, définie par :

I { [0,1] — R,

x — g — gl
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la suite des sommes partielles est

Sp(z) =1— 2",
qui converge simplement vers la fonction

1, siz €0,1],
0, st x = 1.

S(z) = {

Les f,, sont continues et S ne lest pas, donc il n’ya pas convergence uniforme. Par contre, puisque les f, sont

positives, on a

n

Vo € 0,1 Y [fu(@)| =) fulz) = Sulz) — S(@),
k=0

k=0

c-a-d. converge absolue.

Théoréme 2.2.1: théoréme de Dini j

Soit (fn)nen une suite de fonctions continue et simplement convergente vers f sur D. Si la suite (f,,)nen
est croissante, la convergence est uniforme.

2.2.4 Convergence normale

— Définition 2.2.4

On dit que la série de fonctions Y f,, converge normalement sur I, s’il existe une suite de réels positifs
n

(am),, telle que :
(1) Ye eI, |fo(2) <an,

(i) > v, est une série numérique convergente.
n

Exemple 2.2.6. La série de fonctions Y ﬁ est normalement convergente sur R. En effet, on a
n>1

(i) Vz € R;

< %, pour tout n € N*,

_1
n2+x2

(i) Y 7z est une série numérique convergente (série de Riemann).

n>1

Proposition 2.2.2 ]

Si la série de fonctions > f,, est normalement convegente sur I, alors elle est simplement, absolument et

n
uniformement convergente sur I.

Démonstration. Supposons que la série de fonctions ) f,, est normalement convergente sur I, avec (ay),,
n

comme ci-dessus, alors il est clair que pour tout = € I, la série > |f,(z)| converge, donc la série > f, est
n n

absolument convergente, donc simplement convergente. Notons S = > f,,
n

+00
< 2{: Ok = Pn,

k=n+1

+o0
> @)

k=n-+1

Ve el; |Sy(x)—S(z)|=




42 Suites et séries de fonctions

ou (pn),, est la suite des restes d’une série convergente, donc (py), tend vers zéro indépendament de z, cela

permet de dire que > f,, est une série de fonctions uniformement convergente. O
n

Exemple 2.2.7. Soit la série de fonctions > ne~*V7 1z € [1,+00.
n>0

On a fn(x) =ne=*V", f, est dérivable sur [1,+oo[ et
fi(x) = —nyne™ V" <0, Ve [l1,+00],

donc

sup | fu()] = fu(l) = ne V",
z€[1,4+o00]

et la série S ne=V™ converge d’aprés le critére de Riemann, car
n>0

limn2ne~ V" = 0.
“+o0

D’oti la série de fonctions Y. ne=*V™ converge normalement sur [1,+ocl.
n>0

,—( Théoréme 2.2.2: Critére d’Abel uniforme J

Soient > uy et Y v, des séries de fonctions sur I. On suppose
n n

1. JA e R, Vp,ge N, p<q,Vz e I :
q
> ul(@)] < A
k=p

2. la suite (un(x))

3. la série Y |un () — tupy1| est uniformement convergente sur I.
n

,, converge uniformement vers 0 sur I,

Alors; la série de fonctions Y u,v, est unifomement convergente sur I.
n

,—( Corollaire 2.2.1: S j

it pour tout n € N, w, = (—1)"u, ol u, est une fonction définie sur I. On suppose
1. Vo € I, up(z) est décroissante,

2. la série Y u,, tent uniformement vers 0 sur I.
n

Alors, la série de fonctions Y wy, converge uniformement dans 1.
n

Exemple 2.2.8. On considere la série

on a, pour tout x € [1,+o00f; n+— -1 décroissante et

— < sup
n z>1

1—>
n¥* n +oo
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2.3 Sommaire pour I’étude d’une série de fonctions

Pour étudier, sur un exemple donné, les types de convergence d’une série de fonctions Y f,(z), on peut proposer

neN
le plan suivant, qu’il sera parfois nécessaire de compléter :
Ej"' i'r:h\.'lrrgv-l—rlllr
simplement T
\—\im
ol -\1""‘--_..,___$
E fr comverge-t-clle Itemplacer I par le domaine
normalement 7 Y [’CD de convergence simple
e
i
Z Fa tonverge normaloment, done Est-ce ||_|r'I ||a_ =30
absolument, uniformément, simplement puaane] m—sms T
luui
Est-ce ||, || o =0
quand n—kso
Jum’
E Sfn comverge uniformément, E fn ne converge
done =lm rrlruarrﬂ pas aniformst ment

2.3.1 Exercices

. —1)"
Exercice 9. Pour n > 0: on pose u, = (Qnﬁl ,Sn = Y ug.
0<k<n
1. Calculer fn(x) = > (—1)Fx2k
k=0
! o~ (D
2. Montrer que [, fn(x)dx = kzo ST

3. Calculer S,, — fol 1Jr%dac.

4. Déduire lim S,.

n—-+oo

Corrigé. u, = %,Sn = > ug.
<k<n
1. Calculons f,(z) = Y. (=1)kz?.
k=0

2
Z P 14+
2 M 1 _ N~ (DR
: ontrons que fo fn(z)dx = Z 2k+1
1 1 n n 1
/ fn(m)dxz/ Z(—l)kakdfc—Z(—l)k/ v dx
0 0 k=0 k=0 0
n 22k+1 71 " (—1)k
k=0 0 k=0
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3. Calculons S,, — fol 1+%dac.

L | "L (—1)k |
Sp — dx = — d
/0 1+a22™ ;§2k+1 /0 1+22 "
1 1 1
- W(2)de — | ——d
| o= [ e
1 1 — (—g2)ntl
:/ (=2") S dx
0 1+ 22 1+ 22

1 x2n+2
=(-1D" ——dx.
(=1) /0 T+a2"

4. lim S,.

n——+o0o

On a pour tout x € R :

1 x2n+2 1 1
0< / 5dr < / 222y = — 0.
o 1+=z 0 2n+3

Donc
1
1
lim S, :/0 mdm = [arctan z]}) = %

n——+oo

Exercice 10. Soit la série de fonctions suivante :

“+o0 “+o0

X
ZU"(I) = Z 1+ 22" Ve e R
n=0 n=0

a. Quelle est sa fonction somme sur tout R .
b. Est-elle uniformément convergente sur tout R ¢
c. Est-elle uniformément convergente sur le domaine [0,1] ?

d. Montrer qu’elle est normalement convergente sur [a, +00[, ot a > 0.

Corrigé. Soit la série de fonctions suivante :
+oo +oo T
S U =3 T vreR
n=0 n=0 (1 T )n
a. Soit Sy, la suite des sommes partielles associée a la série Z:Z% Un(z), on a alors :
Sp(z) = Uk(z) = ——F == —_
n(2) Z k(@) Z(1+x2)k~ ’;)(1+x2)k’
qui est une progression géométrique de raison q = ﬁ < 1 pour tout x € R*, donc

L~ e

1422
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Soit S(z) = lim S,(z), pour x =0: u,(0) =0, i vient que :

n—-+oo
—+oo
> U (0)=0.
n=0

Finalement : la somme est une fonction définie sur tout R comme suit :

1-i-w2 . R*
S _ =, S TE
(@) { 0, si z=0

b. Il est clair que la convergence n’est pas uniforme sur tout R du moment que la fonction somme n’est pas

continue sur R.

c. La convergence ne peut pas étre uniforme sur [0,1] du fait que le probléme est au niveau de 0.

d. La convergence normale sur [, +0o[, 0o « > 0. On a

. 1—(2n—1)z?
Vo € [0, +oo;Vn € N*: ) (z) = A+ a2y
1
x 0 2n—1 oo
U, () + 0 N
Un ()
Alors Voo > —=—, on a

V2n—1"

S swp |un<m>|=2un<a>=;(l+‘zg),,

nzf”e[a**“[ n>1
> W est une série numérique convegrente d’aprés la regle de d’Alembert. Ce qui répent a notre
>1

question.

Exercice 11. Soit > u, la série de fonctions de terme général u,(x) = 2%(1 + 22)"",x € R.
n>1

1. Calculer la somme S(x) de la série > uy,.

2. La série est-elle uniformément convergente ?.

Corrigé. 1. Pourxz #0

+oo xQ +oo 1 n 1

2 2
g —— =T E — | - 1l]|=2"—7—-1| =1L
n:1(1—|—z2) < (1—1—3:2) ) (1—1+m2 )

n=0
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De plus, la somme de la série est nulle si x = 0, de maniére évidente. Donc,

_ 1, six#0,
Sle) = { 0, siz=0.

2. Chagque u,, est continue sur R, mais la somme S n’est pas continue (en x = 0). La convergence ne peut

donc pas étre uniforme.

Exercice 12. Pourn > 1 et z € R, on pose u,(z) = nz’e V"

1. Démontrer que la série > u, converge simplement sur R.

n

2. Démontrer que la convergence n’est pas normale sur R .
3. Démontrer que la convergence est normale sur tout intervalle [a, +oo[ avec a > 0.

4. La convergence est-elle uniforme sur Ry ?.

Corrigé. 1. Soit x > 0 fizé. Alors n*u,(x) = x2e~*V"3I" tend vers 0. Par comparaison a une série de

Riemann convergente, la série Y u,(x) est convergente.
n

. On va calculer sup|u, (z)|. On remarque d’abord que u,, est une fonction positive. De plus, elle est dérivable

z€R

et sa dérivée vaut

ul (z) = n(2zx?/n)e V" = na(2zy/n)e "V,

n

On en déduit que u,, est croissante sur l’intervalle [0, %} et décroissante sur l'intervalle [%, +o0[. On a

donc

2
| un [|+00= “n(ﬁ) =4e?.

C’est le terme général d’une série (grossiérement) divergente, et donc la convergence n’est pas normale

sur Ry.

. Pourn > ;%, on aa > % et donc la fonction wu, est décroissante sur [a,4+oo[. On en déduit que, pour

tout x > a, on a

|un(2)] < un(a).

Le membre de droite est le terme général d’une série numérique (il ne dépend plus de x) convergente : ceci

prouve la convergence normale de la série Y u, sur [a,+oo]. Remarquons que le fait que l'inégalité ne soit
n
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vraie qu’d partir d’un certain rang (qui est indépendant de x € [a,+00[.) ne change rien d la convergence

normale.

4. Notons Ry le reste d’ordre n de la série. Puisque uy > 0 pour tout k , on a

“+o0

R, (z) = Z ug(x) > upar(x).

k=n-+1

D’aprés le résultat de la question 2.,

| R [ 400> tng1 [|4o0= 4€*.
Ceci ne tend pas vers 0 et donc la convergence n’est pas uniforme sur R .

Exercice 13. On considere la série de fonctions

1. Prouver que S est définie sur I =] — 1, 400].
2. Prouver que S est continue sur I.

3. Prouver que S est dérivable sur I, calculer sa dérivée et en déduire que S est croissante sur 1.

4. Quelle est la limite de S en —1 %2 en +o0 ?

Corrigé. 1. 1l est clair que la suite (H#n)n, pour x > —1 fixé, est positive, décroissante et tend vers 0. Par

application du critére des séries alternées, la série est convergente pour tout x > —1.

H" PRSP . . , .
2. Posons up(z) = ;_Zn Nous avons vérifié o la question précédente que, pour © > —1 fixé, la série Y u,(x)
n

vérifie le critére des séries alternées. Par conséquent, on sait que son reste R, (x) vérifie

1

Rn < n Si
| o) 1<) na (@) 1€ ey

Puisque x > —1, on a en particulier

| Bn(2) [|<

1
e

Ceci tend vers 0 (indépendamment de x), de sorte qu’on a prouvé la convergence uniforme de la série

> un(x) sur I. Puisque chaque fonction u, est continue, la fonction S est continue sur I.
n
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_1\yn+1 . R . L
3. Chaque fonction u,, est dérivable sur I avec ul (x) = % . De méme qu’a la question précédente,

pour x > —1 fizé, la série Z:g un(x) est convergente car elle vérifie les conditions du critére des séries
alternées. De plus, si on note T,,(x) = Z;j’lﬂ ug(x) son reste, on a | Tp,(z) |< m < L, inégalité
valable pour tout x > —1. On peut donc majorer le reste par une quantité qui tend vers O : la série dérivée

est uniformément convergente. On en déduit que la fonction S est dérivable, et que sa dérivée est donnée

_1)n+t . L. ,
par Y. ﬁ . De plus, on sait qu’on peut encadrer la somme d’une série alternée par deux sommes

n>1
partielles consécutives, par exemple ici
1 1 1

O eF 1 Gy SY@ S

En particulier, la dérivée est positive et la fonction est croissante.

4. De méme qu’a la question précédente, par le critére des séries alternées, on peut encadrer S par deux

sommes partielles consécutives :

1 1 1
<S5 < - .
r+17 (@) = x+1+m+2

1l suffit alors d’appliquer le théoreme d’encadrement des limites pour prouver que

lim S(z) = ocet lim S(z) =0.

rz——1 r—+00




Chapitre 3

Séries entieres

3.1 Introduction

Les séries entieres sont des séries de fonctions de forme particuliere. On s’intéresse dans un premier temps aux
propriétés de la somme d’une série entiere (domaine de convergence, continuité,- - - ), on verra ensuite comment
exprimer des fonctions usuelles comme somme des séries entieres. elles sont bien adaptées a l'opération de

dérivation, et donc a la résolution d’équations différentielles.

~( Définition 3.1.1 |

On appelle série entiere une série de fonctions du type
E anz",
n

ol (ay)n est une suite numérique et z désigne une variable complexe ou réelle.

- Comme pour les séries de fonctions, on cherche ’ensemble :

n

D= {z eC: Zanz" cam)erge} ,
ou

D= {x eR: Zanx” com)erge} ,

n

qu’on appelle domaine de convergence de la série entiere.

Exemple 3.1.1. Les séries suivantes sont des séries entiéres

1/2%7: 2/2%2 3/2% 4/ “nlzm.

n>0 n>1 n>1 n>0
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3.2 Lemme D’Abel

Soit Y a,z™ une série entiere. On suppose qu’il éxiste 2y € K (K désigne C ou R) tel que la suite (a,z{), soit
n

bornée. Alors

1. La série > a,x™ est absolument convergente pour |z| < |zg|.
n

2. La série > a,a™ est normalement convergente pour |z| < r pour tout 0 < r < |zg|.
n

Démonstration. On suppose bien siir g # 0, sinon il n’y a rien a dire. Puisque Y a,z{ converge, elle n’est
n

pas trivialement divergente, donc lim a,x] = 0. En particulier, cette suite est bornée (rappelons que toute
n— oo

suite admettant une limite est bornée), disons par M. Soit x tel que |z| < |zo|, alors :

z|" z |"
n| __ n
lanz™| = lanzg| |—| <M|—| ,
Zo To
x z |"
or |—| < 1,donc Y |—| est une série géométrique convergente, par suite Y |a,2™| converge, i.e. Y a,z™ est
0 n | L0 n n
absolument convergente. O

3.3 Rayon de convergence d’une série entiere

,—( Théoréme 3.3.1 j

Soit > a,x™ une série entiere, alors il éxiste un unique nombre réel R > 0 (éventiellement infini) tel que :

n

1. La série Y a,z™ converge absolument pour |z| < R.
n

2. La série > a,a™ diverge si |z| > R.
n

Démonstration. Soit I = {7" eRy; Yapr™ converge} I #Qcar0el.

n

On distinguera trois cas : I = {0}, I =R et {0} C I C R;.

1. I ={0}. On pose R = 0.
Soit x € R* alors |z| > 0 et par suite x ¢ I et la série > |a,2z™| diverge.
n

2. I =R,. On pose R = +oo. Prouvons que > a,x™ est absolument convergente pour tout = € R.
n

La série > |a,|r™ converge pour tout r > 0. Soit x € R*, il existe r > 0 tel que |z| < r. Ceci implique
n

|anz™| < |a,|r™ et d’apres le critére de comparaison la série Y a,z™ converge absolument.
n

3. {0} CICRy,S#{0} et I #R,.
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4. I est majoré. En effet, soit » € R*\I et supposons que r n’est pas un majorant de I. Il existe alors
r1 € I tel que r < 1. D’apres la définition de I, la série Y a,r] est convergente ainsi que Y a,r™ (car
n n
|an| ™ < |an|7}) et donc r € I ce qui est en contradiction avec 'hypothese r € R*\I. I est alors un
ensemble non vide et majoré donc admet une borne supérieure R = suI;)I .
re

Pour conclure, on doit prouver que > a,x™ converge absolument pour tout z, |z| < R et diverge pour
n

tout z, |z| > R.

5. Soit € R tel que |z| < R. Il existe p € I tel que |z| < p < R. Comme la série Y |a,|p" converge,
n

> |ana™| converge en vertu du théoréme de comparaison. » a,z" est alors absolument convergente.
n n

6. Soit z € R, |z| > R. Ceci implique que |z| ¢ I et donc la série Y |a,2™| diverge. Montrons que > a,z™
n n

diverge. Pour cela, on raisonne par l'absurde. Si > a,a"

n

converge, d’apres le lemme d’Abel, la série
> anxl est absolument convergente pour tout x € R, vérifiant R < |z1| < |z| et donc |z1] € I. On a alors
n

nécessairement |z1| < R = supl et ceci est en contradiction avec ’hypothese R < |z1| < |z].
rel

—_ Définition 3.3.1

N
J
Le nombre R = sup {r ERy : Y |anr™ converge}7 est appelé rayon de convergence de la série > a,z".
n

n

Remarque 3.3.1. {r ER;: E|an|r"} # 0, car il contient 0. Si cet ensemble est magjoré il admet une
n

borne sup. Sinon, on convient de poser R = +o0.

— Définition 3.3.2

Soient > a,z™ une série entiére et R son rayon de convergence.
n

e Dans R lintervalle | — R, R[ s’appele 'intervalle de convergence.

e Dans C le disque D(0,R) = {z € C: |z| < R} est appelé disque de convergence.

Remarques 3.3.1. On remarque que

1. Si R est fini, pour |z| = R on ne peut rien dire sur la nature de la série > a,x™ (le cas douteux).
n

2. Pour tout r € Ry tel que r < R, la série Y a,x™ est normalement (donc absolument et uniformément)
n

convergente sur [—r,r].

n

x
Exemple 3.3.1. La série entiére Y, — est de rayon de convergence R =1, elle est divergente pour x = 1.
n>1 n
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3.4 Méthodes de calcul du rayon de convergence

3.4.1 La regle de d’Alembert

/—( Théoréme 3.4.1 ]

Soit Y a,z™ une série entiere.

n
S’il éxiste ng € N : Vn > ng; a, # 0, alors le rayon de convergence R est doné par

R= lim —
N—+00 Uy 11
3.4.2 La regle d’Hadamard
— Théoreme 3.4.2
Le rayon de convergence de la série entiere » a,z" est
n
B 1 B 1
- im = - f n '
g Vlanl 0l 0 Vlenl

O, si (an,) est une suite bornée de réels positifs, on pose

lim a, = lim sup {ax; k >n}.
n—00 n—oo

C-a-d que lim a,, est la plus grande valeur d’adhérence de (a,,).
n—oo
Si a,, est positive non majorée, lim a, = +o0.
n—oo
Démonstration. On remarque que lim sup {/|a,z™| = |z| lm sup ¥/|ay].
n—-+oo n—-+o0o

On obtient le résultat demandé en utilisant le critere de Cauchy pour la convergence des séries numériques. [

Définition 3.4.1

Un réel [ est une valeur d’adhérence de la suite (u, ), s’il existe une suite extraite de (u,), qui converge
vers .

3.5 Opérations sur les séries entieres

Soient > a,x™ et Y b,z™ deux séries entieres de rayon de convergence respectif R, et Ry.
n n

3.5.1 Somme de séries entiéres

La série entiére somme Y (a, +b,)x™ est de rayon de convergence Ry, avec Rs > inf(R,, Rp) et pour tout z € R
n

tel que |z| < inf(Rq, Ryp),

Z(an +bp)a" = Zanx" + anx".

n
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/—( Théoréme 3.5.1 }

Soient Y a,x™ et Y b,z™ deux séries entiéres de rayon de convergence respectif R, et Rp.

n n

1. Si R, # Ry, alors le rayon de convergence de la série Y (a, + b, )a™ est Rs = inf(Rq, Rp).

2. Si R, = Ry, alors le rayon de convergence de la série > (a, + b,)z™ est Ry > R,.

Démonstration.
1. Supposons que R, < Rp.

a) Si R, > |z| alors Ry > |z| donc Y a,z™ et Y b,a™ sont absolument convergentes. Comme
n n

[(an +bp)2"| < lana™| + [bna™|,
donc la série Y (ay + by, )z™ converge absolument pour tout |z| < min(R,, Rp).
n
b) Pour R, < |z| on disting deux cas

i) Si R, < |x| < Rp, la série > a,x™ converge absolument et la série > b,a™ diverge, donc > (a, +
n n n

bp)x™ diverge.
1) Si R, < Ry < |z, les séries Y anz™ et Y bypz™ divergent, alors la série > (a, + by)z™ diverge.
n n n
Raisonnons par Pabsurde, > (a, +b,)2™ converge, d’apres le lemme d’Abel la série > (a, +by,)2"
n n

converge pour tout zg de R, tel que |zg| < |z| et en particulier pour z¢ vérifiant R, < |zg| <

Ry < |z|. D’ott la contradiction.

2. Si R, = Ry, C’est claire que la série > (a, + by)z™ converge absolument si || < R, = Rp. De plus
n

R, = Ry < R,.

Exemple 3.5.1. Soit a,, = —b, = 1, alors que Ry = +o0.

Exemple 3.5.2. Soient S(z) = > a™ et T(z) = > 1§3n x™ Les deux séries ont pour rayon de convergence
n>0 n>0

R =1, mais la série somme (S +T)(z) = 3. 5=2", a pour rayon de convergence R, = 2.
n>0
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3.5.2 Produit de séries entiéres

La série entiere produit Y c,a™ ol ¢, = >} _, akbn—i est de rayon de convergence R, avec R, > inf(R,, Rp)
n

et pour tout z € R tel que |z| < inf(R,, Rp),
oo o0 o0
Z cpx’ = <Z anm"> (Z bnx"> .
n=0 n=0 n=0

3.6 Propriétés fonctionnelles d’une série entiere

3.6.1 Continuité

Théoréme 3.6.1 ]

Soit > a,x™ une série entiere de rayon de convergence R # 0. Alors pour tout || < R, S(z) = > ana”
n n>0
est une fonction continue.

n

Démonstration. Soit 0 < r < R, pour tout n € N les fonctions f,(z) = a,x™ sont continues sur [—r,r| et

puisque la convergence est normale donc uniforme sur [—r, 7], S est continue dans [—r,r] pour tout r, 0 <r < R

donc continue sur | — R, R][. O

3.6.2 Intégration

Soit > a,x™ une série entiere de rayon de convergence R # 0. Alors pour tout a, b tels que a < b et [a,b] C
n

} - RaR[a

oo

b S
/ apx" dx = E / apx" dz.
a k=0 k=072

Proposition 3.6.1: L ]

s séries entieres Y a,2" et > na,z" ! ont le méme rayon de convergence.
n n

3.6.3 Dérivation

Soit > an,z™ une série entiere de rayon de convergence R # 0. Alors pour tout |z| < R la fonction = +—
n

oo g ana™ est indéfiniment dérivable et pour tout p € N,

%) (p) +o00
(Z ana:"> = Zn(n— 1) (n—p+1apz""P.
n=0

n=p
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3.7 Fonctions développables en séries entieres

— Définition 3.7.1 }

Soient R >0 et f:] — R, R— R.
On dit que f est développable en série entiere sur | — R, R[ 'l existe une suite de réels (ay,),>0 telle que :

Ve el -R,R[; f(x)= i anz".
n=0

1
Exemple 3.7.1. La fonction x — 1 est développable en série entiére sur | — 1,1[ puisque, on a :

1
Ve €] —1,1]; => am

/—( Théoréme 3.7.1 j

Si f(z) =302, anz™, pour tout x €] — R, R[, out R est le rayon de convergence, strictement positif, alors
f est de classe C* (] — R, R]) et on a

()

YneN: a,
n!

ott f(™ la dérivée d’ordre n de la fonction f, (c-a-d que la série entiere est la série de Taylor).

. o f(0)
Vre]-R,R[; f(x)= HZ:O = ™.
Exemple 3.7.2.
o0 mn
VeeR: e = Z o
n=0

Exercice 14. Montrer l'identité suivante :
Va,b e R: et = eat?,

Corrigé. Pour tout x € R, on a :

X n X gn
a b
e = g —'m", et e = E —'x”.
n! n!
n=0 n=0

Le produit de Cauchy du développement en série entiére de e®® et e®® donne pour tout x € R

> n k n—k
ar bxr __ a b n
cc Z( k!(n—k)!)x

n=0 \k=0

i 1 z”: n! kbnfk n
= — a x

=\ n! P kl(n —k)!

o0 1 n
= <n| Zcﬁ%“*) z"

n=0 k=0

70 n:
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Cas particulier, pour x = 1, on obtient l’egalité demandé.

,—[ Proposition 3.7.1: S J

fest C* sur | — R, R et §'il existe une constante M > 0 telle que

Ve el - RR[, VneN ’f(”)(:z:)‘ <M,

alors f est développable en série entiere en 0.

Exemple 3.7.3. OnaVz € R: |cos™(x)| < 1. alors

Ve eR: cos(z)= i (_1)nx2".

— (2n)!
Exercice 15. Soit la série entiere
+00 2l
—n +1
1. Déterminer son rayon de convergence.
+oo gntl 1
2. Posons f(x) = ngon 1 * Calculer f <2)
+oo pntl
Corrigé. Soit la série entiere .
n—on +1

1. Déterminons son rayon de convergence.

2
R= lim = lim nt =1.
n—+00 | Ap41 n—>+oon+1
“+o0 xn+1
2. Posons f(x) = .
o= 5

dt
T3 bowrz €] —-1,1[.

* Calculer f'(x) et/
0

+oo 1
* f(x) = ;095” = .

1—=x

x

dt

L ma-a).

=y~ -0
0

1
* Déduire f (2>
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* Pour x € [-1,1]; /f’(t)dt = / T3 —In(1 — ), alors f(z) = —In(1 — z).
0 0
. 1 1
1l s’ensuit que pour x = 3 f <2) =1In2.

Exercice 16. Pourn > 1, on pose S, =Y ,_; + et on s’intéresse a la série enticre Y S,a™. On note R son
n>1

rayon de convergence.

1. Démontrer que R =1.

2. On pose, pour x €]—1,1[, F(x) = > Spa™. Démontrer que pour tout x €]—1,1[, on a (1—x)F(z) = Y L.
n>1 n>1

3. En déduire la valeur de F(x) sur]—1,1][.
Corrigé. 1. 1. Il est d’abord clair que, pour toutn > 1, on a 1 < S, < n. Donc, pour p >0, on a

Ainsi, si p €]0,1[, la suite (Spp™) est bornée (on peut méme dire qu’elle tend vers 0), et si p > 1, la suite

(Snp™) tend vers +00. On en déduit que le rayon de convergence de S vaut 1.

2. On développe et on fait un changement d’indices dans une des deuxr sommes :
—+oo —+o0
(1—-2)F(x) = Z Spz"™ + Z Szt
n=1 n=1

+oo
::c—f—Z(Sn—Sn_l)x"

’i:z n
::E—l—zf

n
n=2

=—In(1—x).
3. Ayant reconnu le développement en série entiére de —In(1 — x), on en déduit que

~In(1—=)

Flw) = 1-2z

3.8 Développements usuels

Les développements en série entiecre des fonctions wusuelles sont tout simplement les

développements  limités  (illimités) vus en  premiére année. En  voici  quelques-uns
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(a—1)

(1—|—x)":1—|—cm:+a 51 24
+oo
B ale—1)---(a—n+1) B
,1+Z:1 g ", R=1,
2 +Oox”
e =1+x+§+---=;a, R = o0,
2 ot = , T2
COSLL’:I_?—FI—F:n:O(_l) (271)'7 R +OO7
. z3 x® I= n p2ntl
smx:x—§+5+...:n:0(_1) m, R =+,
x?  xt I o
coshgc:1+E+E+...:n:0(2n)!7 R = +o0,
. x> x? = p2n+l
smhx:x—l—g+5+~-~:nz:%(2n+1)!, R = +oo,
3 5 too 2n+1
arctanx:x—z+a;+~--:n_o(—1)”2xn+l, R=1,
In(1 + ) C Ty io( Rt
n xr)=xr— — —_— e e — —_ _— =
2 3 n, )
n=1
22 x3 +°°1;"
ln(lfx):fzfgf?,...:f;;’ R=1,
1 =
— 2 3 _ n,_n _
Tpo oot - —nz:%(—l)w, R=1

3.9 Equations différentielles

On cherche la solution d’une équation différentielle ordinaire sous forme de série entiere.

Exercice 17. On considére I’équation différentielle y' = y?, dont on cherche une solution développable en série

entiére, c-a-d sous la forme :
oo
_ n
y(fl:) - Z an -,
n=0
avec un rayon de convergence R strictement positif.

1. Ezxprimer en fonction des a, les coefficients b,, du développement en série entiére de y2,

vi(z) = Z bpx™.
n=0

2. Donner les équations que doivent vérifier ag,ay,--- pour que l'équation différentielle soit satisfaite.

3. On impose de plus la condition initiale y(0) = 1. En déduire ag,aq,--- et exprimery comme une fonction

usuelle.
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4. Retrouver directement le résultat en intégrant ’équation par la méthode des variables séparables.

Corrigé. 1. Le produit de Cauchy du développement en série entiere de y par elle-méme donne, pour tout
r €] —R,R[:

v = < akank> "
0

n=0 \k=

%)
- Z (ao(ln +a1ap-1+ -+ anaO) :L,n’

n=0

ce qui donne pour tout n >0
n
b, = Zakan—k-
k=0

2. D’autre part, le développement de la série dérivée est pour tout |x| < R

o oo
y'(z) = Z na,z" "t = Z(n + Dapy12™,
n=1 n=0

pour que y satifasse U'équation différentielle y' = y2, il faut donc que les a, vérifient

_ —_ 52
ay =by = agp,
2as = by = agay + a1a9 = 2apa1,

(n + ]-)anJrl =b, = ZZ:O AQn—k

3. La condition initiale y(0) = 1 donne ag = 1, et le systéme d’équations ci-dessus donne a; = 1 pour tout

n. Donc le développement en série entiére de y est tout simplement la solution est

o0 . 1
y(x) =) "= T
n=0

de rayon de convergence R = 1.

4. Noter que la fonction nulle est une solution (maximale) de I’équation y' = y>.

Pour y #0
/

Y

i

y/:yQ 2
-1
T+ A

)

1
= =Tt A=y =
Y

la prise en conte de la condition initiale y(0) = 1 donne :

y((E) = ’ Va 6] -1, 1[
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avec les conditions initiales

{ f(0) =2,
f(0)=0

400
flx) = Zanx", |z <R ot R >0,
n=0
1. Que dire de ag et aq ?
2. Etablir une relation de récurence verifiée par les coefficients a,,. En déduire a, pour tout n > 0.
3. Préciser le rayon de convergence de la série entiére Z:i% anpx”.
4. Rappeler le développement en série entiére de la fonction cosinus hyperbolique. En déduire une expression

plus simple de f.

Corrigé. f est développable en série entiére en 0 et f € CT°°, alors

F™(0)

n!

ap =

1. ap = f(0) =2 et a; = f'(0) = 0.

2. f(2) = P2 (0 + 2)(n + 1)any22™, en identifiant f (x) et f(x) on obtient

n=0

an
Yn>0: =
n = an+2 (n+2)(n+1))

puisque ag = 2 et a; = 0 ceci donne

2
Vn>0: agm+1 =0 et agnzm,
donc
f) =2 g
— (2n)!
xQn
Y m est absolument convergente par le critére de d’Alembert, on en déduit que R = +00.
n>0 n).
2n
4. cosha =37 (Z i Vo € R. On en déduit que
n)!

VeeR: f(x)=2coshx =¢€"+e 7.

too  n +oo (_1)nxn

CheT=Y Y

n=0 n=0
S~ (1 . (=0my
_Z n! n! z
n=0
+oo +oo
1 1 ) ) 1,
Y (P PEEP o
| | |
o ((Zn I (2n)! — (2n)!
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3.10 Exercices

Exercice 19. 1. Donner un exemple de série entiére de rayon de convergence .

2. Est-il possible de trouver des suites (ap )y et (bn)n telles que an, = o(by) et pourtant > anz™ et > b,z™ ont
n n

le méme rayon de convergence ?.

3. Quel est le lien entre le rayon de convergence des séries entiéres > anz" et » (—1)"a,2" ?.
n n

. ’ s - Y n .
Corrigé. 1. La série enticre ) = convient.
n>1

2. Sia, = %—H et by, =1, les deux séries ont méme rayon de convergence (égal & 1), et pourtant a,, = o(by,).

3. C’estle méme! on a|a,p™| = |(—=1)"anp™| pour tout p > 0, et donc, par définition du rayon de convergence,

les deux séries ont méme rayon de convergence.

Exercice 20. Déterminer le rayon de convergence des séries entiéres suivantes :

/Y F=a" 2/ 3 o 3/ Y (Im(n)a™ 4/ 3 S

n>1 n>0 n>1 n>0

-H" n n. nn.n

5/2 1><3><(~~-><)(2n+1)x 6/21‘ ‘ 7/an z.

n>1 n>1 n>1

Corrigé. 1/ Posons a,, = ﬁ Alors
Ap+1 _ n 17
anp n+1

et donc le rayon de convergence de cette série entiere est égal a 1.

2/ Posons a, = (2"—7:), Alors

An+1 n+1 1

= —
an (2n+2)2n+1) 4n+2
D’aprés la régle de d’Alembert, le rayon de convergence est +00.
3/ On sait que (InnR™) est borné si et seulement si |R| < 1. Ainsi, le rayon de convergence vaut 1. Ceci peut

se retrouver par la régle de d’Alembert, puisque

In(n+1) B Inn+In(1+ %L)
Inn Inn

— 1,

4/ Pour R >0, on a

2n +1 +oo 2

S (5]

Ceci est borné si et seulement si R? < 1. Le rayon de convergence est donc /2. On peut la encore donner une

prewve en utilisant la régle de d’Alembert.
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5/ Notant u,, = #y{;nﬂ)x”, on applique la regle de d’Alembert pour étudier la convergence absolue de

cette série. On a :

Un+1 |z|
= — 0.
Unp, 2n+1

La série entiére est donc convergente pour toute valeur de x. Son rayon de convergence est donc +oo.

6/ Pour |z| < 1, on remarque que |z|™ < |z|™ et donc la série est convergente. Pour |z| > 1, le terme général
de la série ne tend pas vers 0 et la série est donc grossierement divergente. On en déduit que le rayon de
convergence de la série entiere est 1.

7/ Pour u, = n"™" |z|", on étudie la convergence en appliquant la régle de Cauchy :

Inn Innxlnn

VUup =n " J,‘|:€ " |$|—>|$|

La série est donc convergente pour |x| < 1 et divergente pour |x| > 1. Son rayon de convergence vaut 1.

Exercice 21. Soit S la somme de la série entiére > a,x™ de rayon de convergence R > 0. Démontrer que S
n

est paire si et seulement si, pour tout k € N, agr41 = 0.
Corrigé. Supposons d’abord que asgy1 = 0 pour tout k € N. Alors S est paire comme somme d’une série de
fonctions paires. Réciproquement, supposons que S est paire, et posons R(x) = S(—x). Alors, on sait que, pour

tout x €] — R, R[, on a

T(x) = Z(—l)"anac”.

n>0

De plus, puisque S est paire, T et S coincident sur | — R, R[. C’est donc que, pour tout entier n € N, on a

an = (—1)"a,,. Ceci impose que a, =0 dés que n est impair.
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Chapitre 4

Introduite en 1822 par Joseph Fourier.

But de ce chapitre :

v' Calcul des coefficients de fourier.

v" Donner la série de fourier.

V' Théoreéme de Dirichlet.

v' Egalité de Parceval.

/—( Définition 4.0.1 }

On dira qu’une fonction f : R — C est périodique de période T > 0 si
flz+T) = f(z), Vo € R.

On dit encore f est T-périodique.

Exemple 4.0.1.

2

o La fonction x — e ov i2 = —1, est 2w-périodique.

e La fonction

@) = 1, si z€2k,2k+1), keZ
Y=\ -1, si xe2k+1,2k+2), kezZ

est périodique de période 2.

Lemme 4.0.1 j

Soit f une fonction T-périodique. Pour tout a € R

/OT f(z)dx = /:+Tf(x)da:.
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Remarque 4.0.1. Cas particuliers : Soit f une fonction T-périodique.

1. Si f est paire, alors pour tout x, on a

.
2

/OTf(x)dx_ i

2. Si f est impaire, alors pour tout x, on a

fl@)de =2 /07 f(z) da.

N

T
2

T T
/Of(x)dx: 3 f(z)dx = 0.

4.1 Coefficients de Fourier

On définit sur Pensemble F7' = {Fonctions 7' — périodiques de R dans C}, un produit scalaire par
1 [T —
Wge T fog= 1 [ S@ids
0

LVfgeF':f-g=g-f:
2. Vf,g,h € FT Ya,B € C:
a. (af +Bg)-h=oaf -h+pBg-h;
b. h-(af + Bg) =ah- f+Bh-g;
3.VfeFT . f-f>0.

Soit w = 2. Pour tout n € Z la fonction e,, définie sur R par e, (z) = €™“" on i = —1 appartient a F.

{en; n € Z} est une partie orthonormée de F'T (c-a-d, constituer une base orthonormée de FT'). En effet, pour

tout n € Z

1 T 1 /T , 1 (T
en~enzf/0 en(x)en(m)dxzf/o em‘”e*m“””dxzf/o dx =

Et pour n,m € Z avec n #m

1 [T S 1 /T ,
en - em = /0 en(z) em(x)de = T/ e e THMWT
1

0
T .
_ f/o ez(nfm)ww dx
1

- i(n —m)wT [g’(”*m)wT B 1] =0
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27

car, on a, pour w = 7
! n=meT — cog((n — m)wT) + i sin((n — m)wT)

= cos((n —m)2m) + i sin((n — m)27) = L.

Remarque 4.1.1. F7 est un espace de Hilbert.

On décompose les fonctions T-périodiques sur 'espace F1, f = > ¢, en, ¢, sont les coefficients de fourier.
ne”Z

On a

fen = (ch en> cey =Cp = ;/OT F(@)e= ™ dg,

neE”Z

ou grace a la périodicité

T
_ 1 2 —inwe
Cp = T/_gf(x)e dx.

Remarque 4.1.2. Cas particuliers :

v’ Si la fonction f est paire alors

Cp = C_n,

dans ce cas

flx)=co+ Qch cos(nw).

n>1

v’ Si la fonction f est impaire alors

Cp = —C_n,

dans ce cas

flx) = 21’ch sin(nwz).

n>1

En effet, dans le cas d’une fonction impaire par exemple, on décompose f comme suit

f=> enen

neL
= E Cp €y + Coeo + E Cp €n
n>1 n<—1
= g Cp €n + g C_n€_n
n>1 n>1
- E Cn (en - e—n)
n>1

d’autres part

inwe —inwe

en(x) —e_p(z)=¢e —e = 2isin(nwx)
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donc

flz) = Qich sin(nwz).

n>1

Si la fonction f est T-périodique de R dans R, la série de fourier associée a f est

o0
S¢(x) =m+ Z [an, cos(nwx) + by, sin(nwz)],
n=1
ol w = 2%7 m la moyenne de la fonction f sur T et ay,, b, sont les coefficients de fourier, avec
ag = 2m et by = 0;

Ay =

2 0z+T
T/ f(z) cos(nwz) dz, Vo €R;

2 a+T
by, = T/ f(@)sin(nwz)dz, VYaeR.

Le théoréme dessous est un résultat de convergence ponctuelle (simple) pour les séries de Fourier.

4.2 Théoreme de Dirichlet

Soient f une fonction T-périodique de R dans C et [a,b] C R. Si f est continue sur [a, b], dérivable par morgeau
sur [a, b] et pour tout xg € [a,b], f admet des limites & droite et & gauche en zg, notées f(xg) et f(xy ). Alors,

la série de fourier de f au point xy converge vers

e f(xg) si f est continue en xy.

+ —
x x
° W si f est discontinue en x.
L’égalité de Parseval dite parfois théoreme de Parseval est une formule fondamentale de la théorie des séries de

Fourier.
4.3 Egalité de Parseval

Pour toute fonction f de F7, on a la formule de Parseval

+oo

2 _ (g2 - (an)2+(bn)2:l r N2 da
> e = (e + S B = 4 [ (@)

n=-—oo
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4.4 Applications
Exercice 22. Soit f une fonction 2mw-périodique, définie par
flx)y=lz|, —-n<z<m.

1. Tracer le graphe de f sur [—m, .
2. Déterminer la série de Fourier associée a f.
3. Etudier la convergence de cette série.

1
+oo
4. Calculer p=0 W

1
. Dédui i
5. Déduire 3 Gp T 1)
Corrigé. 1. Le graphe de f.

2. La série de Fourier associée a f.
f est une fonction paire, donc b, =0, Vn € N.
Calcul de ag :

2 (7 1 (7
a0 = 5 ; f(x)dx:;/o rdr =m.

Calcul de a,, :

1 T
n=— 5 dx.
a 7T/0 f(x) cos(nx) dx

La calcul de a,, se fait par une intégration par parties, et on trouve :

2
an = nZn (=" -1)
- pour n = 2p, c-a-d n est pair, az, =0
=2p+1, c-a-d n est impai _
pour n =2p+1, c-a-d n est impair, aspt1 = T

finalement : La série de Fourier associée a f est

NE

Sp(z) =

| &

+ (an cos(nzx) + by, sin(nx))

1
2
n2r

LR

+ ((=1)™ — 1) cos(nx)

bo| 3

nem

1

T 4 1
=5~ ;pZ:O @12 cos((2p + 1)x).

3
Il
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3. La convergence : On a
— [ est continue sur [—m, 7 ;
— [ est dérivable sur [—m, 7).

Donc, d’apres le théoréme de Dirichlet, la série de Fourier associée a f converge vers f

Ve e R: S¢(x) = f(x).

4. On a pour tout x € R

Sya) = f@0) = - 23 L cos((2p+ 1))
ARG Wp:o@p‘i‘l)z P )
en particulier, pour x =0
T A 1
JO0) =523 5
2 7rp=0(2p+1)2
donc
:0(2p+1)2_ 8

5. Par U’égalité de Parseval
ag - 2 2 2 [P 2
— E br) = — d

et comme b, = 0 pour tout n, alors

2 > ™ 2
s 2 2 9, 2w
7+p220<“2p+1> —;/0 v ==

donc

> 4

> i =3
1 —_—.

= (2p+1) 96

Exercice 23. Déterminer la série de Fourier de la fonction périodique de période 2w définie par f(x) = x°

DL

pour —m < x < . En déduire la somme des séries — —
n>1M n>1 N n>1M

Corrigé. La fonction f est paire, ses coefficients en sinus sont nuls, et on a :

1 [ w2
= — d = —
a0 = o / et de = =,

—T

s
ay, = f/ x? cos(nx) dz.
0
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La calcul de a,, se fait par une double intégration par parties, et on trouve :

n 4

Maintenant, f est continue et C' par morceaux : cette fonction est somme de sa série de Fourier pour tout réel,

et on a donc, pour tout x dans [—m, 7],

2 —1)"
r? = % + 42( n2) cos(nx).
n>1

Si Uon fait x = 7, on obtient :

2
9o T 1
m=g )

n>1

On obtient exactement :
Si l'on fait x =0, on obtient cette fois :

Pour calculer la derniére somme demandée, il faut pouvoir mettre les coefficients au carré, et c’est ce que l'on

obtient dans l’égalité de Parseval, que ’on peut appliquer ici puisque f est continue :
1 (7 1 16
— / zt de = ) +3) —-

Ceci donne :

21_774 11\ _
nt 8 \5 9/ 90

n>1

Exercice 24. Soit f la fonction périodique de période 2 vérifiant f(x) = x — 23 pour tout x €] —1,1].

1. Déterminer les coefficients de Fourier de f.

00 (_)p

2. En déduire la somme de la série szo m
P

Corrigé. 1. La fonction f est impaire. Les coefficients de Fourier en cosinus sont donc nuls. Pour calculer les
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coefficients de Fourier en sinus, on utilise la formule et on réalise des intégrations par parties successives.

by — / "\ f() sin(nre) de

/f sin(nmx) dz

— dz° —1 d
A ( 2?2 — 1) cos(nmz) d

12 !
= / zsin(nrz) dx
0

m2n2
(71)n+112
mnd

2. Remarquons que la fonction f est continue et C'-par morceauz. La continuité n’est pas complétement
triviale. Elle vient de l'imparité de la fonction f qui fait qu’on a un recollement continu en 1. Ainsi, en

tout réel, f est somme de sa série de Fourier. En particulier, en %, on a

o n+1

7r
Z 71_3”3 sm(n§).

Or, sin(nf) est nul sin est pair. Sin = 2p+ 1, alors sin(nf) = sin(pr + §) = (=1)P. On en déduit que

_ o (-yr 7
Zﬁ32p+1 :§(2p+1)3_32'

Exercice 25. Soit f la fonction impaire et 2w-périodique définie par f(x) = T ia €)0, x|, et soit g définie

sur R par g(x) = f(z+1) — f(z = 1).

1. Déterminer les séries de Fourier de f et de g.

2

Lo sinn sin“n
2. En déduire que = 5
n>1 T n>1 T
Corrigé. 1. On commence par remarquer que la fonction est C1 par morceaux (elle n’est pas continue en les

points de wZ) et est impaire, et donc les coefficients de Fourier en cosinus sont nuls. Pour calculer ceux

en sinus, il suffit d’une simple intégration par parties, et on trouve que la série de Fourier de f est

Zsinnx
—

n>1
Pour trouver la série de Fourier de g, on peut chercher la valeur de g sur un intervalle de longueur 2w

puis intégrer... On peut aussi ruser de la fagon suivante : on commence par remarquer que g est paire
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(vérification facile). De plus, on a

2m 2m

/ ' g(x) cos(nx) dx = f(z+1)cos(nx) de — f(z = 1) cos(nx) dx
0 0 0

2r—1 2m+1
= / f(xz+ 1) cos(nz) de — / f(x —1)cos(nz) dz
—-1 -1
27 2m
= (u) cos(nu — n) du — (u) cos(nu + n) du
0 0

2
= / 2f(u) sin(n) sin(nu) du
0

sinn
=2 .
n

La série de Fourier de g est donc

2sinn
Z cos(nx).
n

n>1

2. Puisque f est C' par morceauz et qu’elle est continue en 1, on a

Zsizn:f(l):wfl'

n>1
D’autre part, g est continue par morceauz, 2m-périodique, on peut donc lui appliquer le théoréme de

Parseval, et on obtient

1 /2 5 1«~4sin’n
— dr = 5 )
o J, (9(z))” dz 222

Reste a calculer lintégrale. On commence par remarquer que g est paire et on se contente de calculer g sur

10, [. Remarquons aussi que siy €]—m,0], alors f(y) = T~y

. On a donc : six €]0,1], alors z+1 € [0, 7

e r—(z—1) —m—z+1
etf(:r—i—l):%.D’autrepart,x—le]—w,O] et flz—1) = T é:r ): T 2x—|— .Ona
alors

T—z—1+m+x-1
o) = fle 1)~ fla—1) = ! —r-1
*x stz €]1,m — 1], alors
T—z—1 m—x+1
- - -1
g(x) 3 5
. T—x—1 .
*x six €|lr— 1,7 alors flx +1)=fz+1-2m)=—f2n—2—1) = — et on obtient
g(z) = -1

On en déduit
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Revenant a lidentité de Parseval, on trouve

>

n>1

ce qui est bien l’égalité demandée.

sin®n
n2

T—1

2

i




Chapitre 5

Intégrales généralisées

En premiere année, on a étudié I'intégrale d’une fonction définie et continue sur un intervalle fermé borné de
R. Dans ce chapitre, on va étudier le cas d’une fonction continue sur un intervalle (a,b) (—oo < a < b < 400)

sans étre continue sur [a, b], par exemple
1 5 +o0 +o0 Inz
/ In zdx, / tan xdzx, / e “dx, / —dz,- - .
0 0 0 —co T
Ces intégrales sont appelées intégrale généralisée ou bien intégrale impropre.
Objectifs

* Etudier la convergence d’intégrales dont une borne est infinie ou encore avec au moins une borne ou la

fonction n’est pas définie et a une limite infinie.

* Calculer une intégrale généralisée.

5.1 Intégrales généralisées (impropres)

Définition 5.1.1

Une fonction f: I C R — R est dite localement intégrable sur I, si elle est intégrable sur tout intervalle
compact de I.

Exemple 5.1.1. La fonction f définie par :

Fz) = 0, st x est rationnel
Tl 1, si x estirrationnel

est un exemple d’une fonction n’étant pas localement intégrable.
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—_ Définition 5.1.2

On dit que ¢ est un point singulier pour la fonction f si elle n’est pas bornée en ce point i.e. lim f(z) = oco.
Tr—rcC

~( Définition 5.1.3

Soit f une fonction définie sur [a;b] & valeurs dans R ou C (—oco < a < b < +00), localement intégrable
sur [a; b[, on lui associe la fonction F' définie sur [a;b] et & valeurs dans R ou C par

Vi € [a;b]; /f

On dit que lintégrale de f sur [a;b] a un sens ou est convergente si et seulement si lin})F (x) existe.
T—r

Dans le cas contraire (la limite n’existe pas) on dit que l'intégrale de f sur [a;b[ n’a pas de sens ou est
divergente.

On appelle cette limite l'intégrale généralisée de f sur [a;b], noté f f(t)dt telle que

limF (x / f@)
r—b

Exemples 5.1.1. 1. La fonction t — %_t n’est pas définie en 2. L’intégrale f02 %_tdt est généralisée. Soit
€[0;2]
/ —dt [—In(2—¢t)];

—In2+1In(2-x) —, —0
T—r

L’intégrale f02 ﬁdt est divergente.

2. Soit lintégrale généralisée f1+oo %dt, pour tout x € [1;+00] on a

dt
/ —dt = 1—l — 1.
1 t2 Tr z—+oo

donc f1+oo dtdt converge.

—_ Définition 5.1.4

Soit f une fonction définie sur Ja; b] & valeurs dans R ou C (—oo < a < b < +00), localement intégrable
sur [a; b], on lui associe la fonction F' définie sur ]a; b] et & valeurs dans R ou C par

YV €]a; bl; / f @)

On dit que lintégrale de f sur Ja;b] a un sens ou est convergente si et seulement si lim F(x) existe.
r—a

Dans le cas contraire (la limite n’existe pas) on dit que l'intégrale de f sur ]a;b] n’a pas de sens ou est
divergente.

On appelle cette limite I'intégrale généralisée de f sur |a;b], noté f f(t)dt telle que

limF(x / f@)
Tr—ra

Exemples 5.1.2. 1. La fonction t — t+1 n’est pas définie en —1. L’intégrale f?l t_%ldt est généralisée. Soit
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x €] — 1;0]
0
1
—dt
ottt

I
e
=
—~
~
+
—_
=
(=)

L’intégrale ffl tJ%ldt est divergente.

2. Soit lintégrale généralisée fEOO e*dt, pour tout x €] — o0;0] on a

0
/e”dtzl—e“ — 1.
z Tr—r— 00

0
done [~ __ %dt converge.

— Définition 5.1.5

Soit f une fonction définie sur Ja; b[ & valeurs dans R ou C (—oo < a < b < +00), localement intégrable
sur Ja; b[. On dit que U'intégrale de f sur |a; b] est convergente, s’il existe ¢ €]a; b], tel que les intégrales de

f sur Ja; ] et [c; b] convergent, on appelle f; f@)de + fcb f(t)dt lintégrale généralisée de f sur ]a; b[, noté

/abf(t)dt - /acf(t)dt + /be(t)dt.

Exemple 5.1.2. fol #dt est une intégrale généralisée en 0 et 1.

Soit ¢ €]0;1[, on a pour tout x €]0; ]

c 1 ¢ 1
/ L= / L
> 11
‘/1 1
= -+ —|dt
[ (e
=[Int —In(1 —¢)];
=lnc—In(l—c¢)—Inz+In(1 —z) — 400,
z—0
alors [ Lzdt, est divergente, donc fol —zdt est divergente.

5.2 Calcul pratique des intégrales généralisées

5.2.1 Intégration par parties

,—[ Proposition 5.2.1 ]

Soient u et v deux fonctions définies sur [a;b[ & valeurs dans R ou C (—co < a < b < +00), de classe C!
sur [a; b, tels que la limite de uv en b existe. Les intégrales

b b
/ u'(t)v(t)dt, / w(t)v'(t)dt,

sont de méme nature, et on a

t—b

b b
/ o (Bo(®)dt = Tim (u(t)o(t)) — ula)v(a) — / Wt ().




76 Intégrales généralisées

Démonstration. On a

comme l'intégrale est généralisée en b, alors pour tout x € [a; b]

/b o (t)v(t)dt = lim ’ o' (t)v(t)dt,

z—=b J o

alors

/a ' u' (t)v(t)dt = lim ([u(t)v(t)]i - / xu(t)d(t)dt)

z—b

b
= lim (u(z)v(x)) — u(a)v(a) — / w(t)v' (t)dt,
r—b a
comme la limite de uv en b existe, les intégrales
b b
/ ' ()v(t)dt, et / w(t)v' (t)dt,
sont de méme nature. 0

Exemple 5.2.1. La fonction t — te™t est continue sur [0;+oo[. En utilisant une intégration par partie, en

calculant la somme de ’intégrale

+o0
/ te tdt,
0

t

on pose u(t) =t et v=-e"", alors

+oo z
/ te7tdt = lim (/ tetdt>
0 Tr—r+00 0

d’on, lintégrale f0+oo te~tdt est convergente et

—+o0
/ te tdt = 1.
0
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5.2.2 Changement de variable

,—[ Proposition 5.2.2 ]

Soit f : [a; b]— R une fonction continue sur [a;b] (—o0 < a < b < 400), et ¢ : [a; B[— [a;b], une fonction
de classe C!, et monotone sur [o; 8] (—o0 < a < 8 < +00), tels que p(a) = a et limﬁgo(x) =b.
z—

Alors les intégrales
B b
| @i e [ s

sont de méme nature, et en cas de convergence,

f?mmwwmzfﬂWt

Démonstration. Soient z € [a;b[ et y € [o; 5], posons

sz/ﬂwwetmwszmwwwm,

et montons que

On a

Il
~
—
S
—
£
G\
—
£

U

S

=G(y),

supposons que f; f(t)dt converge, donc lin}) [ fyde =1,
z—

Yy w(y)
/’ﬂﬂmmmmwszwnz/‘ f(tydt,

Comme lim ¢(y) = b, en déduit que
y—pB

e(y) b
lim ft)ydt = / fydt =1,

y—=B Jq

Vintégrale [ f(p(u))¢’(u)du converge.
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Inversement, supposons que [? f(¢(u))¢’(u)du converge, alors

i | " F o) (w)du =1,

y—B8
© est continue et monotone sur [a; B[, donc bijective et on a

e (x)

/ " ft)dt = Gl ) = J

[e3%
d’ott

x B
lim / F(t)ydt = / Fp(w)) ! (w)du = 1,

z—b

donc f; f(t)dt converge.

Finalement en passant a la limite lorsque y tend vers § dans F(p(y)) = G(y), on obtient 1’égalité

B b
/ F (@) (x)da = / F(t)dt.

Exemple 5.2.2. La nature de l’intégrale

/+OO dt
o tlnt

En utilisant le changement de variable t = €%, dt = ue“du (¢ est de classe C1 et strictement monotone sur

[In2;400]), on trouve que les intégrales

tooqt T du
/ — et / —,
9 tint na U
ont la méme nature, et comme
/ T du
m2 U’
est divergente, alors

/+oo dt
5  tlnt’

est divergente.
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/—[ Proposition 5.2.3 ]
Soient f et g deux fonctions définies sur [a;b[ & valeurs dans R ou C, localement intégrables sur [a; b], si
les intégrales généralisées
b b
/ Ft)dt et / g()dt,
convergent, alors pour tout A € R l'intégrale généralisée
b
[+t
converge et on a
b b b
/ (f—i—)\g)(t)dt:/ f(t)dt+/\/ g(t)dt.
Démonstration. Soit = € [a; ]
b x
o=t (7420
a (lx .
= lim (/ ft)dt + )\/ g(t)dt)
z—b a a
= lim f@)dt + lim)\/ g(t)dt
z—=b J, z—b a
b b
- / FO)dt+ 2 / g(t)dt.
O

Proposition 5.2.4 J

Soit a € R,
1. L’intégrale fol t%dt converge si et seulement si o < 1.

2. L’intégrale frm & dt converge si et seulement si o > 1.

Démonstration.

1. Soit x €]0;1], on a

/lldt:{ ﬁ(l—ml_o‘), si a#l

to —In(z), si a=1

comme lim In(x) = —oo, alors
z—0

1—a {0, si 1—a>0

limz = .
=0 400, si 1—a<0

. 1 . . . .
donc hn}) fw t%dt existe si et seulement si o < 1, ainssi
r—r

1
1
[ L
o t
est convergente si et seulement si o < 1.

2. Pour z € [1;+0o0],

/w 1dt—{ = (1427, si a#l
1

e T\ In(z), si a=1
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or

r—+00

lim 2= — 0, si 1—a<0
T 4oo, si 1—a>0

. xT . . . . .
donc lim fl t%dt existe si et seulement si o > 1, ainssi
—+o0

x
+o00
1
[l
1 t

est convergente si et seulement si o > 1.

Remarque 5.2.1. L’intégrale

+oo
1
[ L
0 t
“+o00 1 “+o00
1 1 1
o 1t ot 1t

est divegente, car on a

1 1 400 1
/ t—adt converge pour o <1 et / t—adt converge pour o > 1.
o U 1

On vient de voir qu’une fois la primitive associée a I'intégrale généralisée

/a " foyat,

est explicitée alors on peut déduire la nature de cette intégrale, il suffit de calculer une limite de la primitive,

mais malheureusement trouver I'expression de celle-ci, n’est pas toujours facile, par exemple le cas de la fonction

sin(¢)

2 s’ . ’ . . . o N .
t— et outr— — - Comme pour les série numérique, il faut concevoir d’autres critéres qui nous permettent

de déterminer la nature d’une intégrale généralisée.
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5.3 Intégrale généralisée d’une fonction positive

,—[ Théoréme 5.3.1: Majoration ]

Soit f une fonction définie sur [a;b[ (—oo < a < b < 400) & valeurs dans R et localement intégrable sur
[a; b]. Alors la fonction

F) = [ " f(tyt,

définie sur [a; b[ est croissante et 'intégrale f; f(t)dt converge si et seulement si la fonction F' est majorée.
De plus, on a

Vo€ labl F(z) < / " Foy

Démonstration. La fonction f étant positive sur [a;b], alors

) = [ s,

est croissante sur [a; b[, car pour tout = € [a;b], F'(x) = f(z) > 0.
Soit I’ensemble
S ={F(x); = € [a;0b[},
S est non vide et admet une borne supérieur M. Montrer que
iﬂF(x) =M,

Comme M est une borne supérieure de S,
Vr € [a;b[; F(x) < M; et Ve>0; Jxg € [a;b]; F(xo) > M —e,
comme I est croissante, alors

Vo € [zo;b); M —e < F(xg) < F(z) <M < M +-¢,

ainsi
Vo € [zo;b]; |F(z) — M| < e,
d’ont
lim F(z) = M,

Pour la réciproque, supposons par I’absurde que f; f(t)dt converge, et que F n’est pas bornée. Comme F est

croissante, alors lirriF(x) = 400, d’autre part
z—

lim F'(z) = lim /ff f(t)dt = 400,

r—b r—b
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fab f(t)dt diverge, ce qui est absurde, ainsi F' est bornée. O

/—( Théoréme 5.3.2: Comparaisons }

Soient f et g deux fonctions définies sur [a;b] & valeurs réelles et localement intégrables sur [a;b[ ou
—00 < a < b < 400, supposons que pour tout ¢ € [a;b], 0 < f(t) < g(¢).

1. Si lintégrale fab g(t)dt converge, alors l'intégrale f; f(t)dt converge.
2. Si 'intégrale fab f(t)dt diverge, alors l'intégrale fj g(t)dt diverge.

Démonstration.
1. Posons
G(x):/ g(t)dt et F(x):/ f(®)dt; Vx € [a;b].

Comme pour tout ¢ € [a;b[; 0 < f(t) < g(t), et F, G sont croissantes sur [a;b[, on a
Vo € [a;b]; 0< F(z) < G(x).

Donc, si G est majorée, I' 'est également, d’aprés le théoreme de majoration f; f(t)dt converge.

2. Est la contraposée de 1..

/—( Théoréme 5.3.3: d’équivalence }

Soient f et g deux fonctions définies sur [a; b[ & valeurs dans R et localement intégrables sur [a; b[ (—oo <
a < b < +00), supposons f ~ g au voisinage de b, alors les intégrales

/a " Foydt et / ’ o),

Démonstration. Comme f ~ g au voisinage de b, il existe une fonction ¢ définie sur un voisinage [n;b[ de b

sont de méme nature.

vérifiant

Yt € [m;b]; f(b)e(t) =g(t) et lime(t) = 1.

t—b

Donc il existe £ € [n; b] tel que % < e(t) <2 ainsi
< f(t)e(t) = g(t) < 2f(1).

Alors, si I'intégrale f: f(t)dt converge, I'intégrale f; f(t)dt converge donc ffb 2f(t)dt converge, et d’aprés le

théoréme de comparaison fgb f(t)dt converge, fab g(t)dt converge aussi.
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Si f;g(t)dt diverge, f; g(t)dt diverge donc I'intégrale f; 1g(t)dt diverge, d’ou la divergence de f; f(t)dt et de

I? r(t)a.

Par conséquent les intégrales f: f(t)dt et fj g(t)dt sont de méme nature. O

Exemple 5.3.1. La nature de l’intégrale généralisée

1 _—t
/f—ﬁ.
O t

La fonction t — ? est positive et continue sur ]0;1], et on a e™* v 1, donc
et
t

)

o~ | =

~
0

01 %dt diverge, alors fol eT_tdt est divergente d’aprés le critere d’équivalence.

/—( Corollaire 5.3.1: Critéere de Riemann j

Soient f : [a; +00[— R4 une fonction localement intégrable, et a > 0,

1. Si . li+m t®f(t) = 0 pour tout o > 1, alors f;oo f(t)dt converge.
— 400

2. Si lim t*f(t) = 400 pour tout a < 1, alors fjoo f(t)dt diverge.

t——+o0

Démonstration. On utilise la définition de la limite et le théoréme de comparaison avec l'intégrale de Rie-

mann. 0
,—[ Théoréme 5.3.4: Intégrale de Bertrand j
Soient («; 3) € R?
1.
400 1 a>1
L’intégrale / ﬁdt converge < ¢ ou
2 t*(In(?)) a=1letf>1
2.
i 1 a>1
L’intégrale / ﬁdt converge < ¢ ou
o t*|In(?)] a=letf>1
3.
|
L’intégrale / 7Bdt converge < (<1
3t [In()]
Démonstration.

1. Soient @ > 1 et 8 € R, prenons v €]1; a/,

1 1
lim 7——— = lim ————— =0,
t—+o0 o (ln(t)) t—+oo a—y (ln(t))
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d’aprés le corollaire précédent

+o0o 1
/2 te (In(t))” .

converge. Soient a < 1 et § € R,

1 tl—a
lim tiﬁ = 1
t—+oo to (ln(t)) t—

m —— =
2o (In(1))”
alors l'intégrale

oo 1
/2 t (In(t))” .

diverge. Si o = 1, en utilise le changement de variable t = e*, on obtient

o0 1 +ool
[ L
2 t*(In(¥)) In2 U

+oo 1 . .
f1n2 =5 du converge si et seulement si 3 > 1, alors

oo 1
/2 te (In(t))” .

converge si et seulement si 8 > 1.

. En utilisant le changement de variable t = %, on obtient

1
2 1 oo du
——dt = B
o t*|ln(t)] 2 w2 (In(w))

d’aprés 1.

+oo du
/2 u2= (In(u))”’

converge si et seulement si 2 —a>1lou2 —a=1¢et
B >1, or

B 1
————dt converge < (a>1)ou(a=1et f>1).
/0 te |In(t)|”

. Le développement limité de la fonction In(z + 1) au voisinage de 0 est

In(1+ ) =z + o(x);

alors au voisinage de 1, on a

Int=In(l1+t—-1)=t—1+4o(t —1);
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en déduit que
1 1
t n(t)” * e - 117
en posons t = u + 1, on trouve
0 1
/ du / 2 du
e
1 1
1 2 du
[
5 12 (o) 0 u
sont de méme nature, comme
/édu
o uf’
converge si et seulement si 8 < 1, alors I'intégrale
1
1
[
3 t*|In(?)]
converge si et seulement si 8 < 1.
O

Exemple 5.3.2. La nature de l’intégrale

too ¢
/ _tnt o heR
0 (1+¢2)e

Au voisinage de 0, on a

tint it
(I+e)e o 0

1
/ tintdt,
0

converge, en effet une intégration par partie donne

L’intégrale

1 2
x 1 1, 1
/w tlntdt——?hlx—z—i—zx = T

donc
1
tint
/ _tt
0 (1+82)
converge.

En 400 on a

tint tlnt  Int
(1+t2)a J;ZO 2 - t2a—1’
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comme

est une intégrale de Bertrand convergente st et seulement si 2ac — 1 > 1, donc si et seulement si o > 1, alors
/+°° tint
——dt,
1 ()
converge si et seulement si o > 1.

5.4 Intégrale généralisée d’une fonction de signe quelconque

5.4.1 Convergence absolue

—_ Définition 5.4.1

Soit f une fonction localement intégrable sur [a;b[. On dit que 'intégrale généralisée

/a " foyat,

converge absolument (ou absolument convergente) si

b
/ () dt,

converge.

Exemple 5.4.1. On sait que

sint

et lintégrale f1+oo t%dt, alors lintégrale

est absolument convergente pour tout t € [1;400].

Proposition 5.4.1 }

Toute intégrale généralisée absolument convergente est convergente. En revanche, la réciproque est fausse.

5.4.2 Semi convergente

Définition 5.4.2 )

Soit f une fonction localement intégrable sur [a;b]. On dit que I'intégrale généralisée f: f(®)dt est semi
convergente si elle est convergente son étre absolument convergente.
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/—[ Théoréme 5.4.1: Critére de Cauchy ]
Soit f une fonction localement intégrable sur [a;b]; (—oo < a < b < +400), lintégrale fab ft)dt est
convergente si et seulement si
y
Ve > 0; In € [a;b]; Va,y € [n;0[; / f(t)dt‘ <e.
Démonstration. Supposons que l'intégrale fab f(t)dt converge, et posons
x
Fo) = [ st
a
alors lim F'(z) =1
r—b
3n € [a;bls Yo € il [F(@) — 1] < 53
pour tout x; y € [n; b]
y
[ ot = 1r) - 141 Fla)
x

< |F(y) =l +[F(x) =1

<S8

-2 2

=e.

O

,—( Théoréme 5.4.2: Critére d’Abel j

Soient f et g deux fonctions définies localement intégrables sur [a; b[ telles que

1. f décroissante sur [a;b[ et lim f(¢) = 0.
z—b

2. 3M > 0, tel que Vz, y € [a; b] on ait

/:g(t)dt’ <M

Alors f; f(t)g(t)dt converge.

Démonstration. Soit G : [a; b]— R une fonction définie par

D’apres le critere de Cauchy, afin de montrer que I'intégrale ff f(t)g(t)dt converge, il suffit de montrer que

Ve > 0; Jda € [a;b]; Va;y € [o;b;

/: f(t)g(t)dt‘ <e
Soient @y € [a; b], une intégration par partie donne
[ st = s - [ s
— F)GW) ~ )6 - [ FOc
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ainsi
/f dt‘<|f()|G()|+f()||G \+/f :
on a
Yy
Vaiy € [osbf; / g(t)dt‘ <M
alors

G()] = <M

)

/at g(u)du

on déduit que

comme [ est décroissante et lin%f(t) = O, alors f est positive, f'(¢) <0, donc

t—

vt e [zyls |F/ ()] =—F(t).

Alors

ainsi lim f(¢) = 0, donc
t—b

€
E| bl v e =
a € [a;b]; Va € [asb]; f(x) < 5L
puis
Y €
Va; ;1 bl; tig(t)dt| < 2M — =
z;y € [a;bf; /l_f()g() ‘ 5Af = ©
f; f(#)g(t)dt converge.
Exemple 5.4.2. Soit f+°° ldt avec o € R%..
1. Sia>1, eroo S—dt converge car pour tout t € [1; 400]
sint 1
o< —.
te | Tt

vatar < 31 (1)1 + 111+ [ 17 war).

[ f(t)g(t)dt‘ < M(f(@) + F(5) - F) + F(2)) = 2M f(a),

1
2. S5i0<a<l,les fonctions t — pry et t — sint sont continues sur [1;4o00[ et donc localement intégrable,
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y y
/g(t)dt‘z / Sintdt‘

= |cosx — cos y|

et pour tout x;y € [1;+00[, on a

< |cos z| + |cos y|

<2.

sint
D’apres le critere d’Abel f1+°o Wdt est convergente.

5.5 Fonctions définies par une intégrale

Soit I un intervalle ouvert de R. On considére un intervalle semi-ouvert J = [a; b[ telle que —oo < a < b < 400,

et une fonction de deux variables

f: IxJCR? — R
(z,t) > f(z,1).

On suppose que hn}_; f(x,t) = oo, ainsi 'intégrale f: f(x,t)dt est une intégrale généralisée dépendant du pa-
r—

rametre z. Donc le premier probleme posé est celui de la convergence d’une famille d’intégrales généralisées : on

est amené a déterminer I’ensemble des valeurs de x pour lesquels f: f(x,t)dt converge, dit ensemble de définition

de la fonction
b
Fo)= [ f )t

si pour tout = € J, ff f(z,t)dt converge, on dit que F est une fonction définie par une intégrale généralisée. Le

but de cette partie est ’étude de la continuité et de la dérivabilité de cette fonction.

5.5.1 Propriétés d’une fonction définie par une intégrale généralisée

,—( Théoréme 5.5.1: de continuité j

Soit f : I x [a;b]C R? = R (=00 < a < b < +00), une fonction continue. On suppose qu'’il existe une
fonction g : [a;b[— R telle que

1. L’intégrale f;g(t)dt converge.
2. Y(z;t) € I x [a;bf; | f(2:5t)] < g(t).
Alors la fonction F(z) = ff f(z;t)dt est continue sur I, et pour tout zp € I on a

b

b b
lim F(z) = lim f(q:;t)dt:/ lli{.ILl f(:v;t)dtz/ f(zo; t)dt.

Tr—xo T—To a
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r—( Théoréme 5.5.2: de dérivation )

Soit f : I x [a;b]C R? = R (—o0 < a < b < +00), une fonction continue. On suppose que la dérivée

0
partielle de f par rapport & x existe et que —f : I x [a;b[C R? — R est continue. On suppose qu'’il existe

Jr
des fonctions g, h : [a; b)[— R telles que

1. Les intégrales généralisées f: g(t)dt et f; h(t)dt convergent.
2. V(w;t) € I x [a; 0 [f(z;0)] < g(t).

of

3. V(z;t) € I x [a;b]; w(x;t)‘ < h(?).

Alors la fonction F(z) = ff f(x;t)dt est de classe Ct sur I, et on a

b b
Fl(x) = a% (/ f(z,t)dt) = %(w,t}dt.

5.6 Applications

5.6.1 Fonction Gamma d’Euler

On appelle fonction d’Euler ’application

I': 0,400 — R
z — T(z) = [t e tdt.

L’intégrale f+oo

0 t*~le~tdt converge pour tout x strictement positif, en effet

400 1 +o0
/ t“le*tdt:/ t“le*tdt+/ t*~letdt,
0 0 1

L’intégrale f1+oo t*~le=tdt est convergente car pour tout z € [1; +ool, hI—P t"t*~le=t = (. Pour tout = €]0; 1|
n—-+00

tzfleft

0 tl—z’

1
L’intégrale fol tljdt est convergente car 1 —z < 1, d’ou la convergence de I'intégrale fol t*~letdt.

,—[ Propriétés 5.6.1 ]

Pour tout x €]0; +o0[ et n € N,
1. T(z + 1) = 2T(x). En particulier I'(2) = 1I'(1) = f0+oo e tdt = 1.

Fz+n+1)=z(x+1) - (x+n—- 1)

I(n) =nl

r(}) = V7.

D(n+3)= 2(3:}7)7,!!

rm(z) = f0+oo e~ t(Int)"t*~Ldt.

Nx+1)= (f)z V2rx(1+¢(x)) avec

la fonction composée InoI" est convexe sur RY .

() =0 (Formule de Stirling).

lim e
T—>+00

® N o e W

Démonstration.
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1. T'(z+1) = 2T (z).
On a
+oo
I'(z) = / t* e tdt;
0
alors
+oo
Nx+1)= / t e~ tdt;
0
on utilisant une intégration par parties
+oo e
MNz+1)= [—tme_t]o + x/ t* e tdt;
0
d’ou
Iz +1) =al(x).
a

5.6.2 Fonction Béta d’Euler

La fonction béta d’Euler est définit par

3 1

Bla,y) = /2 tz_l(l—t)y_ldt—&—/ (1 — )yt
’ :

ol x et y sont des réels strictement positifs.

Au voisinage de 0,

1
z—=11 _ \y—1
"1 =) T
1
J 71 (1 —t)v~1dt, converge pour z > 0.
Au voisinage de 1,
1
txfl 1—¢ y—1 ~ .
( ) 0 (1—t)yy—1’

fll t*=1(1 — t)¥~tdt, converge pour y > 0.
2

Ainsi S(x,y) converge si z > 0 et y > 0.
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,—[ Propriétés 5.6.2 )

J

Pour tout z; y > 0
1.

2.

+ x—1
4. La formule de réflexion d’Euler, ou formule des compléments. Si z ¢ Z
P(e;l =) =T(@)0(1 —2) = =
o TEAE ¥ = sin(rx)’

B(x;y) = Bly; ).

) = LE@L(y)
B(l',y) - I'(z+y)

™

En remarquant d’abord que I'(1 — 2)I'(2) est 2-périodique et a les mémes poles et résidus que e

pour z € C\ Z.

Résumé. Pour étudier la convergence d’une intégrale généralisée de f sur un intervalle I, on commence par

trouver tous les points de I ou il y a probléme, vérifier si se sont de vraies singularités et séparer l’intégrale en

plusieurs de sorte que chacune ne comprend qu’une singularité ou bien une seule borne infinie.
* Si f est positive sur (a,b), on applique les critéres de comparaisons.

* Si f n'est pas de signe constant,

e On essaye de montrer la convergence absolue, si l’intégrale ne converge pas absolument, ¢a ne veut

rien dire.

o Appliquer le critére d’Abel.

e Utiliser lintégration par parties.

o Utiliser un changement de variables.

o Utiliser un développement limité ou asymptotique, prendre un ordre suffisamment grand pour que le

reste donne naissance & une intégrale absolument convergente (en intégrale de Riemann ou d’une

fonction de signe constant).

5.7 Exercices

Exercice 26. Les intégrales impropres suivantes sont-elles convergentes ?

1. fol cos?($)dt 2. f0+oo e dt 3. f0+°° z(sinz)e “dx
4 fl dt 5 f+°° dt
“Jo oova “Joo @

Corrigé. 1. La fonction t — cosQ(%) est continue sur0,1], de plus, on a
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Puisque fol 1dt converge (ce n'est méme pas une vraie intégrale impropre), on en déduit que

! 1
/ cos?(=)dt,
0 t

est aussi convergente.

t

) , o e ) , gy . ,
2. Ici, on ne connait pas de primitive de e qui s’exprime facilement a Uaide des fonctions usuelles (en fait,

A~ . . . _ 42 .
c’est méme impossible). On doit donc comparer. Commenons par remarquer que t — e~ est continue sur

[0,400[. Le probléme de convergence de l'intégrale ne se pose donc qu’au voisinage de +00. Mais il est facile de
VOIT que
lim 26" = 0,
t—+oo

R o . ‘ N
Autrement dit, e= = o (t%) Ainsi, puisque f0+°° f—ﬁ converge, il en est de méme de

+oo
/ et dt.
0

3. La encore, on va majorer, et on va méme prouver que l'intégrale est absolument convergente. Pour cela, on
remarque que, pour > 0,
xT

ze Tsinx| < xze T,

3

D’autre part, puisque x°e~" — 0 lorsque © — 400, on en déduit que

e 1
e “sinr=o0|— |.
x

Ainsi, Uintégrale est absolument convergente.

4. En 1, la fonction est équivalente a ﬁ, fonction de signe constant dont lintégrale est divergente (en 1).

/1 dt
o (L—t)Vt’

Ainsi, Uintégrale

diverge.

5. La fonction t — et—l_l est continue sur |0,1]. En 0, ﬁ est équivalent a % Par comparaison a une intégrale
/1 dt
o et —1’
/+oo dt
o et—1’

de Riemann divergente,

est divergente. A fortiori,
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est divergente.
Exercice 27. Pour o, B € R, on souhaite déterminer la nature de

/+°° dx
. z%(lnx)f’

1. On suppose a >. En comparant avec une intégrale de Riemann, démontrer que l'intégrale étudiée est conver-

gente.

2. On suppose a = 1. Calculer, pour X > e, fX dz

¢ Tno)P En déduire les valeurs de pour lesquelles ’intégrale

converge.

3. On suppose < 1. En comparant a %, démontrer que l'intégrale étudiée diverge.

Corrigé. 1. Soit € €]1,a[. Alors, on a

- 1 o
zo(lnz)?  zo—¢(lnzx)P ’

et donc, en notant f la fonction, on a

f(t) = +o00 <t15> .
d

. +0oo dt . ~ —+oo
Puisque fe e converge, il en est de méme de fe f.

2. Si a =1, alors la fonction est de la forme v'u=P. Elle admet donc une primitive de la forme 7[31+1u’ﬁ+1 st

B #1, et de la forme In|lnu| si 8 =1. Pour B #1, on a

X oat 1 841
/E t(lnt)ﬁ_[—ﬂ+1(lnt) ’

_ —51+ - ((mx) 1)

Lorsque X tend vers +00, ceci admet une limite finie si et seulement si 8 > 1. Dans le cas ou 3 = 1, la primitive

X

e

se calcule un peu différemment :

X
/ ﬂ:lnlnX.
. tlnt

Ceci tend vers +00, et donc lintégrale n’est pas convergente.

3. On remarque que

c’est-a-dire
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Puisque f:oo % diverge, il en est de méme de f:oo f(®)dt. En conclusion, lintégrale étudiée converge si et

seulement sia > 1 oua=1et g > 1.
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