Faculté des Mathématiques et de I'Informatique
Master : GL 1 et RT 1 Mathématiques Appliquées

Examen Final 1:30

Exercice 1. (4 pts).

Pour tout (z,y) € R?, on pose f(z,y) = zy — ta* — y*

1. Donner le domaine de définition Dy de f. Dy est-il un ensemble convexe ? Justifier votre
réponse.

Déterminer les points critiques de f.

Pour chaque point critique P, écrire la matrice hessienne de f en P et déterminer, en le
justifiant, la nature du point P.

Corrigé de l’exercice 1. .

1. Le domaine de définition D de f.
D; =R

Soit x = (z1,72) € R? et y = (y1,92) € R%, A € [0,1]
Considérons la combinaison convexe
z=Xr+ (1 = ANy = Mz, 22) + (1 = X)(y1,42)
= (Az1, Az) + (1= A)yr, (1 = M)
= (Ax1 4+ (1 = Ny1, Axa + (1 — N)ye)

Or
T1,T2,Y1,Y2 € R
donc, Az + (1 =Ny €R de méme, ATy + (1= Az €R

et finalement 7 = (Azy + (1 — ANy, Avg + (1 — N)yo) € R,

D’ou D; = R? est un ensemble convexe.

2. Déterminons les points critiques de f.

8fézyy) = 2% +y
Vf(r,y) = (1)
of(xy) _ 3

Les deux dérivées partielles sont définie sur R?. Nous devons résoudre le systéme d’équa-
tions suivant :

_aj3+y:0 y:x?’ Yy=2x

r—y*=0 r=y =z r—1)=z(2®—-1)=0.

Les points critiques sont : P, = (0,0), P, = (1,1) et P; = (—1,—1).
La matrice de f est :



3. Pour chaque point critique P, écrire la matrice hessienne de f en P et déterminer, en le
justifiant, la nature du point P.

2 f(x 2f(x
0 (J;g(ﬂ,y) 88];(8;’) —3%2 1
Hyrg) = R ®)
0% f(=z,y) 0% f(z,y) 2
8x8yy 82yy 1 o 3y

A= B* — AC =1 — 92%y?
« Pour P; = (0,0), nous avons A= 1> 0 donc (0;0; f(0;0)) est un point selle.
e Pour P, = (—1,—1), nous avons A= -8 <0 et A= —-3 <0donc (—1;—1; f(—1;—1))
est un maximum local.

e Pour Py = (1,1), nous avons A= —8 < 0 et A = —3 < 0 donc (1;1; f(1;1)) est un
maximum local.

Exercice 2. (8 pts).

Pour tout = = (z1,x5) € R?, on pose f(x1,zs) = 43 + 223 — 4x174.
1. Montrer qu’il existe un unique = € R? tel que Z = min,cp2 f().

2. Calculer les trois premiers itérés donnés par l'algorithme descente de gradient a pas op-
timal(GPOP), en partant du point (¥ = (29, 29) = (2,3) .

Initialisation : 2z € R”,
Itération : 2 connu, (k > 0)
on calcule w* = —vf(z®)
on choisit o >0 tel que
f(@® + apw®) < f(z® + qw®) Va > 0.
on pose Y = (z®) 4 qpw®).

Corrigé de I’exercice 2.

1. Montrer qu’il existe un unique 7 € R? tel que Z = min,cp2 f(1).

2. Premiére itération :

af((;cél’m) = 8wy, —4xe =4 4
Vf(zy, 1) = Vf<550) = (5)
2lta) — Ay + day =4 4
d’ott :
vt =2"—aVf(a®) = (2,3) — a(4,4) = (2 — 4,3 — 4a)")
donc,

gla) = f(2°—aVf(2°)) = 42 — 4a)? —4(2 — 4a)(3 — 4a) +2(3 — 4a)? = 32a* — 32a+ 10
Calculons la dérrivée de la fonction g.

§d(@)=32Q2a—-1)=0=>a=1/2

on a donc :

ot =12"—aVf®) =(2,3) - (2,2) = (0,1).



Deuxiéme itération :

d’ott :
v =1 —aVf(r') = (0,1) — a(-4,4)" = (4a,1 — 4a)")
donc,
gla) = f(z* —aVf(z) = 4(4a)® — 4(4a)(1 — 4a) + 2(1 — 4a)? = 160a* — 32a + 2

Calculons la dérrivée de la fonction g.

g'(a) =32(10a —1) = 0= a =0.1
on a donc :
v =" —aVf(x' =(0,1) + (0.4, -0.4) = (0.4,0.6).

Troisiéme itération :

d’ou :
¥ =2 —aVf(2?) = (2/5,3/5) — a(4/5,4/5)" = (2/5 — 4/5a,3/5 — 4/5a)")
donc,
g(a) = f(z*—aV f(2?)) = 4(2/5a—4/5a)*~4(2/5—4/5a)(3/5—4/5a)+2(3/5—4/5a)* = 32/250° —3:

La valeur du troisiéme itéré est :

= (0,1/5)

Nous avons bien une décroissance de la fonction f avec cet algorithme :

f@%) = fah) =2

f@7)) = / (@) =2/25

Exercice 3. (8 pts).

Soit le probleme d’optimisation avec contraintes d’égalité suivant :

max f(x,y) = 22 + 3y* + x + 2y
s.c. —rx+y<3
(P) = r—y<6 (8)
x4+ 2y <12
(z,y) € R%
1. Soit le point (z,y) = (2,5). Vérifie-t-il les conditions de KKT.
Que peut-on conclure.

2. Soit le point (z,y) = (8,2). Vérifie-t-il les conditions de KKT.
Quelle est votre conclusion.

Il sera tenu compte de la présentation.



Corrigé de I’exercice 3.

Mettons notre probléme sous la forme :

min f(z,y) = —(2? + 3y* + = + 2y
s q=(r,y)=-r+y<3

Gp=v—y=<06 : (9)
gs=x+2y <12
(z,y) € R%

La fonction de Lagrange associée au probleme (P) est :

L(w,y, M, A2, A3) = f(2,9) + Agi(w, y) + Aaga(r,y) + Azg3(2,y))
1. Pour le point (z,y) = (2,5). Appliquons les conditions KKT.

OL(z,y,\1,\2,A3)

oz :—21'—1—)\1+)\2+/\3

ij:_Gy_g_F)\l_)QJrg)\S

VL, Y, Ay Aoy As) = § o1yt da) 1)

)
OL(ra A;=—$+y—3
T,Y,A1,A2, _
w_x_y—G
w:;p+2y—12

03

Vérifie-t-il les conditions de KKT.
Que peut-on conclure.

2. Soit le point (z,y) = (8,2). Vérifie-t-il les conditions de KKT.
Quelle est votre conclusion.



