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Fxamen Final

FXFRCICF 01 (06 pts).

7) Soita,b € [2,+[ . Montrer par contraposée que a # b = \/1 —=# \/1 - 1;12'

2) Soientx,y € Q, tels que 2xy + x2 + 5y = 16, montrer par I’absurde que x # y.

3) Soit n € N. Montrer par disjonction des cas que n? + 3n + 2024 est pair.

FXFRCICF 02 (08pLs)

Soit f : R — R D’application définie par : Pour tout x € R, f(x) = x%2 + x + 2
1. Montrer que Vx € R: f(—x — 1) = f(x).

2. Résoudre dans R, I’équation f(x) = 1.

3. f est-elle injective ? Est-elle surjective ?

4. Vérifier que Vx € R: f(x) — % = (x + %)2 En déduire que f(R) c E, +00[.

5. Montrer que ’application h : [—%, +00[ — E, +00[ définie par h(x) = f(x) est
bijective, puis déterminer sa réciproque h™ 1.

FXFRCICFE 03 (06pLs) .

Soit R la relation définie sur N> = N x N par :
Vv(a,b),(c,d) € N% (a,b)R(c,d) & a—c=b—d.

1. Montrer que R est relation d’équivalence.

2. Déterminer les classes d’équivalence de (1,1) et (2,0).

Bon courage




Algébre o1 (1°7¢ Année LMD 2024-2025)

Corrigé de [Examen final

EXFRCICF o1 (06 pts) -

Soit a,b € [2, +oo[. Pour montrer par contraposée que : <a *+ b= Jl - % * Jl - ;—2> ,
I1 suffit de montrer que : <J1 —iz= Jl —iz = a= b>.Ona:
a b

(2= f2) = (-1 = (D) =@ == b ow a= b

=a=b, cara,b € [2,+x|.
Parsuiteaqtb=>Jl—izqt\/l—i........................................................................
a b2

cevreeneen(2pLS)
Soitx,y € Q, tels que 2xy + x% + 5y% = 16. Supposons que x =y, alors : ...............[0.5p1)

2xy + x% + 5y? = 2x? + x? + 5x2 = 8x% = 16, donc x> =2 d’oi x =v2 ou x = —V/2,

ce qui est absurde car x € Q.

Par suite Vx,y € Q, (2Qxy +x2+5y2=16) = (X # V). oo (1 5p1)

Soitn EN.On a:
Si n =2k, aveck € N alors n? + 3n + 2024 = (2k)? + 3(2k) + 2024 = 4k? + 6k + 2024

= 2(2k? + 3k + 1012) , qui est pair.
Si n=2k+1,avec k € N alors :

n?+3n+2024=Qk+1)2+3Qk+1)+2024 =4k*+ 4k + 1+ 6k + 3 + 2024

= 4k? 4+ 10k + 2028 = 2(2k? + 5k + 1014) , qui est pair.
Par suite, dans tous les cas 12 + 31 + 2024 €St Pair.........ccoevoveeiieiieieaeieen.

vevreneeeeon(2pts)
Exercice 02 (08pLs)-

Soitx €R, ona:
fl—x—1D)=(x—-12+(—x—-1D+2=x?*4+2x+1—-x—-1+4+2=x2+x+2=f(x)...cc....(Ip1)
f=1ex*+x+2=1x>+x+1=0.
Ona A= -3 <0, donc’équation f(x) =1 n’apas de solutions réelles. ......................(Ipt)
D’aprés /) ,ona: f(0) =2=f(—1) et 0+ —1 donc f n’est pas injective.....................(Ipt)
D’aprés 7) ,ona: y =1 n’apas d’antécédent, alors f n’est pas surjective. ............c..c.......(Ipt)




Soitx ER, ona:

flx) — % =x’+x+2- % =x+x+ % =x%+42 G)x + G)Z = (x + %)2........................(0,5pt)

2
D’aprés ce qui précéde, ona: Vx € R: f(x)—£=(x+%) >0 dou VxeR: f(x)Z%,

ce qui entraine f(R) E,+00[. e (0.5)

. 1
Soient x, x’ € [—5, +00[ ,ona:

h(x) =h(x) = x2+x+2=x"+x"+2
=x2—x*+x—x'=0
Sx-xDx+x)+x—-x")=0
=S x-xD)x+x'"+1)=0

=S x—-x'=0 ou x+x'"+1=0)

1 1
=>(x=x’ ou x=x’=—5) , car x,x’E[—E,+00[.

ALOTS B @St INJECHIVE. . .enietie et e e e e et et et et et et e e e e e e e eee e e (IDE)
Soit y € E,+00[,cherchons X € [—%,+00[, telque y =h(x), ona:

y=h(x) oy=x*+x+2x*+x+2—-y=0.

x%+ x+ 2 —y =0 estune équation de second degré, son discriminant A=1—-4(2 —y) =4y —7

Puisque y € E, +00[ alors A> 0, donc on a deux solutions :

X, = —1+‘2/4y—7 et x, = —1—‘2/4y—7 .
7 1
Pour y=g7, 0na X =Xx;=-:.
Pour y>£, ona /4y —7>0 donc —1+,4y—7>-1 et —1—,/4y—-7<-1

. —1+/ay—7 1 —1+./ay—7 1
d’ou T>__ g ——< —-

2 2 2’
Alors il suffit de prendre x = AT *;3/_7 € [— %, +00[, pour avoir y = h(x).
Par suite A €St SUJECTIVE. ....oviiiii e (IE)
On conclut que h est bijective.

Puisque h est bijective alors h™! existe et bijective et on a :

h~1: E,+00[ — [—%,+00[ telleque h71(y) =x= bt V24y_7(1pt)

FEXERCICE 03 (06pLs):

Soit (a,b) EN?, ona: a—a=0=b—b, c-a-d: (a,b) R (a,b).

AlOrs R €St TEIIEXIVE. ..o e (D)




Soient (a,b),(c,d) € N?, ona:
(a,b) R(c,d) = a—c=b—-d
=c—a=d-b
= (c,d)R(a, b)
Alors R est SYMELTIQUE. ... ...ooooiiii oo 1 DE)
Soient (a, b), (c,d),(m,n) € N?, ona:
((a,b)R(c,d) et (c,d)R(m,n))=>(a—c=b—d et c—m=d—-n)
= (a—-c)+(c—-m)=b-d)+(d—n)
=a-m=b—n
= (a,b) R (m,n).
ALOrs R €St tTANSITIVE. ..o oot (1.5p)

On conclut que R est une relation d’équivalence. ...........c..ccooooieiiiiiiiiiiiiie e (0.5p1)
@D ={(ab) €N, (D) R(L1)}={(ab)EN?, a-1=b—1}
={(a,b) EN?, a=b}={(b,b) / b EN} ... 1)

2.0) = {(a,b) EN?, (a,b) R (20)} = {(a,b) EN2, a—2 =b — 0}
—{(@b)EN?, a=b+2}={(B+2,b) / BENY}. oo (1)




