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 Final Examen 

   

: pts) 6(0 01 XERCICEE     

.   𝑎 ≠ 𝑏	 ⟹	&1 − !
"$
≠ &1 − !

#$
   Montrer par contraposée que𝑎, 𝑏 ∈ [2, +∞[	.	Soit    1)      

    2)   Soient 𝑥, 𝑦 ∈ ℚ	,		tels que  2𝑥𝑦 + 𝑥$ + 5𝑦$ = 16	,		montrer par l’absurde que  𝑥 ≠ 𝑦.                        

    3)   Soit  𝑛 ∈ ℕ.	Montrer par disjonction des cas que  𝑛$ + 3𝑛 + 2024  est pair.                                 

   EXERCICE 02 (08pts) :  

          Soit 𝑓	:	ℝ ⟶ ℝ  l’application définie par : Pour tout 𝑥 ∈ ℝ,  𝑓(𝑥) = 𝑥$ + 𝑥 + 2 

     1.  Montrer que  ∀𝑥 ∈ ℝ	: 𝑓(−𝑥 − 1) = 𝑓(𝑥).	  

     2.  Résoudre dans ℝ, l’équation   𝑓(𝑥) = 1. 

     3.  𝑓		est-elle injective ?  Est-elle surjective ?   

     4.  Vérifier que  ∀𝑥 ∈ ℝ ∶ 𝑓(𝑥) − %
!
= C𝑥 + &

$
D
$
. En déduire que  𝑓(ℝ) ⊂ F%

!
, +∞F. 

     5.  Montrer que l’application 	ℎ ∶ 	 F− &
$
, +∞F ⟶ F%

!
, +∞F				définie par    ℎ(𝑥) = 𝑓(𝑥)  est  

          bijective, puis déterminer sa réciproque	ℎ'&. 
 
   EXERCICE 03 (06pts) :   

          Soit ℛ la relation définie sur  ℕ! = ℕ×ℕ	 par :  

           ∀(𝑎, 𝑏), (𝑐, 𝑑) ∈ ℕ2:		(𝑎, 𝑏)ℛ(𝑐, 𝑑) ⟺ 𝑎 − 𝑐 = 𝑏 − 𝑑. 

     1.  Montrer que  ℛ	 est relation d’équivalence.  

     2.  Déterminer les classes d’équivalence de (1,1)		𝑒𝑡		(2,0). 

 

                                                                                                Bon courage      
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    : pts) 60( EXERCICE 01  

  1)  Soit  𝑎, 𝑏 ∈ [2, +∞[. Pour montrer par contraposée que :	,𝑎 ≠ 𝑏 ⟹ /1 − !
"!
≠ /1 − !

#!
2 ,   

      Il suffit de montrer que : ,/1 − !
"!
= /1 − !

#!
		⟹ 𝑎 = 𝑏2. On a : 

    "#1 − #
$!
= #1 − #

%!
& 	⟹ )1 − #

$!
= 1 − #

%!
* ⟹ ) #

$!
= #

%!
* ⟹ (𝑎! = 𝑏!) ⟹ (𝑎 = 𝑏			𝑜𝑢			𝑎 = −𝑏)	 

																																																																																																																																														⟹ 𝑎 = 𝑏	, 𝑐𝑎𝑟	𝑎, 𝑏 ∈ [2, +∞[. 

       Par suite 𝑎 ≠ 𝑏 ⟹ /1 − !
"!
≠ /1 − !

#!
.……………………………………..…………………………..………..(2pts) 

  2)  Soit 𝑥, 𝑦 ∈ ℚ	,		tels que  2𝑥𝑦 + 𝑥$ + 5𝑦$ = 16.	Supposons que  𝑥 = 𝑦 , alors : ….………...(0.5pt)   

								2𝑥𝑦 + 𝑥$ + 5𝑦$ = 2𝑥$ + 𝑥$ + 5𝑥$ = 8𝑥$ = 16	,	 donc  𝑥$ = 2   d’où  𝑥 = √2  ou  𝑥 = −√2	, 

       ce qui est absurde car 𝑥 ∈ ℚ.   

       Par suite ∀𝑥, 𝑦 ∈ ℚ	, (2𝑥𝑦 + 𝑥$ + 5𝑦$ = 16) 	⟹ (𝑥 ≠ 𝑦). …………………..……………………...(1.5pt) 

  3)  Soit 𝑛 ∈ ℕ.	On a : 

   1er cas : Si  𝑛 = 2𝑘, 𝑎𝑣𝑒𝑐	𝑘 ∈ ℕ	 alors  𝑛! + 3𝑛 + 2024 = (2𝑘)! + 3(2𝑘) + 2024 = 4𝑘! + 6k + 2024 

																																																																																								= 2(2𝑘! + 3𝑘 + 1012) , qui est pair. 
  2ème cas : Si  𝑛 = 2𝑘 + 1, 𝑎𝑣𝑒𝑐		𝑘 ∈ ℕ	 alors :   

																			𝑛$ + 3𝑛 + 2024 = (2𝑘 + 1)$ + 3(2𝑘 + 1) + 2024 = 4𝑘$ + 4𝑘 + 1 + 6𝑘 + 3 + 2024  

																																																			= 4𝑘$ + 10𝑘 + 2028 = 2(2𝑘$ + 5𝑘 + 1014) , qui est pair. 

       Par suite, dans tous les cas  𝑛$ + 3𝑛 + 2024		est pair.………… ………………………..………..(2pts) 

: pts)80( Exercice 02   

  1) 	Soit 𝑥 ∈ ℝ, on	a ∶	  

       𝑓(−𝑥 − 1) = (−𝑥 − 1)! + (−𝑥 − 1) + 2 = 𝑥! + 2𝑥 + 1 − 𝑥 − 1 + 2 = 𝑥! + 𝑥 + 2 = 𝑓(𝑥).	….....…(1pt) 

  2)  𝑓(𝑥) = 1 ⟺ 𝑥$ + 𝑥 + 2 = 1 ⟺ 𝑥$ + 𝑥 + 1 = 0. 

       On a  ∆	= −3 < 0 ,  donc l’équation  𝑓(𝑥) = 1  n’a pas de solutions réelles. ………..………….…....(1pt) 

  3)  D’après 1)	, on a :  𝑓(0) = 2 = 𝑓(−1)			et   0 ≠ −1			donc  𝑓	 n’est pas injective.….……………...(1pt) 

       D’après 2) 	, on a :   𝑦 = 1  n’a pas d’antécédent, alors 𝑓	 n’est pas surjective. …..……….………...(1pt) 
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4.1) Soit 𝑥 ∈ ℝ,  on a : 

        𝑓(𝑥) − %
!
= 𝑥$ + 𝑥 + 2 − %

!
= 𝑥$ + 𝑥 + &

!
= 𝑥$ + 2 P&

$
Q 𝑥 + P&

$
Q
$
= P𝑥 + &

$
Q
$

……………….…..(0,5pt) 

        

4.2)  D’après ce qui précède, on a :  ∀𝑥 ∈ ℝ :		𝑓(𝑥) − %
!
= P𝑥 + &

$
Q
$
≥ 0    d’où    ∀𝑥 ∈ ℝ :		𝑓(𝑥) ≥ %

!
 ,   

        ce qui entraine   𝑓(ℝ) ⊂ T%
!
, +∞T. ………….………………………………………………….………..…….…..(0.5pt)  

5.1)  Soient 𝑥, 𝑥′ ∈ T− &
$
, +∞T ,  on a :		 

         ℎ(𝑥) = ℎ(𝑥′) ⟹ 𝑥$ + 𝑥 + 2 = 𝑥'$ + 𝑥' + 2 
																																				⟹ 𝑥$ − 𝑥'$ + 𝑥 − 𝑥' = 0 
																																				⟹ (𝑥 − 𝑥')(𝑥 + 𝑥') + (𝑥 − 𝑥') = 0	  
                                ⟹ (𝑥 − 𝑥')(𝑥 + 𝑥' + 1) = 0 
                                ⟹ (𝑥 − 𝑥' = 0					ou					𝑥 + 𝑥' + 1 = 0)		     
                                ⟹ P𝑥 = 𝑥'					ou					𝑥 = 𝑥' = − &

$
Q			,			car    𝑥, 𝑥′ ∈ T− &

$
, +∞T.  

        Alors ℎ		est injective. …………………..…………………………………………..………………. …(1pt) 

5.2)  Soit  𝑦 ∈ T%
!
, +∞T	, cherchons  𝑥 ∈ T− &

$
, +∞T	,  tel que   𝑦 = ℎ(𝑥)	,		on a : 

         𝑦 = ℎ(𝑥) ⟺ 𝑦 = 𝑥$ + 𝑥 + 2 ⟺ 𝑥$ + 𝑥 + 2 − 𝑦 = 0. 

         𝑥! + 𝑥 + 2 − 𝑦 = 0		est une équation de second degré, son discriminant  ∆= 1 − 4(2 − 𝑦) = 4𝑦 − 7  

         Puisque  𝑦 ∈ T%
!
, +∞T  alors  ∆≥ 0,  donc on a deux solutions :  

         𝑥& =
(&)*!+(%

$
      et     𝑥$ =

(&(*!+(%
$

 . 

         Pour   𝑦 = %
!
  ,   on a    𝑥& = 𝑥$ = − &

$
. 

         Pour   𝑦 > %
!
		,				on a   Y4𝑦 − 7 > 0	  donc   −1 + Y4𝑦 − 7 > −1				et			 − 1 − Y4𝑦 − 7 < −1   

         d’où    (&)*!+(%
$

> − &
$
		   et    	(&)*!+(%

$
< − &

$
 .    

         Alors il suffit de prendre  𝑥 = (&)*!+(%
$

 ∈ T− &
$
, +∞T	,	  pour avoir  𝑦 = ℎ(𝑥).  

         Par suite  ℎ		est surjective. ………………………………………………………………………………………..…….(1pt) 

         On conclut que ℎ		est bijective.  

5.3)   Puisque  ℎ		est bijective alors  ℎ(& existe et bijective et on a : 

         ℎ(&	:	 T%
!
, +∞T ⟶ T− &

$
, +∞T					telle que      ℎ(&(𝑦) = 𝑥 = (&)*!+(%

$
……………………..………….(1pt) 

 

 EXERCICE 03 (06pts):   

1.1)  Soit (𝑎, 𝑏) ∈ ℕ$,			on a : 	𝑎 − 𝑎 = 0 = 𝑏 − 𝑏	,				c-à-d :		(𝑎, 𝑏)	ℛ	(𝑎, 𝑏). 
 Alors   ℛ		est réflexive. …………………………………………………..……………..……………………….………….(1pt) 
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1.2)  Soient  (𝑎, 𝑏), (𝑐, 𝑑) ∈ ℕ$,		on a :  

        (𝑎, 𝑏)	ℛ	(𝑐, 𝑑) 	⟹ 𝑎 − 𝑐 = 𝑏 − 𝑑 

                                 ⟹ 𝑐 − 𝑎 = 𝑑 − 𝑏 

																																					⟹ (𝑐, 𝑑)ℛ(𝑎, 𝑏) 
        Alors  ℛ	 est symétrique.……………………………………………………………………………………….………….(1pt) 

1.3)  Soient  (𝑎, 𝑏), (𝑐, 𝑑), (𝑚, 𝑛) ∈ ℕ$,		on a :  

        b(𝑎, 𝑏)	ℛ	(𝑐, 𝑑)			et			(𝑐, 𝑑)	ℛ	(𝑚, 𝑛)c ⟹ (	𝑎 − 𝑐 = 𝑏 − 𝑑				et				𝑐 − 𝑚 = 𝑑 − 𝑛	) 

                                                                     ⟹	(𝑎 − 𝑐) + (𝑐 − 𝑚) = (𝑏 − 𝑑) + (𝑑 − 𝑛	) 
                                                                     ⟹ 𝑎 −𝑚 = 𝑏 − 𝑛 
                                                                     ⟹ (𝑎, 𝑏)	ℛ	(𝑚, 𝑛). 
        Alors  ℛ	est transitive. …….………………………………………………………………..………………….………….(1.5pt) 

        On conclut que  ℛ  est  une relation d’équivalence. …………………………………………...………..(0.5pt) 

   2)  (1,1)ḋ = {(𝑎, 𝑏) ∈ ℕ$	, (𝑎, 𝑏)	ℛ	(1,1)	} = {(𝑎, 𝑏) ∈ ℕ$	, 𝑎 − 1 = 𝑏 − 1	} 
																				= {(𝑎, 𝑏) ∈ ℕ$	, 𝑎 = 𝑏	} = {(𝑏, 𝑏)		/			𝑏 ∈ ℕ} …………………………………………….…….……..(1pt) 

        (2,0)ḋ = {(𝑎, 𝑏) ∈ ℕ$	, (𝑎, 𝑏)	ℛ	(2,0)	} = {(𝑎, 𝑏) ∈ ℕ$	, 𝑎 − 2 = 𝑏 − 0} 
																				= {(𝑎, 𝑏) ∈ ℕ$	, 𝑎 = 𝑏 + 2	} = {(𝑏 + 2	, 𝑏)		/			𝑏 ∈ ℕ	}. ……...............……………..……..(1pt) 

 


