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Final Fxam

EXER(ISE o1 (06 pts):

1) Leta,b € Z . Show by contrapositive that :
(4 doesnotdivide ab) = (a isodd or b isodd)

2) Letx,y € ]|—-o,0], show by contradiction that (ﬁ +* l%x) V(x =y).

3) Letn € Z. Show by cases that (n — 1)(n + 2) is even.

EXER(ISE 02 (08 pts):

1) Let f:E—F, g:F — G betwo applications. Show that :
(g o f is surjective and g isinjective) = f is surjective
2) Let f: [-3,3] = R be the application defined by :  f(x) = /3 — |x|
21. Determine  f({—1,0,1}) and f~1({0,2})
2.2. f Isitinjective ? is it surjective ? 1is it bijective ? Justify your answer.
3) Let g: [-3,0] — R be an application defined by : g(x) = f(x).
3.1 Show that g is injective and not surjective.
3.2. Deduce that g o g is not surjective.
4) Show that the application h: [-3,0] — [0 ,\/§] , h(x) =g(x) isbijective,

then determine its inverse h~1.

FEXFRISF 03 (06 pts)c

Let R be the relation defined on Z X Z* by :
c

V(a,b),(c,d) €EZXZ*: (a,b)R(c,d) @%—E= 0.

2. Show that R is an equivalence relation .

2. Determine (1,1), (0,2) the equivalence classes of (1,1) and (0,2).

Good luck
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FXERCISF o1 (06 prs)

Let a, b € Z . To show by contrapositive that : (4 does notdivide ab) = (aisodd or bisodd),
It suffices to show that: (aiseven and b iseven) = (4 divides ab), wehave:

(aiseven and biseven) = 3k, k' €Z: a=2k , b=2k') = 3k, k' €Z: ab = 4kk')
= (4 divides ab)

Consequently (4 does notdivide ab) = (aisodd or bisodd) ...........cc.ccoeivnvee . (2 pts )
Letx,y € ]|—o0,0]. Assume that (% = ﬁ) A #Y) IStrue, .ooooeiiiiiiii ( 0.5pt)
so, x—x2—y+y?2=0 A x#y ie (x—yY)x+y—-1)=0Ax#y

hence x =y A x #y because x,y € |—,0], which is absurd.

Asaresult Vx,y € ][-,0], (% * %x) V(= Y) o e (1.5D1)

Second method: (x —y)(x+y—1)=0 A x#y, thus x +y =1, which is absurd , because x,y € |—,0].

Letn € Z. we have :
1stcase: If n =2k, with k €Z, so,
n—-1)Mm+2) =QRk—1)QRk+2) =22k—1)(k+1), whichiseven.
2vdease: If n=2k+1, with k€ Z, so,
n—-1)n+2) =QRk+1-1)2k+1+2) =2k(2k + 3) , which is even.

Therefore, in all cases (N — 1)(M 4 2) ISEVEN «.o. vt iiiis coeeeseee e e ie e e e e eee eee e 2PS)
Fxercise oz (08 pts):
Suppose that g o f is surjective and g is injective and let's show that f is surjective.
Lety € F, then g(y) € G andsince g o f is surjective , there exists x € E such that
gy) = (geofx), ie gly) = g(f(x)) , and since g is injective , then y = f(x).
Therefore, there exists x € E such that y = f(x), hence f issurjective... ...............................(Ipt)
Wehave: f(-1)=+v2, f(0)=+v3 and f(1)=+2.
Then F({=1,0,11) ={V2,V3 Joi oo (0.5D0)
f) =0 3-x|=0=3-|x|=0=|x| =3 (x=-3 V x=3)
fx)=2¢& \/m =2 3—|x| =4 < |x| =—1, which has no real solution.
..(0.5pt)

SO FTH{0,23) = {73, Bl oo e e e e

According to , wehave f(=1) =+v2 = f(1) and —1 # 1 therefore f is not injective.......(0.5p1)

According to , we have y = 2 has no preimage, then f is not surjective . .......................... (0.5pt)

For x € [-3,0], wehave |x|=—-x and gx)=f(x)=+v3+x .
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Let x,x' € [-3,0] we have:
gxX)=g(x) = V3+x=V3+x' = 3+x=3+4+x = x=x"

Then G 1S TNJECHIVE . ..o ittt et e e et et s et et et et e e s e e e e e s e e e aen e o (IDE)
From , we have : y = 2 has no preimage by f in [—3,3], so it has no preimage by g in [—3, 0]
( The equation f(x) = 2 has no solutions in [—3, 3] , therefore it has no solutions in [—3,0] ).

Then g 18 NOt SULJECHIVE. ..ooviii i et et et e et e et et e et e s et e e e e eee e e en s e e (0.5E)
Suppose that g o g is surjective and since g is injective , then, according to the 1% question, g is
surjective , this is not the case.

Therefore g o g iSNOLSUIJECLIVE. ..o e e e e e (1)

Since g is injective , then h isinjective. ... (0.5p1)
Let y € [0,\/§] , Let's find x € [-3,0] , suchthat y = h(x), we have :
y=h(x)@y=V3+xe=y?=3+x < x=y%-3.

For 0<y<+v3, wehave 0<y?’<3 so -3<y?2-3<0.

Then it suffices to take x =y? —3 € [-3,0], tohave vy = h(x).
Therefore, B 1S SULJECLIVE. ... ... cooi it it et e et st e et e e et e et s e e e e e e e e e eaenae e e (I D)

We conclude that h is bijective.

Since h is bijective, then h™1 exists and is bijective, and we have :

h71:[0,V3] > [-3,0] suchthat R7Y(y) =x =92 =30 . ot i (Ip1)

FXFRCISE 03 (06 points )

Let (a,b) € Z X Z*, we have % - % =0 ie (ab)R(a,b).

Then R 1t 1S 1efleXIVE. ....ooooi e e e e e e e e e (1 1)
Let (a,b),(c,d) € Z X Z*, we have :

a c _
(a,b)iR(c,d) ﬂ;—;— 0

=_2=-9
d b
= (c,d)R(a, b)

Then R 1t 1S SYMMEIIIC. ... cooiiii it it oot et et s e et et e et s e e e e s e e e et s e e e e e e (I D)

Let (a,b),(c,d),(m,n) € Z X Z*, we have :

Cc

((a,b)R(c,d) and (c,d):R(m,n)):(%—Ez 0 and %—%= O)

= (a,b) R (m,n)
Then R 1t 1S tranSItIVE. ....... oo oottt e et e e e e e e e e e e e e e et e e e e e e e (1.51)

We conclude that R is an equivalence relation. ......... ..........cocco i v e e e eeeeees o ((0.5p2)
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e

A1) ={(a,b) €ZXT", (a,b)R(l,l)}z{(a,b)EZxZ*, L_l= o}

b

{@hezxz, i=1}={(a,b)ez><z*, a=bAa%0)
{(B,D) | D E L'} .o oo (Ipt)

0.2) = {(a,b) EZ X T*, (@b RO} ={@b ezxz, L-2=0}
={(a,b) €EZXZ", a=0xXb}={(0,b) / DEZL }.ccccooieiiiiies et e e ( Ipt)
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EXER(ICE o1 (06 pts) .

1) Soita, b € Z . Montrer par contraposée que :

(4 nedivise pas ab) = (a estimpair ou b estimpair)
2) Soient x,y € |—o0, 0], montrer par I’absurde que (%y * l%x) V(x=y).

3) Soit n € Z. Montrer par disjonction des cas que (n — 1)(n + 2) est pair.

ZEXER(ICE 02 (08pts) .

1) Soit f:E — F, g:F — G deux applications. Montrer que :

(g o f estsurjective et g estinjective) = f estsurjective.
2) Soit f: [-3,3] — R [I’application définie par: f(x) =+/3 — |x|

21. Déterminer f({—1,0,1}) et f~1({0,2})

2.2. f est-elle injective ? Est-elle surjective ? Est-elle bijective ? Justifier
3) Soit g: [-3,0] — R [I’application définie par: g(x) = f(x).

31 Montrer que g est injective et n’est pas surjective.

3.2. En déduire que g o g n’est pas surjective.

4) Montrer que I’application h: [-3,0] — [O,\/§] , h(x) = g(x) estbijective,

puis déterminer sa réciproque h1.

EXFRCICE 03 (06pts) .

Soit R la relation définie sur Z X Z* par :

V(a,b),(c,d) €EZXZ*: (a,b)R(c,d) & %— =0.

£
d
Montrer que R est une relation d’équivalence.

2. Déterminer (1,1), (0,2) les classes d’équivalence de (1,1) et (0,2).

Bon courage
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FXERCICE o1 (06 pts) .

Soit a, b € Z. Pour montrer par contraposée que : (4 ne divise pas ab ) = ( a est impair ou b est impair) ,
I1 suffit de montrer que : ( a est pair et b est pair) = (4 divise ab), Ona:

(aestpair et bestpair) = (3k,k' €Z: a =2k , b =2k') = 3k, k' € Z: ab = 4kk")
= (4 divise ab)
Par suite (4 ne divise pas ab ) = (a estimpair ou b estimpair) ........................co.oco oo (2pls)

Soit x,y € |—0, 0] . Supposons que (i = L) A(x#y) estvraie, ......oeeeeeeeeeeeenn..(0.5p2)

1-y  1-x
donc: x—x2—y+y2=0 A x#y cad x—yYkx+y—-1)=0Ax#y
dol x=y A x#y car x,y € |[—,0], ce qui est absurde .

Par suite Vx,y € |—o0,0], (% * %x) V(X =Y o e (1.51)

Deuxiéme méthode : (x —y)(x+y—1)=0 A x #y, ainsi x+y =1, ce qui est absurde, car x,y € |—00,0].

Soitn €Z. Ona:
Si n =2k, avec k € Z, alors,
m—1Mm+2) =QRk—1)Q2k+2) =2Rk—-1)(k+1) , quiestpair.
Sin=2k+1, avec k €Z, alors:
m—1)n+2) =QRk+1-1)R2k+1+2) =2k(2k + 3) , qui est pair.

Par suite, dans tous les cas (n — 1)(n 4+ 2) eStPail..........cco covieiii it i eee e e eee e e e (2pS)

Fxercice o2 (08pts)-:

Supposons que g o f est surjective et g est injective et montrons que f est surjective.

Soity € F, alors g(y) € G et puisque g o f est surjective , il existe x € E tel que g(y) = (g ° f)(x),
c-a-d g(¥) = g(f(x)), etpuisque g estinjective,alors y = f(x).

Donc il existe x € E tel que y = f(x), d’ou f estsurjective. .. .............c.cccooooeiviiieeccecee e (Ipt)
Ona: f(-1)=+2, f(0O)=+v3 et f(1)=+2.
Alors  f({=1,0,13) = {V2,V3} i (0.5p1)

f)=0={y3-|x|=0=23—-|x|=0=|x| =3 (x=-3 Vv x=3),

f)=2ey3—-|x|=2 ©3—|x| =4 |x| =—1, quin’apas de solutions réelles.

Alors fTL{0,21) = {3, 3} i e e (0.5p0)
D’aprés ,ona: f(=1)=+v2 =f(1) et —1#1 donc f n’estpas injective............. ..(0.5p1)
D’apres ,ona: y =2 n’apasd’antécédent, alors f n’est pas surjective. ........................... (0.5pt)

Pour x € [-3,0] , ona [|x|=—x et gkx)=f(x)=v3+x
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Soient x,x' € [-3,0] , ona:
gx)=g(x) = V3+x=V3+x' = 3+x=3+x" = x=x".

ALOTS G €St INJECTIVE. .. i oot et i e et et e e et et s e et et s e e e et s et e e e s e e e e e o (IDE)
D’apres ,ona y =2 n’apas d’antécédent par f dans [—3,3] , donc il n’a pas d’antécédent
par g dans [—3,0] (1I’équation f(x) = 2 n’a pas de solutions dans [—3,3] , donc elle n’a pas de
solutions dans [—3,0]).

alors g N’€St PAS SUTJECTIVE. ..o oot it it it et s e et et e e et e e et e e s e e e e e (0.5P1)
Supposons que g o g est surjective et puisque g est injective , alors d’apres la 1°" question , g est
Surjective , ce qui n’est pas le cas.

Alors g o g n'estpas SUIJECLIVE. ..ot (I D)
Puisque g est injective , alors h estinjective. ..................oocooiiiii oo (0.5p1)
Soit y € [0,\/§] , cherchons x € [-3,0] , telque y =h(x), ona:

y=h(x)ey=V3+xey?=3+xeox=y%-3.
Pour 0<y<+v3, ona 0<y?<3 donc —-3<y?’-3<0.

Alors il suffit de prendre x = y? —3 € [—3,0], pouravoir y = h(x).
Par suite A €St SUIJECIVE. ... oot et ettt et e et et et e e e e e e e e s e e (1PD)
On conclut que h est bijective.

Puisque h est bijective alors h™1 existe et bijective et on a :
h71:[0,V3] = [-3,0] telleque A71(¥) =x =92 =3 it e (1Y)

EXFRCICE 03 (06pLs):

Soit (a,b) EZ X Z*, ona % — % =0, c-a-d: (a,b) R (a,b).
Alors R €St refleXIVe. ... e e e e e e e e e et (IDD)
Soient (a,b),(c,d) EZ X Z*, ona:

a c _
(a,b)R(c,d) = > 0

c a
_ — — — = 0
da b

= (¢,d)R(a, b)
Alors R @St SYMETIQUE. ... ..o ottt et et et et et et et et e e e s e s e e e e e s s eae e e (I D)

Soient (a,b),(c,d),(m,n) EZXZ*, ona:

((a,b)R(c,d) et (c,d)R(m,n)):(%—%= 0 et - == 0)

£
d n
a Cc C m
b d a n
a m
_ — — — = 0
b n

= (a,b) R (m,n).
Alors R @St traANSITIVE. .. .oooi oot oo et et et et et et e e e et e e e e e e e e e e (1.51)

On conclut que R est une relation d’équivalence. ...............cco oo cev v e v v v e e e e e (0.5p1)
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(A1) = {(a,b) € Z X T*, (a,b)R(l,l)}z{(a,b)EZXZ*, 1o o}

b

{@hezxz, i:l}:{(a,b)emz*, a=bAa#0)
(B D) | B ETY o oo

0.2) = {(a,b) € ZX T*, (@b RO} ={@b ezxz, L-2=0}
={(a,b) €EZXZ", a=0xXb}={(0,b) /] DEZL }.c.ccoooeii et et e e
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